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Distribuciones Bidimensionales. 
Regresión y Correlación 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

01. Introducción. Variable aleatoria bidimensional 
 
Consideremos el espacio probabilístico ( )pU ,,Φ  donde es U el espacio muestral de 

sucesos, Φ  es la sigma álgebra asociada y p es la medida de probabilidad. 
 
Una variable aleatoria bidimensional sobre el espacio probabilizable ( )Φ,U  es una 
aplicación  

( ) 2:, RUYX →  tal que [ ] Φ∈≤≤ yYxX ,  
 
o sea, siendo [ ] { } Φ∈≤≤∈=≤≤ yuYxuXUuyYxX )(,)(/,  
 
Teorema 1.  
La condición necesaria y suficiente para que el par ( )YX ,  sea una variable aleatoria 

bidimensional sobre el espacio probabilizable ( )Φ,U  es que ambos elementos del 
par, por separado, sean variables aleatorias sobre el mismo espacio probabilizable. 
Demostración: 

- Veamos que si ( )YX ,  es variable aleatoria, entonces X es variable aleatoria 

e Y es también variable aleatoria: 
Consideremos la sucesión { } 1≥nnA , donde son [ ] RxnnYxXAn ∈∀=≤≤= ,...,2,1,, . 

Como es Φ  una sigma-álgebra, se tiene que la suma infinita pertenece a la misma, 

por lo que [ ] [ ] Φ∈≤=≤≤=
∞

=

∞

=

xXnYxXA
nn

n UU
11

, , lo que implica que X es variable 

aleatoria. 
Consideremos la sucesión { } 1≥nnB , donde son [ ] RynyYnXBn ∈∀=≤≤= ,...,2,1,, . 

Como es Φ  una sigma-álgebra, se tiene que la suma infinita pertenece a la misma, 

por lo que [ ] [ ] Φ∈≤=≤≤=
∞

=

∞

=

yYyYnXB
nn

n UU
11

, , lo que implica que Y es variable 

aleatoria. 
- Veamos ahora que si cada elemento, por separado es variable aleatoria, 

entonces el par ( )YX ,  es variable aleatoria: 

Trivialmente, pues [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] Φ∈≤≤=≤≤→Φ∈≤∧Φ∈≤ yYxXyYxXyYxX ,I  
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02. Función de distribución bidimensional 

 
Llamaremos distribución bidimensional al par constituido por un espacio 
probabilístico ( )pU ,,Φ  y una variable aleatoria bidimensional ( )YX , . Es decir, al 

par ( ){ }),(,,, YXpU Φ . 

Puesto que, por el teorema 1, las variables X e Y son variables aleatorias, se tiene 
que son distribuciones monodimensionales los pares 

 
( ){ }XpU ,,,Φ  y ( ){ }YpU ,,,Φ  

 
que se denominan distribuciones marginales de la distribución bidimensional. 

 
 
Definición 1: 
Se llama Función de Distribución de la distribución bidimensional ( ){ }),(,,, YXpU Φ  

a la función RRF →2:  definida por: 

[ ]yYxXpyxFRyx ≤≤=∈∀ ,),(,),( 2  
 
A fin de probar a continuación algunas de las propiedades de la Función de 
Distribución es conveniente analizar un lema elemental sobre variables aleatorias. 
 
Lema 1: 
Sean las variables aleatorias [ ] RxxXM ∈∀≤= ,  y [ ] RyyYN ∈∀≤= ,  sobre el 

mismo espacio probabilistico ( )pU ,,Φ . Se verifican las relaciones: 

1) [ ]( ) [ ]( )0)1(
0

>















−≤<+−=

∞

=

YMkYkMM
k

IUIU  

   [ ]( ) [ ]( )







+≤<≤=

∞

=
U IUI

0

10
k

kYkMYMM  

2) [ ]( ) [ ]( )0)1(
0

>















−≤<+−=

∞

=

XNkXkNN
k

IUIU  

   [ ]( ) [ ]( )







+≤<≤=

∞

=
U IUI

0

10
k

kXkNXNN  

Demostración: 
1) Puesto que [ ]+∞≤<∞−= YMM I , se tiene: 

         

[ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

[ ] [ ]( )

[ ]( ) [ ]( )0)1(

0)1(

0000

0

0

>















−≤<+−=

=>















−≤<+−=

=>≤=>≤=

∞

=

∞

=

YMkYkM

YMkYkM

YMYMyYMM

k

k

IUI

IUI

IUIUI

U

U  

     Puesto que [ ]+∞≤<∞−= YMM I , se tiene: 
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[ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

[ ]( ) [ ]

[ ]( ) [ ]( )







+≤<≤=

=















+≤<≤=

=>≤=>≤=

∞

=

∞

=

U

U

IUI

IUI

IUIUI

0

0

10

10

0000

k

k

kYkMYM

kYkMYM

YMYMyYMM

 

2) Análoga al caso anterior. 
 
Consecuencia del lema 1: 
Si se toman probabilidades en las expresiones anteriores, y teniendo en cuenta 
que se trata de sucesos disjuntos: 

1) [ ] [ ]∑
∞

=

−≤<+−+>=
0

))1(()0()(
k

kYkMpYMpMp II  

    [ ] [ ]∑
∞

=

+≤<+≤=
0

)1()0()(
k

kYkMpYMpMp II  

2) [ ] [ ]∑
∞

=

−≤<+−+>=
0

))1(()0()(
k

kXkNpXNpNp II  

    [ ] [ ]∑
∞

=

+≤<+≤=
0

)1()0()(
k

kXkNpXNpNp II  

Como es obvio, las series que intervienen son convergentes. 
 

Teorema 2: 
Propiedades de la Función de Distribución: 

1) ),( yxF  está definida, 2),( Ryx ∈∀  
     Demostración: 
      Trivialmente, pues se trata de una probabilidad, que está obviamente definida: 
      [ ]yYxXpyxF ≤≤= ,),(  

2) 2),(,1),(0 RyxyxF ∈∀≤≤  
     Demostración: 
       Puesto que el rango de valores de la probabilidad es el intervalo [ ]1,0  y siendo  

       F(x,y) una probabilidad, será 2),(,1),(0 RyxyxF ∈∀≤≤  

3) Si ),,(),( 22112121 yxFyxFyyyxx ≤→≤≤ es decir, F(x,y) es monótona creciente. 
     Demostración: 

      
[ ] [ ] [ ]

[ ] ),(),(,
,,,

221122

1122112121

yxFyxFyYxXp
yYxXpyYxXyYxXyyyxx

≤→≤≤≤
≤≤≤→≤≤⊆≤≤→≤≤

  

4) Se verifica que 

−∞→

=

−∞→

=

y

yxF

x

yxF 0),(lim),(lim
 

     Demostración: 

      1) Puesto que la serie [ ]∑
∞

=

−≤<+−
0

))1((
k

kYkMp I  es convergente, se tiene: 

       [ ] εε <−≤<+−>∀∈∃>∀ ∑
∞

=nk
kYkMpnnNn ))1((,/,0 00 I  (*) 

        es decir ε<− ),( nxF , de lo cual ∞→→− nsinxF ,0),( , por tanto: 
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−∞→
=

−∞→
≡

∞→
=−

y
yxF

n
nxF

n
nxF 0),(lim),(lim),(lim

 

      2) De forma análoga [ ]∑
∞

=

−≤<+−
0

))1((
k

kXkNp I  es convergente, se tiene: 

       [ ] εε <−≤<+−>∀∈∃>∀ ∑
∞

=nk
kXkNpnnNn ))1((,/,0 00 I  (*) 

        es decir ε<− ),( ynF , de lo cual ∞→→− nsiynf ,0),( , por tanto: 

−∞→
=

−∞→
≡

∞→
=−

x
yxF

n
ynF

n
ynF 0),(lim),(lim),(lim

 

         (*) la justificación puede verse en el apéndice A, al final del texto. 
 
5) Se verifica que los límites 

)(),(lim
,

)(),(lim 21 yF
x

yxFxF
y

yxF =
+∞→

=
+∞→

 

son las Funciones de Distribución de las distribuciones marginales ( ){ }XpU ,,,Φ  y 

( ){ }YpU ,,,Φ  
Demostración: 

      1) Puesto que la serie [ ]∑
∞

=

+≤<
0

)1(
k

kYkMp I  es convergente, se tiene: 

       [ ] εε <+≤<>∀∈∃>∀ ∑
∞

=nk
kYkMpnnNn )1(,/,0 00 I   

        por tanto: 

[ ]( ) [ ] [ ]( )

[ ] [ ]∑∑

∑
∞

==

∞

=

+≤<++≤<+

+≤=+≤<+≤=

nk

n

k

k

kYkMpkYkMp

YMpkYkMpYMpMp

)1()1(

0)1(0)(

0

0

II

III

 

es decir:      [ ]∑
∞

=

+≤<+=
nk

kYkMpnxFMP )1(),()( I  

y en el límite:  
[ ]

∞→∞→
==≤→=+=

n
nxF

n
xFxXpnxFnxFMP ),(lim)(),(lim0),(lim)( 1  

en definitiva 

 
)(),(lim 1 xF

y
yxF =

+∞→
 

      2) La prueba del otro límite es del todo análoga. 
 
6) Se verifica que 

+∞→
+∞→

y
x

yxF ),(lim 1=
 

Demostración: 

∞→
=

x
xF 1)(lim 1  

por lo que 2)(1,/,0 100 εε <−>∀∈∃>∀ xFxxRx  
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Asimismo, de 5) se tiene: 

∞→
=

y
xFyxF )(),(lim 1  

con lo que 2),()(,/,0 100 εε <−>∀∈∃>∀ yxFxFxxRx  

Y de ambas desigualdades:   εεε <−→+<−+− ),(122),()()(1 11 yxFyxFxFxF  

∞→
=

yx
yxF

,
1),(lim
 

7) F(x,y) es continua por la derecha de cada variable. 
Demostración: 

Bastará probar que para ∞→n  es ),()2,2(lim yxFyxF nn =++ −− , lo cual 
comprobaremos por separado para cada variable. 
 

Consideremos la sucesión { } 1≥nnA  con [ ]yYxXA n
n ≤+≤= − ,2 . Se tiene: 

( ) [ ] ),(,lim)(lim),2(lim
1

yxFyYxXpAp
n

Ap
nn

ApyxF
n

nnn
n =≤≤=








=

∞→∞→∞→
==+

∞

=

−
I  

Análogamente para la otra variable: 
 

Consideremos la sucesión { } 1≥nnB  con [ ]n
n yYxXB −+≤≤= 2, . Se tiene: 

( ) [ ] ),(,lim)(lim)2,(lim
1

yxFyYxXpBp
n

Bp
nn

BpyxF
n

nnn
n =≤≤=








=

∞→∞→∞→
==+

∞

=

−
I  

por consiguiente 

∞→
=++ −−

n
yxFyxF nn ),()2,2(lim

 

Podemos comprobar que sin embargo, no es continua a la izquierda de cada 

variable, es decir, que para ∞→n  es ),()2,2(lim yxFyxF nn ≠−− −− en general. 

Consideremos la sucesión { } 1≥nnC  con [ ]nn
n yYxXC −− −≤−≤= 2,2 . Se tiene: 

( ) [ ] =<<=







=

∞→∞→∞→
==−−

∞
−− yYxXpCp

n
Cp

nn
CpyxF

n
nnn

nn ,lim)(lim)2,2(lim U  

[ ] [ ] [ ]yYxXpyxFyYxXpyYxXp ==−===−≤≤= ,),(,,  

Obviamente, sería continua a la izquierda de cada variable si [ ] 0, === yYxXp  

8) Si 2121 , yyxx <<  entonces:  

[ ] ),(),(),(),(, 122111222121 yxFyxFyxFyxFyYyxXxp −−+=≤<≤<  
Demostración: 
Si 2121 , yyxx << , se tiene: 

[ ] [ ] [ ] [ ]2112222121 ,,,, yYxXyYxXyYxXyYyxXx ≤≤≤≤−≤≤=≤<≤< U  
si tomamos probabilidades: 
p [ ] [ ] [ ] [ ] =≤≤≤≤−≤≤=≤<≤< ),,(,, 2112222121 yYxXyYxXpyYxXpyYyxXx U  

[ ] [ ] [ ] [ ]
),(),(),(),(

),,,,

11122122

11211222

yxFyxFyxFyxF
yYxXpyYxXpyYxXpyYxXp

+−−=
=≤≤+≤≤−≤≤−≤≤=
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Definición 2: 
Dos variables aleatorias, X e Y, sobre un mismo espacio probabilistico ( )pU ,,Φ  se 
dice que son estocásticamente independientes sii 
 

[ ] [ ] [ ]yYpxXpyYxXpRyx ≤≤=≤≤∈∀ .,,),( 2  
 
 
Teorema 3: 
La condición necesaria y suficiente para que dos variables aleatorias YX , sobre un 

mismo espacio probabilistico ( )pU ,,Φ  sean estocásticamente independientes es 
que  

)().(),(,),( 21
2 yFxFyxFRyx =∈∀  

Demostración: 
Trivialmente, pues si ambas variables, YX , , son estocasticamente independientes,  

[ ] [ ] [ ] )().(.,),(,),( 21
2 yFxFyYpxXpyYxXpyxFRyx =≤≤=≤≤=∈∀  

Recíprocamente, si se verifica la relación entre las Funciones de Distribución, será: 

[ ] [ ] [ ]yYpxXpyFxFyxFyYxXpRyx ≤≤===≤≤∈∀ .)().(),(,,),( 21
2  

 
 
 
 
 
 
 

03. Distribuciones bidimensionales discretas 
 
Definición 3: 
Una distribución bidimensional es de tipo discreto si ambas distribuciones 
marginales unidimensionales son de tipo discreto. 
 
Teorema 4: 
Consideremos una distribución bidimensional discreta cuyas distribuciones 
marginales se encuentran en las sucesiones de puntos { },..., 21 xx  y { },..., 21 yy . Si 

llamamos [ ] ii pxXp 1== y [ ] kk pyYp 2== , respectivamente, se verifica: 

1) La masa de la distribución está en los puntos { }),...,(),,( 2211 yxyx . 

2) Si llamamos [ ] ikki pyYxXp === , , se tiene que ∑∑
∞

=

∞

=

==
1

2
1

1 ,
i

ikk
k

iki pppp . 

3) ∑
≤
≤

=

yy
xx

ik

k
i

pyxF ),(  

4) Las variables YX , son estocásticamente independientes sii kiik ppp 21 .= . 

Demostración: 
 
1) Es evidente, pues ),( YX  solo toma los valores { } ,...2,1,,),( =kiyx ki  

2) Llamemos [ ]ixXM == . Se tiene: 

  [ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ]( ) =======→== ∑∑
∞

=

∞

=

∞

= 11
1

1

)(
k

ki
k

ki
k

k yYxXpyYMpMppyYMM IIIU  

      [ ] ∑∑
∞

=

∞

=

====
11

,
k

ik
k

ki pyYxXp  
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    Análogamente para la otra variable: llamemos [ ]kyYN == . Se tiene: 

[ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ]( ) =======→== ∑∑
∞

=

∞

=

∞

= 11
2

1

)(
i

ki
i

ik
i

i yYxXpxXNpNppxXNN IIIU  

      [ ] ∑∑
∞

=

∞

=

====
11

,
i

ik
i

ki pyYxXp  

3) [ ] [ ] [ ] ∑∑
≤
≤

≤
≤

∞

≤
≤

====















===≤≤=

yy
xx

ik

yy
xx

ki

yy
xx

ki

k
i

k
i

k
i

pyYxXpyYxXpyYxXpyxF ,,,),( U  

4) Si son estocásticamente independientes, se tendrá: 

   
[ ] [ ] [ ]

kiik

yy
xx

ki
yy

k
xx

i

yy
xx

ik

ppp

pppppyYpxXpyYxXp

k
iki

k
i

21

2121

.

...,

=→

→==→≤≤=≤≤ ∑∑∑∑
≤
≤≤≤

≤
≤  

    Recíprocamente: 

   

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]yYpxXpyYpxXpyYpxXp

yYxXpyYpxXpyYxXpppp

yy
xx

k

yy
xx

ik

yy
xx

i

yy
xx

kikikikiik

k
i

k
i

k
i

k
i

≤≤=======

===→=====→=

∑∑∑

∑

≤
≤

≤
≤

≤
≤

≤
≤

...

,.,. 21

 

 
  
 
 
 
 
 
 

04. Distribuciones bidimensionales absolutamente continuas 
 
Definición 4: 
Una distribución bidimensional no discreta se dice que es absolutamente continua si 
existe una función f(x,y) no negativa, 0),( ≥yxf , medible Lebesgue, llamada 
función de densidad de la distribución, que verifica: 

∫ ∫
∞− ∞−

=
x y

dvduvufyxF .).,(),(  

es decir,  

),(
.

),(2

yxf
yx

yxF
=

∂∂
∂

 

 
Teorema 5: 
Se verifica que 

[ ] ∫ ∫=≤<≤<
2

1

2

1

.).,(, 2121

x

x

y

y

dvduvufyYyxXxp  

Demostración: 
Del teorema 2, 8), se tiene: 
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[ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]11121

2112212111

211111122

122111222121

,,
,,),,(

),,(,,
),(),(),(),(,

yYxXpyYxXxp
yYyxXpyYxXpyYxXxpyYxXp

yYyxXpyYxXpyYxXpyYxXp
yxFyxFyxFyxFyYyxXxp

≤≤−≤≤<−
−≤<≤−≤≤=≤≤<+≤≤−

−≤<≤+≤≤−≤≤+≤≤=
=−−+=≤<≤<

  
Resulta, gráficamente, la zona sombreada en la figura 

 
 

Es decir,         [ ] ∫ ∫=≤<≤<
2

1

2

1

.).,(, 2121

x

x

y

y

dvduvufyYyxXxp  

En general, para todo conjunto B medible Borel  en R2 se verifica que 
 

[ ] ∫∫=∈
B

dvduvufBYXp .).,(),(  

Teorema 6: 
Si es (X,Y) una variable aleatoria bidimensional absolutamente continua y es 

),( yxf  su función de densidad, se verifica: 

1) Las variables aleatorias X e Y son absolutamente continuas y sus respectivas 
funciones de densidad son: 

∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

== duyufyfdvvxfxf ).,()(,).,()( 21  

2) X e Y estocásticamente independientes ),()().( 21 yxfyfxf =↔  
Demostración: 
  1) Por el teorema 2, 5): 

+∞→

=







=













+∞→

=
+∞→

== ∫ ∫ ∫∫∫ ∫
∞− ∞−

∞

∞−∞−∞− ∞−

y

dudvvufdudvvuf

y

dudvvuf
y

yxFxF
x xyx y

).,().,(lim).,(lim),(lim)(1

∫
∞−

=
x

duuf ).(1 , por tanto ∫
∞−

=
x

duufxF ).()( 11  y ∫
+∞

∞−

= dvvxfxf ).,()(1  

Análogamente para la variable y: 
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+∞→

=







=









+∞→

=
+∞→

== ∫ ∫ ∫∫∫ ∫
∞− ∞−

∞

∞−∞−∞− ∞−

x

dvduvufdvduvuf

x

dudvvuf
x

yxFyF
y yxy x

).,().,(lim).,(lim),(lim)(2

∫
∞−

=
y

dvvf ).(2 , por tanto ∫
∞−

=
y

dvvfyF ).()( 22  y ∫
+∞

∞−

= duyufxf ).,()(2  

2) a) Veamos que si son independientes entonces )().(),( 21 yfxfyxf = : 

        X,Y independientes =
∂∂

∂
=⇒=⇒

yx
yxFyxfyFxFyxF ),(),()().(),(

2

21  

        )().(),()().()()())().((
2121

2121
2

yfxfyxfyfxf
y

yF
x
xF

yx
yFxF

=⇒=
∂

∂
∂

∂
=

∂∂
∂

=  

    b) Veamos ahora que si ),()().( 21 yxfyfxf =  entonces son independientes: 

        

∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

∞− ∞−

∞− ∞−∞− ∞−

==

===→=

x y

x yx y

yFxFdvvfduuf

dudvvfufdudvvufyxFyfxfyxf

)().()()(

)().().,(),()().(),(

2121

2121

 

 
 
 
 
 
 
 

05. Momentos en las distribuciones bidimensionales 
 
Definición 5: 
Si son [ ] [ ]YEMXEM == 21 , , las respectivas medias (esperanzas matemáticas) de 

las variables unidimensionales X e Y, se dice que el par ( )21,MM  es el centro de 
gravedad de la distribución bidimensional correspondiente a la variable aleatoria 
( )YX , . 
 
Definición 6: 
Sea una función ),( yxg integrable Stieltjes-Lebesgue en R2. Se define su valor 

medio o esperanza matemática [ ]),( YXgE  respecto a la probabilidad bidimensional 

)(Bp  como la integral 

[ ] ∫=
2

)().,(),(
R

BdpyxgYXgE  

Si la distribución bidimensional es discreta: 
 

[ ] ik
ki

ki pyxgYXgE .),(),(
,
∑=  

Si la distribución bidimensional es absolutamente continua: 
 

[ ] ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= dxdyyxfyxgYXgE ).,().,(),(  

Teorema 7: 
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Si existen las [ ] hkYXgE k ,...,2,1,),( = , se verifica que 

[ ]∑∑
==

=







=∈∀

h

k
kk

h

k
kkk YXgEcYXgcEhkRc

11
),(),(,,...,2,1,  

Demostración: 
Trivial. 
 
Definición 7: 

Dados los enteros positivos, +∈Zki, , y una distribución bidimensional, (X,Y), se 
define: 

a) Momento de órden (i,k), ikM , como la esperanza matemática de ki YX . : 

[ ]ki
ik YXEM .=  

 
b) Momento central de orden (i,k), ikm , como la esperanza matemática del 

producto de las desviaciones ki MYMX ).()( 21 −− : 
 

[ ]ki
ik MYMXEm ).()( 21 −−=  

 
Teorema 8: 
Se verifican las relaciones siguientes: 

1) [ ] [ ]k
k

i
i YEMXEM == 00 ,  

2) [ ] [ ]2
2

2
202

2
1

2
1200110 )(,)(,0 MYEDmMXEDmmm −==−====  

3) 2
20202211111

2
12020 ,, MMmMMMmMMm −=−=−=  

Demostración: 

1) [ ] [ ]k

R

k

R

k
k

i

R

i

R

i
i YEBdpyBdpyxMXEBdpxBdpyxM ∫∫∫∫ ======

2222

)()(,)()( 0
0

0
0  

2) ∫∫∫∫ =−=−=−−=
2222

)()()()()().()( 11
0

2
1

110
RRRR

BdpMBdpxBdpMxBdpMyMxm  

         011 =−= MM  

    ∫∫∫∫ =−=−=−−=
2222

)()()()()().()( 22
1

2
0

101
RRRR

BdpMBdpyBdpMyBdpMyMxm  

         022 =−= MM  

    [ ]2
1

2
1

2
1

0
2

2
120 )()()()().()(

22

MXEDBdpMxBdpMyMxm
RR

−==−=−−= ∫∫  

    [ ]2
2

2
2

2
2

2
2

0
102 )()()()().()(

22

MYEDBdpMyBdpMyMxm
RR

−==−=−−= ∫∫  

3) +−=+−=−= ∫ ∫∫∫ )(2)()()2()()(
2 222

1
22

11
22

120 BdpxMBdpxBdpMxMxBdpMxm
R RRR

 

          ∫ −=+−=+
2

2
120

2
11120

2
1 2)(

R

MMMMMMBdpM  

    +−=+−=−= ∫ ∫∫∫ )(2)()()2()()(
2 222

2
22

22
22

202 BdpyMBdpyBdpMyMyBdpMym
R RRR

 

          ∫ −=+−=+
2

2
202

2
22202

2
2 2)(

R

MMMMMMBdpM  

     −=+−−=−−= ∫∫∫ )()()()().()(
222

2121
1

2
1

111 BdpxyBdpMMxMyMxyBdpMyMxm
RRR
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          =+−−=+−− ∫∫∫ 211221112121
222

)()()( MMMMMMMBdpMMBxdpMBydpM
RRR

 

          2111 MMM −=  
 
Definición 8: 
a) Al momento central 11m  se le llama momento mixto o covarianza de la 
distribución. 
b) Se denomina matriz de momentos centrales de la distribución a la matriz: 









=

0211

1120

mm
mm

m  

 
Teorema 9: 

1) 0.)det( 2
110220 ≥−= mmmm  

2) Si es )(mrangr = , se tiene: 

        ↔= 0r La masa está concentrada en un único punto. 
        ↔=1r La masa está concentrada en una recta. 
        ↔= 2r La masa esta dispersa. 
Demostración: 
1) Considerando que la esperanza matemática de una expresión al cuadrado es 

positiva, se tiene que [ ] RhlMYhMXlE ∈∀≥−+− ,,0))()(( 2
21 , (**)  por lo cual 

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] 02)())((2)(

)())((2)())()((

02
2

1120
22

2
2

21
2

1
2

2
2

2
21

2
1

22
21

≥++=−+−−+−=

=−+−−+−=−+−

mhlhmmlMYEhMYMXlhEMXEl
MYhMYMXlhMXlEMYhMXlE

Es decir, ( ) 0,2
0211

1120
02

2
1120

2 ≥















=++

h
l

mm
mm

hlmhlhmml , lo que indica que la 

matriz hermitiana m es semidefinida positiva. 

0.det 2
110220

0211

1120 ≥−=







mmm

mm
mm

 

2) Si 00 110220 ===→= mmmr , es decir [ ] [ ] ,0)(,0)( 2
2

2
1 =−=− MYEMXE  

[ ] 0))(( 21 =−− MYMXE , lo que indica que las desviaciones con respecto a las 

medias (M1,M2) son nulas, con lo cual toda la masa de la distribución está 
concentrada en el único punto (M1,M2). Recíprocamente, si toda la masa está en el 
centro de gravedad (M1,M2) todas las desviaciones de las medias son nulas, esto 

es, [ ] [ ] [ ] 0))((,0)(,0)( 2111
2

202
2

120 =−−==−==−= MYMXEmMYEmMXEm , de 

lo cual r=rang(m)=0. 

    Si 01 2
110220 =−→= mmmr , con lo que →=
















∈∃ 0),/(,

0

0

0211

1120
0000 h

l
mm
mm

hlRhl  

02 02
2
0110020

2
0 =++→ mhmhlml , es decir [ ] →=−+− 0))()(( 2

2010 MYhMXlE  

0)()( 2010 =−+−→ MYhMXl , que es la ecuación de una línea recta que pasa por 

el centro de gravedad (M1,M2) de la distribución. Luego, toda la masa de la 
distribución se encuentra en una línea recta que pasa por su centro de gravedad. 
Recíprocamente, si la masa de la distribución se encuentra concentrada en una 
línea recta, ésta ha de pasar obviamente por su centro de gravedad, por lo cual se 
tiene que 0)()(/, 201000 =−+−∈∃ MYhMXlRhl , con lo que será: 



Distribuciones bidimensionales. Regresión y correlación                                Carlos S. CHINEA 

 12

[ ] →=−+− 0))()(( 2
2010 MYhMXlE →=
















∈∃ 0),/(,

0

0

0211

1120
0000 h

l
mm
mm

hlRhl  

1)(0.det 2
110220

0211

1120 ==→=−=







→ mrangrmmm

mm
mm

 

3) Si 2=r  la masa no está concentrada en un único punto (pues entonces sería 
r=0), ni en una línea recta (pues entonces sería r=1). Recíprocamente, si la masa 
no está concentrada en un único punto, ni en una sola recta, no pueden ser r=0 ni 
r=1, luego necesariamente es r=2. 
 
 
 
 
 
 
 
 

06. Distribuciones condicionales de una distribución bidimensional 
 
06.1. Definiciones 
Dada una distribución bidimensional ( ){ }),(,,, YXpU Φ , si una de las dos variables, 

ya sea X o Y, está sometida a algún tipo de restricción, la distribución de la otra se 
dice condicionada a tal restricción. 
 
La distribución de la variable X condicionada a que [ ]SY ∈  es el par ( ){ }XpU c ,,,Φ , 

donde Rpc →Φ:  está definida por  

[ ]( )
[ ]SYp

SYApApA c ∈
∈

=Φ∈∀
I)(,  

 

La distribución de la variable Y condicionada a que [ ]SX ∈  es el par ( ){ }YpU c ,,, 'Φ , 

donde Rp c →Φ:'  está definida por  

[ ]( )
[ ]SXp

SXApApA c ∈
∈

=Φ∈∀
I)(',  

 
Función de distribución condicional: 

[ ] [ ]( )
[ ]

[ ]
[ ]SYp

SYxXp
SYp

SYxXpSYxFc ∈
∈≤

=
∈

∈≤
=∈

,)/( I
 

 
[ ] [ ]( )

[ ]
[ ]

[ ]SXp
SXyYp

SXp
SXyYpSXyFc ∈

∈≤
=

∈
∈≤

=∈
,)/( I

 

 
Esperanza matemática de una función ),( YXg : 

[ ] ∫∫ ∈==∈
R

c
R

c SYxdFyxgdpyxgSYYXgE )/().,().,(/),( ´  

[ ] ∫∫ ∈==∈
R

c
R

c SXydFyxgdpyxgSXYXgE )/().,(').,(/),(  

Media y Momentos iniciales: 
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[ ] ∫∫ ∈==∈=
R

c
R

c SYxdFxdpxSYXEM )/(../1  

[ ] ∫∫ ∈==∈=
R

c
R

c SXydFydpySXYEM )/(../ '
2  

[ ] ∫∫ ∈==∈=
R

c
r

R
c

rrr SYxdFxdpxSYXEM )/(../1  

                    [ ] ∫∫ ∈==∈=
R

c
r

R
c

rrr SXydFydpySXYEM )/(../ '
2  

Momentos centrales: 

[ ] ∫∫ ∈−=−=∈−=
R

c
r

R
c

rrr SYxdFMxdpMxSYMXEm )/(.)(.)(/)( 1111  

                    [ ] ∫∫ ∈−=−=∈−=
R

c
r

R
c

rrr SXydFMydpMySXMYEm )/(.)('.)(/)( 2222  

Varianza: 

[ ] ∫∫ ∈−=−=∈−=
R

c
R

c SYxdFMxdpMxSYMXED )/(.)(.)(/)( 2
1

2
1

2
1

2
1  

                    [ ] ∫∫ ∈−=−=∈−=
R

c
R

c SXydFMydpMySXMYED )/(.)('.)(/)( 2
2

2
2

2
2

2
2  

 
Función característica: 
 

[ ]SXeESXt itY ∈=∈ /)/(ϕ  

[ ]SYeESYt itX ∈=∈ /)/(ϕ  
 
 
06.2. Un ejemplo de condición: 
Consideremos el caso de que la condición restrictiva sea xX = , para la variable X,  
bien yY = , para la variable Y. Se tendría: 
 
- La distribución de la variable X condicionada a que [ ]yY =  es el par 

( ){ }XpU c ,,,Φ , donde Rpc →Φ:  está definida por  

[ ]( )
[ ]hyYhyp

hyYhyAp

h
ApA c +≤<−

+≤<−

→
=Φ∈∀

I

0
lim

)(,  

- La distribución de la variable Y condicionada a que [ ]xX =  es el par 

( ){ }YpU c ,',,Φ , donde Rpc →Φ:  está definida por  

[ ]( )
[ ]hxXhxp

hxXhxAp

h
ApA c +≤<−

+≤<−

→
=Φ∈∀

I

0
lim

)(',  

- Función de distribución condicional: 
[ ] [ ]( )

[ ]
[ ]

[ ]yYp
yYxXp

yYp
yYxXpyYxFc =

=≤
=

=
=≤

==
,)/( I

 

 
[ ] [ ]( )

[ ]
[ ]

[ ]xXp
xXyYp

xXp
xXyYpxXyFc =

=≤
=

=
=≤

==
,)/( I

 

 
- Esperanza matemática de una función ),( yxg : 
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[ ] ∫∫ ====
R

c
R

c yYxdFyxgdpyxgyYYXgE )/().,().,(/),(  

[ ] ∫∫ ====
R

c
R

c xXydFyxgdpyxgxXYXgE )/().,(').,(/),(  

Media y Momentos iniciales: 

[ ] ∫∫ =====
R

c
R

c yYxdFxdpxyYXEyM )/(../)(1  

[ ] ∫∫ =====
R

c
R

c xXydFydpyxXyExM )/(../)( '
2  

[ ] ∫∫ =====
R

c
r

R
c

rrr yYxdFxdpxyYXEyM )/(../)(1  

                    [ ] ∫∫ =====
R

c
r

R
c

rrr xXydFydpyxXYExM )/(../)( '
2  

Momentos centrales: 

[ ] ∫∫ =−=−==−=
R

c
r

R
c

rrr yYxdFMxdpMxyYMXEym )/(.)(.)(/)()( 1111

[ ] ∫∫ =−=−==−=
R

c
r

R
c

rrr xXydFMydpMyxXMYExm )/(.)(.)(/)()( 2
'

222

 
Varianza: 

[ ] ∫∫ =−=−==−=
R

c
R

c yYxdFMxdpMxyYMXEyD )/(.)(.)(/)()( 2
1

2
1

2
1

2
1

[ ] ∫∫ =−=−==−=
R

c
R

c xXydFMydpMyxXMYExD )/(.)(.)(/)()( 2
2

'2
2

2
2

2
2

 
Función característica: 
 

[ ]xXeExXt itY === /)/(ϕ  

[ ]yYeEyYt itX === /)/(ϕ  
 
 
06.3. En distribuciones discretas 
Consideremos una distribución bidimensional discreta ( ){ }),(,,, YXpU Φ , tal que la 

masa de la distribución se concentra en los puntos { }),...,(),,( 2211 yxyx , y llamemos 

[ ] ii pxXp 1== , [ ] kk pyYp 2== , [ ] ikki pyYxXp === , , i=1,2,…, k=1,2,… 

 
- La distribución de la variable X condicionada a que [ ]kyY =  es el par 

( ){ }XpU c ,,,Φ , donde Rpc →Φ:  está definida por  

[ ] [ ]( )
[ ]k

k
kc yYp

yYAp
yYApApA

=
=

===Φ∈∀
I

/)(,  

- La distribución de la variable Y condicionada a que [ ]ixX =  es el par 

( ){ }YpU c ,,, 'Φ , donde Rpc →Φ:'  está definida por  

[ ] [ ]( )
[ ]i

i
ic xXp

xXApxXApApA
=
=

===Φ∈∀
I/)(, '  

 
- Función de distribución condicional: 
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[ ] [ ]( )
[ ]

[ ]
[ ] k

xx
ik

k

k

k

k
kc p

p

yYp
yYxXp

yYp
yYxXpyxF i

2

,
)/(

∑
≤=

=
=≤

=
=

=≤
=

I
 

[ ] [ ]( )
[ ]

[ ]
[ ] i

yy
ik

i

i

i

i
ic p

p

xXp
xXyYp

xXp
xXyYpxyF k

1

,
)/(

∑
≤=

=
=≤

=
=

=≤
=

I
 

 
- Esperanza matemática de una función ),( YXg : 

[ ]
i

k
ikki

R
ic

R
ci p

pyxg
xydFyxgdpyxgxYXgE

1

1

).,(
)/().,(').,(/),(
∑

∫∫

∞

====  

[ ] ∫
∑

∫

∞

====
R k

i
ikki

kc
R

ck p

pyxg
yxdFyxgdpyxgyYXgE

2

1

).,(
)/().,().,(/),(  

 
 
- Media y Momentos iniciales: 

[ ]
k

i
iki

R
kckk p

px
yxdFxyXEyM

2

1
1

.
)/(./)(
∑

∫

∞

====  

[ ]
i

k
iki

R
icii p

px
xydFyxYExM

1

1
2

.
)/(./)(
∑

∫

∞

====  

[ ]
k

i
ik

r
i

R
kc

r
k

r
k

r

p

px
yxdFxyXEyM

2

1
1

.
)/(./)(
∑

∫

∞

====  

[ ]
i

k
ik

r
k

R
ic

r
i

r
i

r

p

py
xydFyxYExM

1

1
2

.
)/(./)(
∑

∫

∞

====  

- Momentos centrales: 

[ ]
k

i
ik

r
i

R
kc

r
k

r
k

r

p

pMx
yxdFMxyYMXEym

2

1
1

111

.)(
)/(.)(/)()(
∑

∫

∞

=

−
=−==−=  

[ ]
i

k
ik

r
k

R
ic

r
i

r
i

r

p

pMy
xydFMyxXMYExm

2

1
2

222

.)(
)/(.)(/)()(
∑

∫

∞

=

−
=−==−=  

 
- Varianza: 

[ ]
k

i
iki

R
kkk p

pMx
yYxdFMxyYMXEyD

2

1

2
1

2
1

2
1

2
1

.)(
)/(.)(/)()(
∑

∫

∞

=

−
==−==−=  



Distribuciones bidimensionales. Regresión y correlación                                Carlos S. CHINEA 

 16

          [ ]
i

k
ikk

R
iii p

pMy
xXydFMyxXMYExD

2

1

2
2

2
2

2
2

2
2

.)(
)/(.)(/)()(
∑

∫

∞

=

−
==−==−=  

- Función característica: 

[ ]
i

k
ik

ity

i
itY

i p

pe
xXeExt

k

1

1

.
/)/(

∑
∞

====ϕ  

                     [ ]
k

i
ik

itx

k
itX

k p

pe
yYeEyt

i

2

1

.
/)/(

∑
∞

====ϕ  

 
 
 
06.4. En distribuciones absolutamente continuas 
Consideremos una distribución bidimensional absolutamente continua, que 
representaremos por  ( ){ }),(,,, YXpU Φ , y sea ),( yxf  su función de densidad. 
 
- La distribución de la variable X condicionada a que [ ]yY =  es el par 

( ){ }XpU c ,,,Φ , donde Rpc →Φ:  está definida por  

[ ]
[ ]( )

[ ]
0

lim/)(,
→

+≤<−
+≤<−

===Φ∈∀
h

hyYhyp
hyYhyAp

yYApApA c

I
 

- La distribución de la variable Y condicionada a que [ ]xX =  es el par ( ){ }YpU c ,,, 'Φ , 

donde Rpc →Φ:'  está definida por  

[ ]
[ ]( )

[ ]
0

lim/)(, '

→
+≤<−
+≤<−

===Φ∈∀
h

hxXhxp
hxXhxAp

xXApApA c

I
 

- Función de distribución condicional: 
 

[ ] [ ]( )
[ ]

[ ]
[ ]

0

)(

).,(
lim

0

,lim

0

lim)/(

2

→

=

→

=
+≤<−

+≤<−≤
=

→
+≤<−

+≤<−≤
=

∫

∫ ∫
+

−

=

−∞=

+=

−=

h

dvvf

dudvvuf

h
hyYhyp

hyYhyxXp

h
hYYhyp

hyYhyxXp
yxF

hy

hy

yu

u

hyv

hyv

c

I
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[ ] [ ]( )
[ ]

[ ]
[ ]

0

)(

).,(
lim

0

,lim

0

lim)/(

1

→

=

→

=
+≤<−

+≤<−≤
=

→
+≤<−

+≤<−≤
=

∫

∫ ∫
+

−

=

−∞=

+=

−=

h

duuf

dudvvuf

h
hxXhxp

hxXhxyYp

h
hxXhxp

hxXhxyYp
xyF

hx

hx

yv

v

hxu

hxu

c

I

 

Para determinar las medias, momentos y función característica en estas 
distribuciones condicionales absolutamente continuas es necesario determinar 
previamente la función de densidad condicional )/( yYxf =  (o bien xXyf =/( ), 
lo cual es posible mediante el siguiente teorema. 
 
Teorema 10: 
Sea ),( YX una variable aleatoria bidimensional de distribución absolutamente 

continua, ( ){ }),(,,, YXpU Φ , con función de densidad ),( yxf . Si tal función de 

densidad es continua en el punto 0xx =  para casi todo y, y es 0)( 01 >xf  se tiene: 

 
a) La función de Distribución de la variable aleatoria Y condicionada a [ ]0xX =  es 

)(

),(
)/()/(

01

0

00 xf

dvvxf
xXyFxyF

y

cc

∫
∞−==≡  

 b) La función de densidad de la variable Y condicionada a [ ]0xX =  es 

)(
),()/()/(

01

0
00 xf

yxfxXyfxyf ==≡  

(Siendo, como ya hemos visto en apartados anteriores, ∫
+∞

∞−

= dvvxfxf ),()( 001 ) 

Demostración: 
a) 

0

),(
2
1lim

),(
2
1lim

0

),(
2
1

),(
2
1

0

lim
)(

).,(
lim)/( 0

0

0

0

1

→→

=

→

==
∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ∫
+∞=

−∞=

+=

−=

=

−∞=

+=

−=
+=

−=

+∞=

−∞=

+=

−=

=

−∞=
+

−

=

−∞=

+=

−=

h

dudvvuf
h

dudvvuf
h

h

dudvvuf
h

dudvvuf
h

h

duuf

dudvvuf

xyF v

v

hxu

hxu

yv

v

hxu

hxu
hxu

hxu

v

v

hxu

hxu

yv

v
hx

hx

yv

v

hxu

hxu

c

Calculemos la integral por separado: Si es )( 0xF tal que ),()(' 00 vxfxF = , se tiene: 

             

00

),(
2
1lim),(

2
1lim

0

0

0

0

→→

=











= ∫ ∫∫ ∫

=

−∞=

+=

−=

=

−∞=

+=

−=

hh

dvduvuf
h

dudvvuf
h

yv

v

hxu

hxu

yv

v

hxu

hxu
 

                  
( )

0

)()(
2
1lim 00

→

=



 −−+= ∫

=

−∞=

h

dvhxFhxF
h

yv

v
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∫∫
=

−∞=

=

−∞=

=





→→

=



 −−

+
−+

=
yv

v

yv

v

dvxFxF

hh

dv
h

hxFxF
h

xFhxF )('
2
1)('

2
1

00

()(
2
1lim)()(

2
1lim 00

0000

                   ∫∫
=

−∞=

=

−∞=

==
yv

v

yv

v

dvvxfdvxF ),()(' 00  

por tanto, al sustituir: 

      

0

)(

),(

),(

),(

),(
2
1lim

),(
2
1lim

)/(
01

0

0

0

0

0

0

0

→

===
∫

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫
=

−∞=
+∞=

−∞=

=

−∞=
+∞=

−∞=

+=

−=

=

−∞=

+=

−=

h

xf

dvvxf

dvvxf

dvvxf

dudvvuf
h

dudvvuf
h

xyF

yv

v
v

v

yv

v
v

v

hxu

hxu

yv

v

hxu

hxu
c  

b)  
)(
),()/(

)(
),(

)(

),(
)./()/(

01

0
0

01

0

01

0

0 xf
yxfxyfdv

xf
vxf

xf

dvvxf
dvxvfxyF

y

yv

v
y

c =→=== ∫
∫

∫
∞−

=

−∞=

∞−

 

Las fórmulas análogas para la otra variable se tratarían del mismo modo: 

)(

),(
)/()/(

02

0

0 yf

duyuf
yYxFyxF

x

cc

∫
∞−==≡        y     

)(
),()/()/(

02

0
00 yf

yxfyYxfyxf ==≡  

 
- Esperanza matemática de una función ),( YXg : 

[ ] ∫∫ ===
RR

c dyxyfyxgdpyxgxXYXgE )/().,().,(/),(  

[ ] ∫∫ ===
RR

c dxyxfyxgdpyxgyYYXgE )./(),().,(/),(  

- Media y Momentos iniciales: 

[ ] ∫===
R

dxyxfxyYXEyM )./(./)(1  

[ ] ∫===
R

dyxyfyxXYExM )./(./)(2  

[ ] ∫===
R

rrr dxyxfxyYXEyM )./(./)(1  

[ ] ∫===
R

rrr dyxyfyxXYExM )./(./)(2  

- Momentos centrales:  

[ ] ∫ −==−=
R

rrr dxyxfMxyYMXEym )./(.)(/)()( 111  

[ ] dyxyfMyxXMYExm
R

rrr .)/(.)(/)()( 222 ∫ −==−=  

- Varianza: 

           [ ] dxyxfMxyYMXEyD
R

.)/(.)(/)()( 2
1

2
1

2
1 ∫ −==−=  

          [ ] dyxyfMyxXMYExD
R

.)/(.)(/)()( 2
2

2
2

2
2 ∫ −==−=  

- Función característica: 
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[ ] ∫====
R

ityitY dyxyfexXeExXt )./(./)/(ϕ  

                     [ ] ∫====
R

itxitX dxyxfeyYeEyYt )./(./)/(ϕ  

Teorema 11: 
Si las dos variables aleatorias, X e Y, son estocásticamente independientes, 
entonces las medias condicionales )(1 yM  y )(2 xM coinciden, respectivamente, con 

las medias M1 y M2 de las correspondientes distribuciones marginales. 
Demostración: 

 Puesto que 
)(
),()/(

2 yf
yxfyxf =  y 

)(
),()/(

1 xf
yxfxyf = , se tiene que 

)()./()()./(),( 12 xfxyfyfyxfyxf ==  
y si son estocásticamente independientes sabemos, por el teorema 6, 2), que se 
verifica: 

)().(),( 21 yfxfyxf =  
por lo que, al identificar términos, se tiene que 

)/()(
)/()(

2

1

xyfyf
yxfxf

=
=

 

con lo que las medias serán: 
 

∫ ∫
∫ ∫

===

===

R R

R R

MdxyfydyxyfyxM

MdxxfxdxyxfxyM

222

111

).(.)./(.)(

).(.)./(.)(
 

 
 
 
 
 
 

07. Regresión 
Sea ),( YX  una variable aleatoria bidimensional con distribución absolutamente 

continua. Consideremos la distribución de la variable aleatoria Y condicionada a que 
[ ]xX =  y sea f2(x) una medida sobre esta distribución condicional (media, moda, 

varianza, etc.). Es obvio que cuando varía x también varía la medida f2(x), es decir, 
el punto ))(,( 2 xfx  describe una cierta curva, que se denomina curva de regresión de Y 
sobre X para  f2(x). Lo mismo se diría para )),(( 1 yyf como curva de regresión de X 
sobre Y para f1(y). 
 
Así, refiriéndonos a la media condicional, será: 

))(,( 2 xMx : curva de regresión de Y sobre X para la media M2(x). 
)),(( 1 yyM : curva de regresión de X sobre Y para la media M1(y). 

 
Teorema 12: 
Si las variables X e Y son estocasticamente independientes, entonces las curvas de 
regresión para la media son líneas rectas paralelas a los ejes cartesianos y que se 
cortan en el centro de gravedad de la distribución. 
Demostración: 
Por teorema 11, es 22 )( MxM =  y 11 )( MyM = . Gráficamente: 
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Teorema 13: 
Consideremos la variable aleatoria bidimensional (X,Y) con distribución 
absolutamente continua y sean [ ]xXyExM == /)(2  y [ ]yYxEyM == /)(1 . 

a) [ ]2))(( xgYE −  tiene el valor mínimo si )()( 2 xMxg =  

b) [ ]2))(( yhXE −  tiene el valor mínimo si )()( 1 yMyh =  
Demostración: 
a)Sabemos que 

[ ] dxxfdyxyfxgydxdyyxfxgyXgYE ).(.)/())((),())(())(( 1
222 ∫ ∫∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−








−=−=−  

Sea la media [ ]xXYExMM === /)(2 , y llamemos, por simplificar, cxg =)(  

∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=−−−=−=− dyxyfMcMydyxyfcydyxyfxgy )/())()(()/()()/())(( 222  

∫∫

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

≥−+−=−+−−−

−−=−+−−−−=

2
2

22
2

2

222

)(0)./()()./().()(2

)/()()/())())((2)((

mMcmdyxyfMcdyxyfMyMc

dyxyfMydyxyfMcMcMyMy
 

o sea: 2
2

2
2

2 ))()(()/())(( xMxgmdyxyfxgy −+=−∫
∞

∞−

, por  lo cual es 
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[ ] [ ]

2
21

2
2

2
21

2
21

2
2

1
2

2
2
21

22

).())()(().())()(().(

).(.))()(().(.)/())(())((

mdxxfxMxgmdxxfxMxgdxxfm

dxxfxMxgmdxxfdyxyfxgyXgYE

∫∫ ∫

∫∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

≥−+=−+=

=−+=







−=−

Obviamente, el mínimo valor se obtiene para )()( 2 xMxg = : 

[ ] [ ] 2
21

2
22

2
2

2
2

2 ).())()(())(())(( mdxxfxMxMmXMYEXgYE ∫
∞

∞−

=−+=−=−  

b) La demostración para el caso [ ]2))(( yhXE −  es del todo análoga. 
 
 
07.1. Curvas de regresión mínimo-cuadráticas: 
 
Sabemos del anterior teorema que la curva )(xgy =  que minimiza la esperanza 

matemática del cuadrado 2))(( xgy −  es la definida por la media )(2 xMy = , 
obteniéndose  

[ ] 2
2

2
2

2
2

2 )/())((),())(())(( mdyxyfxMydxdyyxfxMyXgYE =−=−=− ∫∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

 

Podemos intentar encontrar funciones de un determinado tipo que se ajusten a la 
media en el sentido de minimizar tal cuadrado. Se denominan a estas funciones 
curvas de ajuste mínimo-cuadráticas.  
 
Así, pueden estudiarse curvas de ajuste ,...),,,()( cbaxxg φ=  en general,  mínimo-

cuadráticas polinómicas, de la forma n
n xbxbxbaxg ++++= ...)( 2

21 , curvas 

trigonométricas, etc. El caso más sencillo corresponde a la curvas de ajuste lineal, 
en donde es bxaxg +=)(  la función rectilínea con la que podemos ajustar la 

regresión de Y sobre X, o bien ybayg '')( +=  que seria la recta de ajuste de la 
regresión de X sobre Y 
 
Estudiaremos a continuación el caso de ajuste  mínimo-cuadrático lineal, esto es, 
mediante una línea recta. 
 
 
07.2. Regresión lineal: 
 
Se trata de encontrar una línea recta bxaxg +=)(  que se ajuste a la media 

indicada, es decir, tal que ( )[ ]2bXaYE −−  sea mínimo, por lo que los coeficientes a 

y b pueden determinarse por las condiciones 

( )[ ]
( )[ ] 0

0

2

2

=−−
∂
∂

=−−
∂
∂

bXaYE
b

bXaYE
a  

Antes de aplicar esta condición de mínimo, expresemos la función a derivar en 
función de los momentos de la distribución: 
 

( )[ ] ( )[ ]=−−+−−−=−− 2
1212

2 )()()( bMaMMXbMYEbXaYE  
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( ) ( )( ) ( )[ ]=−−+−−−−−+−−−= 2
121212

2
12 )(2)( bMaMbMaMMXbMYMXbMYE

( )[ ] ( )[ ] ( )( )[ ] =−−−−−+−−+−−−= 1212
2

12
2

12 )(2)( bMaMMXbMYEbMaMEMXbMYE
( )[ ] ( ) ( ) [ ])(2)( 1212

2
12

2
12 MXbMYEbMaMbMaMMXbMYE −−−−−+−−+−−−=  

 
Veamos por separado los sumandos primero y tercero: 
- El primero: 

( )[ ] [ ] [ ] [ ] =−−−−+−=−−− ))((2)()()( 12
2

1
22

2
2

12 MXMYbEMXEbMYEMXbMYE  

1120
2

02 2bmmbm −+=  

- El tercero: 
( ) [ ] ( ) [ ] [ ]( ) =−−−−−=−−−−− 12121212 2)(2 MXbEMYEbMaMMXbMYEbMaM  

( )( ) 00.02 12 =−−−= bbMaM  
En definitiva, queda: 

( )[ ] ( )2
121120

2
02

2 2 bMaMbmmbmbXaYE −−+−+=−−  

Apliquemos ahora la condición de mínimo: 

    ( )[ ] →=−−→=−−−→=−−
∂
∂ 00)1).((20 1212

2 bMaMbMaMbXaYE
a

 

    12 bMMa −=→  

   ( )[ ] →=−−−+−→=−−
∂
∂ 0)).((2220 121120

2 bbMaMmbmbXaYE
b

 

02)(2 111220 =−++−→ mbMaMmb  

Si sustituimos 12 bMMa −=  en esta última igualdad, obtenemos el valor de b: 

20

11
1120 022

m
mbmbm =→=−  

   Por tanto, al sustituir en la ecuación de la recta los valores de a y b, resulta: 

)()( 1
20

11
21212 Mx

m
mMMxbMbxbMMbxay −+=−+=+−=+=  

Y se tiene:  
1

2

20

02

2002

11

022020

0211

20

11

D
D

m
m

mm
m

mmm
mm

m
mb ρ=










===  

Donde 20
2

1 mD =  y 02
2
2 mD =  son las varianzas respectivas de X e Y, y el término 

21

11

2002

11

DD
m

mm
m

==ρ  es el llamado coeficiente de correlación. 

Y la recta de regresión lineal mínimo cuadrática de Y sobre X queda de esta forma: 
 

)( 1
1

2
2 Mx

D
DMy −=− ρ  

 
Recta que pasa, obviamente, por el centro de gravedad ),( 21 MM de la distribución. 

La cantidad 
1

2

20

11

D
D

m
mb ρ==  se denomina coeficiente de regresión de Y sobre X. 

 
Análogamente, realizando el mismo proceso se puede encontrar una línea recta 

ybayg '')(' +=  tal que ( )[ ]2'' YbaXE −−  sea mínimo, determinándose igualmente 
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los coeficientes a’ y b’ del mismo modo. Se tiene así que  la recta de regresión 
lineal mínimo cuadrática de X sobre Y es: 
 

)( 2
2

1
1 My

D
DMx −=− ρ  

 

La cantidad 
2

1

02

11'
D
D

m
mb ρ==  se denomina coeficiente de regresión de X sobre Y. 

 
Teorema 14: 

Se verifica que ( )[ ] ( )22
2

2
min 1 ρ−=−− DbXaYE . 

Demostración: 
De la expresión obtenida anteriormente: 

( )[ ] ( )2
121120

2
02

2 2 bMaMbmmbmbXaYE −−+−+=−−  

y al sustituir los valores de a y b que dan el mínimo ),( 201112 mmbbMMa =−= : 

( )[ ] =
−

=+−







+=−−

20

2
112002

11
20

11
20

2

20

11
02

2
min 02

m
mmmm

m
mm

m
mmbXaYE  

( )22
2

0220

2
11

0202
0220

2
11

02 11 ρ−=







−=−= D

mm
mmm

mm
mm  

Análogamente,  para la regresión de X sobre Y: ( )[ ] ( )22
1

2
min 1'' ρ−=−− DYbaXE  

 
Teorema 15: 
La recta de regresión mínimo cuadrática de Y sobre X 

)( 1
1

2
2 Mx

D
DMy −+= ρ  

es la curva de más estricto ajuste a la curva de regresión )(2 xMy = . En el caso de 

que )(2 xMy =  sea una recta, ésta recta coincidiría con la recta de regresión 
mínimo cuadrática de Y sobre X. 
Demostración: 
De la obtención de la recta de regresión lineal mínimo cuadrática de Y sobre X, 

sabemos que para los valores de a y b obtenidos la varianza ( )[ ]2
min bXaYE −−  es 

mínima. 
 
Se trata ahora de probar que la distancia vertical entre la curva )(2 xMy =  y la 

recta de regresión mínimo cuadrática obtenida, bxay += , es mínima.  

Es decir, se trata de probar que la varianza de bXaM −−2 , ( )[ ]2
2 bXaME −− , es 

mínima.  

Sean, pues, a y b los parámetros que minimizan ( )[ ]2bXaYE −− . Se tiene: 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]+−−+−=−−+−=−− 2
2

2
2

2
22

2 bXaMEMYEbXaMMYEbXaYE  

( )( )[ ]bXaMMYE −−−+ 222  
Veamos que el tercero de estos sumandos es nulo: 
Para ello, hemos de considerar que para una función ),( YXg  integrable en las 
condiciones necesarias se verifica que 
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[ ] ∫ ∫∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=== dxdyxfxyfyxgdxdyyxfyxgYXgE )()./(),(),(),(),( 1  

[ ]∫∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

==







= dxxfxXYXgEdxxfdyxyfyxg ).(./),().()/(),( 11  

En nuestro caso, para la función ( )( )bXaMMY −−− 22  será:  

( )( )[ ] ( )( )[ ]∫
∞

∞−

=−−−=−−− dxxfxXbXaMMYEbXaMMYE ).(./ 12222  

Ahora bien: 

( )( )[ ] ( )( ) =−−−==−−− ∫
∞

∞−

dyxyfbxaMMyxXbXaMMYE )./(./ 2222  

( ) ( ) ( ) =







−−−=−−−= ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

dxxyfMdxxyfybxaMdyxyfMybxaM )./(.)./(.)./(. 2222

( )[ ] 0222 =−−−= MMbxaM  
 
En definitiva, la expresión queda así:  
 

                     ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]2
2

2
2

2 bXaMEMYEbXaYE −−+−=−−  
 

y puesto que ( )[ ]2
2MYE −  no depende de los parámetros a y b, se tiene que la 

expresión  ( )[ ]2bXaYE −−   es mínima  solo si ( )[ ]2
2 bXaME −−  es mínima, con lo 

que queda probada la proposición. 
 
Si la curva de regresión )(2 xMy =  fuera una recta: bxaxM +=)(2 , entonces los 

coeficientes a y b minimizan la expresión antedicha 
 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]2
2

2
2

2 bXaMEMYEbXaYE −−+−=−− , pues el segundo sumando se 

anula: ( )[ ] 02
2 =−− bXaME  

 
 
07.3. El coeficiente de correlación: 
 
En el anterior apartado hemos llamado  
 

1

2

20

11

D
D

m
mb ρ== , coeficiente de regresión de Y sobre X. 

2

1

02

11'
D
D

m
mb ρ== , coeficiente de regresión de X sobre Y 

21

11

2002

11

DD
m

mm
m

==ρ , coeficiente de correlación entre ambas variables. 

 
Veamos a continuación cómo el valor del coeficiente de correlación, válido tanto en 
la regresión de Y sobre X como en la regresión de X sobre Y, tiene ciertas 
propiedades que condicionan la forma de la distribución. 
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Por el teorema 14, sabemos que ( )[ ] ( )22
2

2
min 1 ρ−=−− DbXaYE , de lo cual 

deducimos que para un valor mínimo dado, la varianza 2
2D  aumenta o disminuye 

en sentido contrario a la variación del término ( )21 ρ− , y lo mismo ocurre para la 

expresión ( )[ ] ( )22
1

2
min 1'' ρ−=−− DYbaXE .  

 
Diremos que las variables aleatorias X e Y están correlacionadas sii 0≠ρ . Caso 

contrario se dicen incorrelacionadas )0( =ρ . 
 
Teorema 16: 
a) El coeficiente de correlación está comprendido en el intervalo real [ ]1,1−  

11 ≤≤− ρ  

b) Si 0=ρ las curvas de regresión son dos rectas paralelas a los ejes X e Y. 

c) Si 1±=ρ  toda la masa de la distribución se encuentra en una línea recta. 
Demostración: 
a) Sea m la matriz de los momentos centrales 









=

0211

1120

mm
mm

m  

11110.0,0 2

2002

2
112

1120022002 ≤≤−→≤→≤→≥−→>> ρρ
mm

mmmmmm  

b) Si 0=ρ , entonces =→=−=→=→= 11211111112111 000/ MMMMmmDDm  

[ ] [ ] [ ] YXyfxfyxfYEXEYXEMM ,)().(),(... 21 →=→=→=  est. Independientes,  
con lo que las dos rectas de regresión se reducen a dos paralelas a los ejes: 

12 , MxMy ==  

c) Si 1±=ρ , entonces →==→±== 11 2002
2
11

2
200211 mmmmmm ρρ  

→=→=→ 1)(2
112002 mrangmmm toda la masa de la distribución se encuentra en 

una línea recta. Es decir, las dos rectas de regresión, de Y sobre X y de X sobre Y, 
coinciden con la recta sobre la cual se halla toda la masa de la distribución. 
 
 
07.4. La razón de Correlación: 
 
La razón de correlación pretende ser una medida de la relación entre la dispersión 
estadística de las variables individuales y la dispersión de la población completa. 
Fue introducida por Karl Pearson, definiéndola del siguiente modo: 
 

- Razón de correlación de Y en X:   
 

( )[ ]2
222

2

2
21 )(1 MXME

D
−=θ  

 
- Razón de correlación de X en Y: 

 

( )[ ]2
112

1

2
12 )(1 MYME

D
−=θ  
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Teorema 17: La razón de correlación de Pearson tiene las siguientes propiedades: 
          

          a)  10 2
21 ≤≤θ  

b) [ ]2
22

2

22
21 ))((1 bXaXME

D
−−+= ρθ  

c) Si )(2 xMy = es una recta 22
21 ρθ =→  

 

d) yxM =↔= )(0 2
2
21θ  es una recta horizontal   

 

e) ↔=12
21θ toda la masa está en )(2 xMy =  

 
Demostración: 
 

a) Por ser ( )[ ] ( )[ ]=−+−=−= 2
222

2
2

2
2 )()( MXMXMYEMYED  

( )( )[ ] ( )[ ]+−=−−+−+−= 2
2222

2
22

2
2 )()()(2))(())(( XMYEMXMXMYMXMXMYE

( )[ ] ( )( )[ ] ( )[ ] ++−=→−−+−+ 2
21

2
22

2
22222 )(11)()(2)( θXMYE

D
MXMXMYEMXME  

( )( )[ ] ( )[ ] 0)(11)()(2 2
22

2

2
212222

2

≥−=−→−−+ XMYE
D

MXMXMYE
D

θ  

    O sea:          10 2
21 ≤≤θ  

 

b) Puesto que   ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]2
2

2
2

2 )()( bXaXMEXMYEbXaYE −−+−=−− , se tiene: 

   ( ) ( ) [ ]→−−+−=− 2
2

2
21

2
2

22
2 ))((11 bXaXMEDD θρ    

                          [ ]2
22

2

22
21 ))((1 bXaXME

D
−−+=→ ρθ  

c) )(2 xMy =  recta entonces, por teorema 15 es bxaxM +=)(2 , por lo que 
teniendo en cuenta b): 

[ ] 222
22

2

22
21 0))((1 ρρρθ =+=−−+= bXaXME

D
 

 

d) Si →=→= 002
21 ρθ  rectas de regresión paralelas a los ejes (por teorema 16, 

b)) 

    Si )(2 xMy =  constante 0)(0 2
212 =→==→==→ θρ axMyb  

 
e) Es obvio, por el resultado a). 
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Apéndice: 
 

(*) Una serie ∑
∞

=0k
kα  es convergente si la sucesión { }

1≥nnA de sus sumas parciales es 

convergente: ∑
=

=+==
n

k
knAAA

0
10100 ,...,...,, αααα . Esto es: Si la sucesión { }

1≥nnA es 

convergente al límite l, entonces εε <−>∀∈∃>∀ nAlnnNn ,/,0 00 . Si el límite al 

que tiende es ∑
∞

=

=
0k

kl α  se tendrá: εααα <=− ∑∑∑
∞

==

∞

= nk
k

n

k
k

k
k

00
 

Por tanto, para la serie convergente [ ]∑
∞

=

−≤<+−
0

))1((
k

kYkMp I , se tiene 

que [ ] εε <−≤<+−>∀∈∃>∀ ∑
∞

=nk
kYkMpnnNn ))1((,/,0 00 I  

 
 
 
 
 
 
 

 


