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Distribuciones Bidimensionales.
Regresion y Correlacion

01. Introduccion. Variable aleatoria bidimensional

Consideremos el espacio probabilistico (U,CD,p) donde es U el espacio muestral de
sucesos, @ es la sigma algebra asociada y p es la medida de probabilidad.

Una variable aleatoria bidimensional sobre el espacio probabilizable (U,(D) es una
aplicacion
(X,Y):U >R talque [X <x,Y < y|le®

o sea, siendo [XSx,YSy]={ueU/X(u)Sx,Y(u)Sy}eCD

Teorema 1.
La condicién necesaria y suficiente para que el par (X,Y) sea una variable aleatoria
bidimensional sobre el espacio probabilizable (U,CD) es que ambos elementos del

par, por separado, sean variables aleatorias sobre el mismo espacio probabilizable.
Demostracién:

- Veamos que si (X, Y) es variable aleatoria, entonces X es variable aleatoria

e Y es también variable aleatoria:
Consideremos la sucesion {An} donde son 4, = [XSx,YS n],n =12,.,VxeR.
Como es @ una sigma-algebra, se tiene que la suma infinita pertenece a la misma,

n>1 1

por lo que UAn =U[XSx,YSn] =[X <x]e®, lo que implica que X es variable
n=1 n=l1

aleatoria.

Consideremos la sucesion {Bn}m , donde son B, =[X£n,Y£y],n =12,...VyeR.

Como es @ una sigma-algebra, se tiene que la suma infinita pertenece a la misma,

por lo que UBn :U[XSn,YSy]:[YSy]ed), lo que implica que Y es variable
n=I1 n=I1
aleatoria.
- Veamos ahora que si cada elemento, por separado es variable aleatoria,

entonces el par (X, Y) es variable aleatoria:
Trivialmente, pues [X <x]e® Ay <yle® > [X <x]N[r <y]=[X <x, Y <y]e D
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02. Funcion de distribucion bidimensional

Llamaremos distribucion bidimensional al par constituido por un espacio
probabilistico (U,(D,p) y una variable aleatoria bidimensional (X,Y). Es decir, al

par {{U,®,p),(X.Y)}.
Puesto que, por el teorema 1, las variables X e Y son variables aleatorias, se tiene
que son distribuciones monodimensionales los pares

(v.0.p)x}y {U.@.p)Y]

que se denominan distribuciones marginales de la distribucion bidimensional.

Definicion 1:
Se llama Funcién de Distribucién de la distribucion bidimensional {(U,®, p),(X,Y)}

a la funcién F : R* — R definida por:
V(x,y) € R, F(x,y) = p[X <x,¥ <]

A fin de probar a continuacidon algunas de las propiedades de la Funciéon de
Distribucion es conveniente analizar un lema elemental sobre variables aleatorias.

Lema 1:
Sean las variables aleatorias M = [Xﬁx], VxeR y N:[YSy], VyeR sobre el

mismo espacio probabilistico (U,CD,p). Se verifican las relaciones:

1) M:((O(Mn[—(k+1)<Ys—k])DU(Mﬂ[Y>0])

k=0

M:(Mﬂ[YSO])U[O(Mﬂ[k<Y£k+l]))

k=0

2) N=((O(Nﬂ[—(k+l)<X$—k])DU(Nﬂ[X>O])

k=0

N=(NN[x <o) (O NN k<X<k+1])j

Demostracion:
1) Puesto que M :Mﬂ[—oo < Y£+oo], se tiene:

M=MN(r<o0]U[y>0])=(mN[r<o))u(mN[r>o0])=
(MH(U[ (k+1)<Ys—k]DU(Mﬂ[Y>O])=

k=0

k=0

((O(M N[+ <y < —k])Du (M N[y >0))

Puesto que M =M ([~ <Y < +x0], se tiene:
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M =mN(r<oluly>0)=nN[r<ou(mnlr>o)=
=(Mﬂ[YSO])U[Mﬂ(CJ[RY3k+1]D:

:(Mﬂ[YSO])U[O(Mﬂ[k<Ysk+1]))

k=0
2) Analoga al caso anterior.

Consecuencia del lema 1:
Si se toman probabilidades en las expresiones anteriores, y teniendo en cuenta
que se trata de sucesos disjuntos:

1) p(M):p(Mﬂ[Y>O])+ip(Mﬂ[—(k+l)<Ys—k])

k=0

p(M):p(Mﬂ[YSO])Jrip(Mﬂ[k<Y£k+1])

2) p(N)=p(Nﬂ[X>0])+ip(Nﬂ[—(k+l)<XS—k])

p(N)=p(NN[X <0)+> p(NO[k < X <k +1)
k=0
Como es obvio, las series que intervienen son convergentes.

Teorema 2:
Propiedades de la Funcion de Distribucion:

1) F(x,y) esté definida, V(x,y)e R’

Demostracion:
Trivialmente, pues se trata de una probabilidad, que esta obviamente definida:

F(x,y)=plX <x,Y <y]
2) 0<SF(x,y)<1, Y(x,y)e R’
Demostracion:
Puesto que el rango de valores de la probabilidad es el intervalo [0,1] y siendo
F(x,y) una probabilidad, serd 0< F(x,y)<1, V(x,y)eR’
3)Si x,<x, yy, <y, > F(x,y) < F(x,,y,), es decir, F(x,y) es mondtona creciente.
Demostracion:
X, SX Y VS, —)[Xéxl,ngl]g[Xsz,YSyz]%p[Xle,YSyl]S
< p[X <X,V < yz] = F(x,y) < F(x,,y,)
4) Se verifica que
hmF(x’y) :11mF(x,y) =0

X —> —©0 y —> -0
Demostracion:

1) Puesto que la serie Zp(M ﬂ[— (k+1)<Y < —k]) es convergente, se tiene:
k=0

Ve>0,3n e N/Vn>ny, Y pMN[-(k+) <Y <-k]<e (%)
k=n
es decir F(x,—n)< ¢, delo cual F(x,—n)— 0, si n > o, por tanto:
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lim F (x,—n) =lim F(x,n) =lim F(x,y) =0
n—» o n— —o0 y—> —o0

2) De forma analoga Zp(Nﬂ [— (k+1)< X< —k]) es convergente, se tiene:

k=0

Ve>0,3n, e N/Vn>n, > p(NN[-(k+D) <X <—k]<e (%)
k=n
es decir F(-n,y)<¢, delo cual f(-n,y)—0,sin— o, por tanto:
limF(-n,y)=limF(n,y) =limF(x,y) =0
n—> o n—> —o0 X — —0
(*) la justificacion puede verse en el apéndice A, al final del texto.

5) Se verifica que los limites
imF(x,y)=F(x) lmF(x,y)=F(y)
Yy —> +©0 ’ X —> +©
son las Funciones de Distribucién de las distribuciones marginales {(U,CD,p),X} y

U, 0,p)Y}
Demostracion:

1) Puesto que la serie Zp(M ﬂ[k <Y< k+1]) es convergente, se tiene:
k=0

Ve>0,3n, e N/Vn>n, > pMN[k<Y<k+l)<e
k=n
por tanto:

p(M):p(Mﬂ[YSO])+§p(Mﬂ[k<YSk+1])=p(Mﬂ[YSO])+

+Z":p(Mﬂ[k<Ysk+1])+ip(Mﬂ[k<Ysk+1])

k=0 k=n

esdecir:  P(M)=F(x,n)+ > p(MN[k<Y <k+1])
k=n
y en el limite:
P(M) =lim F(x,n) +0 = im F(x,n) = p[X < x|= F,(x) =lim F(x,n)
n—> o0 n— o
en definitiva
im F(x, y)= F(x)
Y = 40
2) La prueba del otro limite es del todo analoga.

6) Se verifica que
lim F(x,y) _
X—>+0

1

Y —> +o0
Demostracion:
lim F,(x) =1
X — ©
por lo que Ve >0,3x, € R/ Vx> x,,1-F(x)<¢&/2
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Asimismo, de 5) se tiene:
lim F(x, y) = F(x)
y—> o
con lo que Ve >0,3x, e R/Vx > x,, F(x)—F(x,y)<&/2
Y de ambas desigualdades: 1-F(x)+F,(x)—F(x,y)<¢&/2+¢&/2 >1-F(x,y)<¢
limF(x,y)=1
X,y —>®

7) F(x,y) es continua por la derecha de cada variable.
Demostracion:

Bastard probar que para n—>o es lmF(x+2",y+27")=F(x,y), lo cual
comprobaremos por separado para cada variable.

Consideremos la sucesion {A } con A4, :[X£x+2*”,YSy]. Se tiene:

>1

limF(x+27",y) = lim p(4,) = p(lim 4,) (ﬂAH]:p[XSx,YSyle(x,y)
n—>o0 n—> 0 n—> 0 n=l

Analogamente para la otra variable:

Consideremos la sucesién {B,}  con B, :[XSx Y£y+2‘"]. Se tiene:

nl1

n=l1

limF(x,y+2")=limp(B,) = phmB (ﬂB J:p[XSx,YSy]zF(x,y)
n—> © n— oo n—> 0

por consiguiente
ImF(x+27",y+2")=F(x,y)
n—> o0
Podemos comprobar que sin embargo, no es continua a la izquierda de cada
variable, es decir, que para n > es limF(x—2™",y—2"")# F(x,y) en general.

Consideremos la sucesién {C,}  con C, = [XSx—T” YSy—2‘”]. Se tiene:

nl

lIimF(x-2",y-2")=1limp(C)) = pth (UC] X<x,Y<y]=
n— 0 n— o n—> o

=p[XSx,YSy]—p[X=x,Y=y]=F(x,y)—p[X=x,Y=y]
Obviamente, seria continua a la izquierda de cada variable si p[X =x,Y=y]=O
8) Si x, <x,, y, <y, entonces:
p[xl <X <x,) <Y£y2]:F(xzﬁy2)+F(x19yl)_F(x19y2)_F(xzﬁyl)
Demostracién:
Si x, <x,, y,<y,, se tiene:

[xl <X <x,,y, <YSyz]:[Xsz,YSyz]—[Xsz,YSyl]U[Xle,YSyz]
si tomamos probabilidades:
p[xl <X <X,y <YSy2]=p[XSxZ,YSyz]—p([Xsz,YSyl]U[Xle,YSyz])z
:p[Xsz,YSyz]—p[Xsz,YSyl]—p[Xle,YSy2]+p[XSx1,YSyl])=

=F(x,,3,) = F(x,»,) = F(x,,y) + F(x,,),)
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Definicion 2:
Dos variables aleatorias, X e Y, sobre un mismo espacio probabilistico (U,CD,p) se
dice que son estocdsticamente independientes sii

V(x,y)eRz,p[XSx,YSy]:p[Xlep[YSy]

Teorema 3:
La condicion necesaria y suficiente para que dos variables aleatorias X,Y sobre un

mismo espacio probabilistico (U,<I>,p) sean estocasticamente independientes es
que
2
V(x,y)eR", F(x,y) = F(x).F5()
Demostracién:
Trivialmente, pues si ambas variables, X,Y , son estocasticamente independientes,

V(x,y) € R, F(x,y) = p[X <x,Y <y]=p[X <x]p[Y < y]= F,(x).F,(»)
Reciprocamente, si se verifica la relacién entre las Funciones de Distribucion, sera:
V(x,y) e R, plX <x,Y < y]=F(x,y) = F,(x).F,(») = p[X <x]p[y <)]

03. Distribuciones bidimensionales discretas

Definicion 3:
Una distribuciéon bidimensional es de tipo discreto si ambas distribuciones
marginales unidimensionales son de tipo discreto.

Teorema 4:
Consideremos una distribucidon bidimensional discreta cuyas distribuciones
marginales se encuentran en las sucesiones de puntos {xl,xz,...} y {yl,yz,...}. S

llamamos p[XZXi]Zpl,-Y p[YZyk]:ka , respectivamente, se verifica:
1) La masa de la distribucién esta en los puntos {(xl,yl) (x5,5),. }

2) Sillamamos p[X =x,,Y=y,]=p,, se tiene que p, = Zp,k,ka Zp,k :

3) F(x,y)= zpik

x;<x
Yesy

4) Las variables X,Y son estocasticamente independientes sii p, = p,;.p,; -
Demostracion:

1) Es evidente, pues (X,Y) solo toma los valores {(x,.,yk)}, i,k=12,.
2) Llamemos M :[X:x.]. Se tiene:
M=JMNY =3,)> py = p) =3 pMA[Y =3, )=3 p(X =x]0[r =3,])=
k=1

k=1 k=1

=zp[szi’Y=yk]=zpik
k=1

k=1
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Analogamente para la otra variable: llamemos N = [Y :yk]. Se tiene:

N =UWNI =5 po = p00)= XN =)= 3ol =5 )07 =) =

i=1 i=1

=zp[szi’Y=yk]=zpik
i=1 i=1

3) F(x,p)=plX<xY<yl=p| X =x.Y=p,]|= D plX=x.Y=3,]= D p,

x;<x X;<x x;<x
Yesy i<y Yisy

4) Si son estocasticamente independientes, se tendra:

plX <x Y <yl=plX <x]plY <y]> Y 0y =D pu D P = D Pu-Po =

X;<x X;<x W<y X;<x
YEsy YESy

= P = P1i-Pax
Reciprocamente:
Pix = P1;-Pok _>p[X:xwYZYk]:p[X:xi}p[Y:yk]_) ZP[X:an:yk]:

Xx;<x
Yesy

=Y plx=x]ply=y.]= > plx =x1> ply =y,]= plx <x]p[y <y]

X;<x X;<x X;<x
Y=y Y=y Y=y

04. Distribuciones bidimensionales absolutamente continuas

Definicidon 4:
Una distribucion bidimensional no discreta se dice que es absolutamente continua si
existe una funcion f{x,y) no negativa, f(x,y)>0, medible Lebesgue, llamada

funcion de densidad de la distribucién, que verifica:

F(x,y)= j. jff(u,v).du.dv

es decir,
O*F(x,)

ox.0y =/ (%)

Teorema 5:
Se verifica que

X2 Y2

p[x1 <X <x,,y <Y£y2]= J.J.f(u,v).a’u.dv

N

Demostracién:
Del teorema 2, 8), se tiene:
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p[xl <X <x,y <YSyz]:F(x27y2)+F(xl’y1)_F(xl’y2)_F(x27yl):
:p[Xsz,YSy2]+p[X£xl,YSyl]—(p[Xﬁxl,Y£y1]+p[X£x1,y1 <YSy2])—
_(p[Xle’YSyl]—i—p[xl <XSx2,YSy1])=p[XSx2,YSy2]—p[Xle,yl <YSy2]—
—p[x1 <XSx2,YSy1]—p[XSx1,YSy1]

Resulta, graficamente, la zona sombreada en la figura

Y

|
|
l
(1] .‘-I! o M

A pla, Xm0 e O (=Y, | le corresponderia la
zona sombreada

X2 ¥
Es decir, p[)c1 <X<x,y <Y< y2]= ij(u,v).du.dv
XN

En general, para todo conjunto B medible Borel en R’ se verifica que

p[(X,Y) € B] = ”f(u,v).du.dv

B
Teorema 6:

Si es (XY) una variable aleatoria bidimensional absolutamente continua y es
f(x,y) su funcién de densidad, se verifica:

1) Las variables aleatorias X e Y son absolutamente continuas y sus respectivas
funciones de densidad son:

[0 = [FGavydve £ = [/, y)du

2) X e Y estocasticamente independientes <> f,(x).f,(y) = f(x,»)

Demostracioén:
1) Por el teorema 2, 5):

Fi(x) =lim F(x, y) =lim j j f(u,v).dudy = leim j f(u,v).dv}du = j{ T f(u,v).dv}du =
Y —> 400 » —_)Oofoo - ’ —_00) o

—0o0|

= J. Sfi(u).du , portanto F(x)= Ifl(u).du y fl(x):Tf(x,v).dv

Analogamente para la variable y:
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F,(y)=limF(x,y) =1lim j jif(u,v).dudv = j

X —> 400 o A
X —> +00 X —> +00

[lim j‘f(u, v).du}dv = Jy-{ -Tf(u,v).du}dv =

= [ £,().dv, por tanto F,(»)= [ ,(0).dv y £,(x)= [ f(u,y)du
2) a) Veamos que si son independientes entonces f(x,y)= f,(x).f,(»):

O*F(x,y) _

oxoy
_EEOEW) _ORW W) _ ) - ()5 f(x,0)= fi(0L0)
Ox0y ox oy

b) Veamos ahora que si f,(x).f,(»)= f(x,y) entonces son independientes:

FE) = 100 = F) = [ [ fvrdudv=] [ f).f,()dudy =

—00—00 —00—00

= [ fi@du [ £,0)dv=F,(x).F,(»)

X,Y independientes= F(x,y) =F,(x).F,(y)= f(x,y) =

05. Momentos en las distribuciones bidimensionales
Definicién 5:
Si son M, =E[X], M, =E[Y], las respectivas medias (esperanzas matematicas) de

las variables unidimensionales X e Y, se dice que el par (MI,MZ) es el centro de

gravedad de la distribucién bidimensional correspondiente a la variable aleatoria
(x,7).

Definicion 6:
Sea una funcién g(x,y)integrable Stieltjes-Lebesgue en R?. Se define su valor

medio o esperanza matematica E[g(X,Y)] respecto a la probabilidad bidimensional
p(B) como la integral

E[g(x,1)]= [ g(x,).dp(B)

Si la distribucion bidimensional es discreta:

E[g(X.N)]=3 g(x..y,)-p4
ik
Si la distribucion bidimensional es absolutamente continua:

o0 0

E[g(x,1)]= [ [ g(x,»).f (x, y).dxdy

—00—00

Teorema 7:
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Si existen las E[gk(X,Y)],k =1,2,...,h, se verifica que

h h
Ve, € Rk=12,..,h, E[Z g, (X, Y)} => ¢, Elg, (X.7)]
k=1

k=1
Demostracion:
Trivial.

Definicién 7:
Dados los enteros positivos, i,k €Z", y una distribucién bidimensional, (X,Y), se

define:
a) Momento de érden (i,k), M, , como la esperanza matematica de Xyt

M, =Elx' ¥

b) Momento central de orden (i,k), m,, como la esperanza matematica del
producto de las desviaciones (X —M,) .(Y —M,)":

my :E[(X_Ml)i-(Y_Mz)k]

Teorema 8:
Se verifican las relaciones siguientes:

1) M, =E|X'| M, =E[r*]

2) my, =my =0, my, :D12 :E[(X_MI)Z]’ my, :D22 :E[(Y_Mz)z]

3) my, =My, _M12, my, =M, —MM,, my=Mj, _]Mz2
Demostracion:

1) M, = [x'y'dp(B) = [ ¥'dp(B)=E[x'] M, = [x'y*dp(B)={ y*dp(B)=E[r* ]

2) myy = [(x=M )" (y=M,)’dp(B) = | (x—Ml);p(B) = [xdp(B)~ M, [dp(B) =
= 11:;1 ~M, =0 ‘ ‘ “

my = [(x=M,)'.(y = M,)'dp(B) = [(y—M,)dp(B) = [ ydp(B)~ M, [dp(B) =
- 11:;2 —M, =0 ¢ ¢ :

My, = J;(x —M,).(y—M,)"dp(B) = j (x—M,)’dp(B) =D} = E[(X - M,)*]
my, = Rj(x—Ml)°.<y ~M,)dp(B) = Rj(y ~M,Ydp(B) =D} = E|[(Y - M,)?]
3) my = Rjz (x—M,Ydp(B) = [(x* - 2x11\j1 + M} )dp(B) = [x*dp(B)—2M, [ xdp(B)+
+ 1;\245 [dp(B) = M, —RzleM1 +M2=M, — M} ’ !
My, = j (yRi M,)dp(B) = j (v* =2yM, + M )dp(B) = j Ydp(B)-2M, I ydp(B)+

+M; [dp(B) = My, —2M, M, + M = M, - M
RZ

my = [(c= M) (v = M,)'dp(B) = [ (xp = M,y = Myx+ MM, )dp(B) = | xydp(B) -

10
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— M, [ ydp(B)— M, [ xdp(B)+ M\M, [ dp(B) = M, — MM, = M,M, + MM, =
RZ RZ R2
=M, -MM,

Definicion 8:

a) Al momento central m,, se le llama momento mixto o covarianza de la
distribucién.

b) Se denomina matriz de momentos centrales de la distribucion a la matriz:

(mzo mllj

m =

my, My,

Teorema 9:

1) det(m) = myy.my, —m;, >0

2) Si es r =rang(m), se tiene:
r =0 <> La masa esta concentrada en un UGnico punto.
r =1<4>La masa estad concentrada en una recta.
r =2 <> La masa esta dispersa.

Demostracién:
1) Considerando que la esperanza matematica de una expresion al cuadrado es

positiva, se tiene que E[(Z(X—M1)+h(Y—M2))2]Z 0, VI,he R, (**) por lo cual
E|1(X = M)+ h(Y = M) |= E|> (X = M,)* +20h(X = M)(Y = M)+ (Y - M,)*|=
= PE|(X = M) [+ 2E[(X = M )Y =M )|+ RE[(Y = M) |= Py + 20hm,, + hmy, > 0
. 2 2 My my |1 -
Es decir, [“m,, +2lhm, +h"mg, :(l,h >0, lo que indica que la
my my \h
matriz hermitiana m es semidefinida positiva.
det{m20 i ] = m,ymy, —m;; >0
my, My
2) Si r=0->my=my,=m, =0, es decir E|(X-M,)*|=0, E|(Y¥-M,)|=0,
E[(X—Ml)(Y—MZ)]:O, lo que indica que las desviaciones con respecto a las

medias (M;M;) son nulas, con lo cual toda la masa de la distribucion esta
concentrada en el Unico punto (M;,M,). Reciprocamente, si toda la masa esta en el
centro de gravedad (M, M) todas las desviaciones de las medias son nulas, esto
es, my, = E[(X ~M,)*|=0, my, = E[(Y = M,)*|=0, m, = E[(X ~M,)(Y - M,)]=0, de

lo cual r=rang(m)=0.
i 2 My myy Ly
Sir=1->mymy —m;, =0, con lo que 3/,h, € R/(l,,h,) =0—>
n Mo \hy
> I2myy + 2 hom,, + B2mg, =0, es decir E|(I,(X —M,)+hy(Y —M,))*|=0—>
—>[,(X-M)+h,(Y-M,)=0, que es la ecuacién de una linea recta que pasa por

el centro de gravedad (M;M;) de la distribucién. Luego, toda la masa de la
distribuciéon se encuentra en una linea recta que pasa por su centro de gravedad.
Reciprocamente, si la masa de la distribucidon se encuentra concentrada en una
linea recta, ésta ha de pasar obviamente por su centro de gravedad, por lo cual se

tiene que 3/,,h, e R/1,(X -M,)+h,(Y —M,)=0, con lo que sera:

11



Distribuciones bidimensionales. Regresion y correlacion Carlos S. CHINEA

m,, my \ [
E[(ZO(X—Ml)JrhO(Y—MZ))Z]:0—>Hlo,hoeR/(ZO,hO)[ j{ jzoﬁ

o Mg \ Ay

my, My,

- det[ j =m,,.my, —m;; =0 —>r =rang(m) =1

my My

3) Si r=2 la masa no estad concentrada en un Unico punto (pues entonces seria
r=0), ni en una linea recta (pues entonces seria r=1). Reciprocamente, si la masa
no esta concentrada en un Unico punto, ni en una sola recta, no pueden ser »=0 ni
r=1, luego necesariamente es r=2.

06. Distribuciones condicionales de una distribucion bidimensional

06.1. Definiciones
Dada una distribucién bidimensional {(U,@,p),(X,Y)}, si una de las dos variables,

ya sea X o Y, estd sometida a algun tipo de restriccidon, la distribucién de la otra se
dice condicionada a tal restriccion.

La distribucion de la variable X condicionada a que [Y € S] es el par {(U,d),pc ),X},
donde p, :® — R esta definida por

_planfres)
VAe®, p.(A) = p[Y . S]

La distribucion de la variable Y condicionada a que [XES] es el par {(U,CD,p;),Y},
donde p' :® — R esta definida por
p(4N[x e 5]

plX e5]

VAe®, p'.(4A)=

Funcion de distribuciéon condicional:
F(x/YeS)= p(x <x]N[y eS) _ plx <x¥ e 5]
) ply e s] plY € 5]

[r=<ylN[xes]) plr<yxes]

_p
FlylXes)= p[Xx €8]  plxes]

Esperanza matematica de una funcion g(X,Y):
E[g(X,7)/Y e S]=[g(x,y)dp, = [ g(x,y).dF (x/Y € 5)
R R

E[g(X.Y)/ X € S]= [ g(x. ) dp', = [ g(x,y)dF.(y/ X €)

Media y Momentos iniciales:

12
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M, =E[X/Y eS]=[xdp, = [xdF (x/Y €S)
R R
M, —E[Y/Xes]—jydp;—jde(y/XeS)
F=E[x /ves|= jx dp, jx dF.(x/Y €S)

M =E[y /x es]= jy dp. = jy dF.(y/ X €5)

Momentos centrales:
m =E|(X M,y /Y eS]|= j(x M,) dp, = j(x M,y dF.(x/Y €S)

I=E[(y-M,)y /X eS|= j(y M, dp', = j(y M,y dF.(y/ X €5)

Varianza:
= E|(X - M,7 1Y €S]=[(x~M,Ydp, = [(x~ M, dF.(x/Y €5)

=E|v - M)} X eS|=[(r-M, dp'. = [(y- M, dF.(y/ X €S)

Funcidn caracteristica:

ot/ X eS)=E|e™ / X  §]
o(t/Y eS)=Ele™ /Y eS]

06.2. Un ejemplo de condicion:
Consideremos el caso de que la condicion restrictiva sea X = x, para la variable X,
bien Y =y, para la variable Y. Se tendria:

- La distribucion de la variable X condicionada a que [Y:y] es el par
{(U,CD,pC ),X}, donde p, :® — R esta definida por
pAN[y-h<Y <y+h))

lim
p[y—h<YSy+h]

h—0

VAECD’ p((A):

- La distribucion de la variable Y condicionada a que [X = x] es el par
{(U,CD,p'C),Y}, donde p,:® — R esta definida por
lim p(AN[x—h< X <x+h)
VAE@,P'C(A)Z}Z_)O plx—h< X <x+h]

- Funcion de distribucion condicional:
F(x/Y=y)= p(x <x]nfr = y) _ plX <x,¥=y]

plv=y]  plr=)]
FL(y/ X =x)= <[Y; [yj(ﬂ[f] ) _ p[yps[;,fx]:xl

- Esperanza matematica de una funcién g(x,y):

13
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E[g(X, Y)Y = y]= [ g(x.y).dp, = [ g(x, ») dF,(x/Y = y)

Elg(X.7)/ X =x]=[g(x.)dp = [ g(x.y)dF(y/ X =)

Media y Momentos iniciales:
Ml(y)=E[X/Y—y]=I dp _IXdF(x/Y—y)

M,(x0)=E[y/X =x Iydpc fde(y/X x)

M (y)=E[x" /Y = y] jx dp, =[x dF.(x/Y = y)
R
Mz(x):E[Y’/X:x]:jy dp, :jy’.dﬂ(y/X:x)
Momentos centrales: ’ '

m ()= E[(X =My /Y = y|= [ (= M) dp, = [(x~M,) dF.(x/Y = y)

my ()= E|[(Y =M,y /X =x]=[(y=M,) dp, = [ (y = M,y dF.(y/ X = x)

Varianza:
D}(y) =E[(X - M, /Y = y|= j(x M,).dp, = J.(x—M)zdF(x/Y—y)

D3(x) = E[(Y - M,)*/ X =x]= j(y M, Y dp, = j(y M, ) dF,(y/ X =x)

Funcidn caracteristica:

(o(t/sz)zE[e”Y/X:x]
(o(t/Y:y):E[ei’X/Y:y]

06.3. En distribuciones discretas
Consideremos una distribucién bidimensional discreta {(U,d),p),(X,Y)}, tal que la

masa de la distribucion se concentra en los puntos {(xl,yl),(xz,yz),...}, y llamemos
plX=x]=py, pY =y ]=pu, plX =x.Y =y ]=py, =12 k=12

- La distribucién de la variable X condicionada a que [Y:yk] es el par
{(U,CD,pC ),X}, donde p, :® — R esta definida por
p(An[Y:yk])

p[Y:yk]
- La distribucion de la variable Y condicionada a que [szl.] es el par
{(U,db,p;)Y}, donde p,:® —> R esta definida por

VAed, p.(A)=pla/Y =y,]=

(4N[x =x])
plX =x]

VAded, p.(d)=p[d/ X =x]=L

- Funcion de distribucion condicional:

14
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Fc('X/yk)z

p(x<x]N[r=y]) plx<xy=

zpik

Wl &

ply=y]  plr=y

p(r<ylnx=x) plr<yx=

] Py

xi] Zpik

_ sy

F.(y/x)= p[X:xi] B p[X:xi]

- Esperanza matematica de una funcién g(X,Y):

P

Zg(x Yo)-Pi

Elg(X,Y)/x] Ig(x y)dp', = jg(x P)VAF (y/x,) =3

>

Dy

g(X, Y )-Pu

E[g(x,¥)/y,] jg(x »)dp, = jg(x WAF(x/ y,) =+

- Media y Momentos iniciales:

in'pik
Ml(yk) :E[X/yk]= deE(X/yk) — =l

R 2k

Z‘x pzk
M,(x,) = E[Y/x,] jde(y/x)_ V=R

1i

zxir 2

M (») =E[Xr/yk]= jx".ch(x/yk) _ =l
R

2k

o0

z Vi-Pi
M;(x,)= E[Y’/x] J-y dE.(y/x)=+——
1i
- Momentos centrales:

m{ (7)) = E[X ~M) 1Y =y ]= [r= MY dF (x1 y,) =

Py

o0

Z(xi -M,) .py

P

Z(yk -M,) .p,

k=1

mi(x,) = E[(Y =M, / X =x,]= j(y MY dE.(y/x)=

- Varianza:

Dlz(yk):E[(X_Ml)z/Y:yk]:I(X—Ml)z.dF(X/YZYk): =

D

o0

Z(xf - Ml)z'pik

Doy

15
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i(yk _MZ)Z'pik
D3(x) = E[(Y = M,) /X = x = [ (v = M) dF (y/ X = x) = 5

D
- Funcion caracteristica:

Zeityk Pix
Pt/ x) = E[e”Y/X = xi]zkzl—
Pii

zeitXi Pk
o(t/y)=Ee” /Y =y, |- ——

2k

06.4. En distribuciones absolutamente continuas
Consideremos una distribucion bidimensional absolutamente continua, que

representaremos por {(U,@,p),(X,Y)}, y sea f(x,y) su funcién de densidad.

- La distribucién de la variable X condicionada a que [Y = y] es el par
{(U,CD,pc ),X}, donde p.:® — R esta definida por
i p(AN[y-h<Y <y+h)
VAed, p(A)=pldIY=y]="" pl—h<¥<yp+i]
h—0
- La distribucién de la variable Y condicionada a que [X =x] es el par {(U,CD,p;lY},

donde p.:® —> R esta definida por
— <
limp(A [x h<)(_x+h])

VAe®, p.(A)= p[Ad/ X =x]= plx—h< X <x+h]
h—0

- Funcion de distribucion condicional:

_px<x]N[y-h<y<y+n)) . plX<x,y—h<Y<y+h]

lim = lim =

F.(x/y)= py—h<YSY+h] p[y—h<Y£y+h]
h—0 h—0

u=y v=y+h

If(u,v).dudv

u=-o0 v=y—h

lim
= y+h

[FAQLE

h—>0

16
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p([YSy]ﬂ[x—h<XSx+h]):limp[YSy,x—h<XSx+h]:

i
Fc(y/x)zlm p[x—h<X£x+h] p[x—h<X§x+h]
h—0 h—0
V=Y u=x+h

J.f(u,v).dudv

lim === ufx—h
— x+h

[ £1Godu

-
h—0

Para determinar las medias, momentos y funcidon caracteristica en estas

distribuciones condicionales absolutamente continuas es necesario determinar

previamente la funcién de densidad condicional f(x/Y =y) (o bien f(y/X =x),

lo cual es posible mediante el siguiente teorema.

Teorema 10:
Sea (X,Y)una variable aleatoria bidimensional de distribucién absolutamente

continua, {(U,d),p),(X,Y)}, con funcién de densidad f(x,y). Si tal funciéon de
densidad es continua en el punto x = x, para casi todo y, y es f,(x,)> 0 se tiene:

a) La funcién de Distribucién de la variable aleatoria Y condicionada a [X = xo] es

_y[f(xo,v)dv
F(/x)=F(/X=x) ZW

b) La funcién de densidad de la variable Y condicionada a [X = xo] es

‘x 9
S Ix) = fIX =) = L L)
fi(x)
(Siendo, como ya hemos visto en apartados anteriores, f,(x,) = If(xo,v)dv)

Demostracion:

a)
v=y u=x+h u=x+h v=y v=y u=xg+h
[ [rev).dudy 2h [ [r@vdudy hmf [ [re.vduay
m == u=x= h :llm u=x—hv=—o0 v=—00u=xy—h
F(y/x)— x+h u=x+hv=+w 1 v=toou=Xq+h
thl (u)du Eu:x_hv _[f(u v)dudv hmZhV_J:M_xjoi(u,v)dudv
h—0 h—0 h 0

Calculemos la integral por separado: Si es F(x,)tal que F'(x,)= f(x,,v), se tiene:

hm— ij : T+fh(u v)dudy = I [hm—u ]g;f(u v)du]dv—

h— 0 h—0
v=y
-~ j [limi(F(xo +h)—F(x, - h))}dv =
o h—0

17
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v=y _ _ _
_ J- liml F(xy+h)—F(x,) N liml F(x))—F(x,—h
a3 h 2 h
h—>0 h—0

}dv = VJ.y {%F'(xo)%F'(xo)}dv =

V=—0 V=—0

= er'(xo )dv = v__[yf(xo ’V)dv

y=—00 y=—00

por tanto, al sustituir:

v=y u=xo+h

.1 v vy
i [ [f@wdudy [ fevdv [ £y
F.(y/x)= s === === o)
) 1 V=00 U=X(+ V=400 1 x()
hmﬂlvjmz;[ £ (u, v)dudv V_J. O{ (x,,v)dv
h—>0
y jf(xo,v)dv )
Voo S (x,v) S (x,0)
b) F.(y/x)= v/x,).dv = = dv —> /x,)) =L
0= [ 1015 o T MO
Las formulas analogas para la otra variable se tratarian del mismo modo:
[ fem)
F(x/p)=Fx/Y=y)==2—— y  f(x/y)=f(x/Y =y)=L220]
y Yo 00 J&xly)=f Yo 7.00)

- Esperanza matematica de una funcién g(X,Y):
E[g(X,Y)/ X = x]= [ g(x,)dp, = [ g(x,y).f (y/x)dy
R R

E[g(X,¥)/Y = y]= [ g(x,»)dp, = [g(x, )/ (x/ y)dx

- Media y Momentos iniciales:
M (y) = E[X/Y = y]: Ix.f(x/y).dx

M, (x) :E[Y/X:x]z.[y.f(y/x).dy
M () = E[X 1Y = y)= [x f(x/ y)dx

M) = E[Y" /X =x]= [y f(y/2)dy

- Momentos centrales:
m ()= E[(X =M 1Y = y]= [ (= M) £ (x/ y)ax
R

my(x) = E\(Y = M,Y /X =x]= [ (v~ M,) £ (v/2)dy

- Varianza:
DX(y)= E[(X M, 1Y = y]= [ (= M./ (x/ y)dx

D}(x) = E|(Y = M, X = x]= [ (v = M,)".f (y/ x)dy

- Funcion caracteristica:

18
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Pt/ X =x)=Ee" / X =x]= " f(y/x)dy

R
p(t!Y =y) :E[e”X /Y:y]:J-e”x.f(x/y).dx
R

Teorema 11:
Si las dos variables aleatorias, X e Y, son estocasticamente independientes,

entonces las medias condicionales M,(y) y M,(x) coinciden, respectivamente, con
las medias M; y M, de las correspondientes distribuciones marginales.
Demostracion:
Puesto que f(x/y) :M y f(y/x) :M , se tiene que

L) Si(x)

F»)=f(x/y).fL(0) = f (/1 0)./(x)

y si son estocasticamente independientes sabemos, por el teorema 6, 2), que se

verifica:
S (x,)=£(0)-£()

por lo que, al identificar términos, se tiene que
SHi(x)=f(x/y)
L) =1(y/x)

con lo que las medias seran:

M (y) =.[x.f(x/y).dx:jx.fl(x).dx=Ml

My(x) = [y (01 %)dy = [ y.f,(n)dx = M,

07. Regresion
Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con distribucién absolutamente
continua. Consideremos la distribucion de la variable aleatoria Y condicionada a que
[X:x] y sea f>(x) una medida sobre esta distribucién condicional (media, moda,
varianza, etc.). Es obvio que cuando varia x también varia la medida f>(x), es decir,
el punto (x, f,(x)) describe una cierta curva, que se denomina curva de regresion de Y
sobre X para f>(x). Lo mismo se diria para (f,()),y)como curva de regresion de X

sobre Y para f1(y).

Asi, refiriéndonos a la media condicional, sera:
(x,M,(x)): curva de regresién de Y sobre X para la media M(x).

(M,(»),»): curva de regresién de X sobre Y para la media M;(y).

Teorema 12:

Si las variables X e Y son estocasticamente independientes, entonces las curvas de
regresion para la media son lineas rectas paralelas a los ejes cartesianos y que se
cortan en el centro de gravedad de la distribucién.

Demostracion:

Por teorema 11, es M,(x)=M, y M,(y)=M, . Graficamente:
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¥ ¥
Regresidn de ¥ sobre X Regresion de X sobre 7
M, H;{“} “J\'}
1] » 1] M, ®
v‘l
Se corfan las dos
rirc iy e regresian
an &l centro de
gravedad de la
‘M'-'M.J illstrthucian
D :-:
Teorema 13:

Consideremos la variable aleatoria bidimensional (X,Y) con distribucion

absolutamente continua y sean M,(x)=E[y/X =x]y M,(y)=E[x/Y = y].
a) E[(Y—g(x))z] tiene el valor minimo si g(x) =M, (x)
b) E[(X—h(y))z] tiene el valor minimo si A(y)=M,(y)

Demostracion:
a)Sabemos que

Bl -0y ]= | [ g £y = | T(y—g(x))zf(y/x)dy}-ﬁ(x)-dx

—00 —00 —00 | —00

Sea la media M =M ,(x) :E[Y/X :x], y llamemos, por simplificar, g(x)=c

[G-ge) f/0dy = [ (r=e) f/x)dy = [(r=M)=(c=M)) f(y/x)dy =

= [(—M)* —2(y=M)c—M)+(c=M)*) f(y/x)dy = [ (y=M)* f(y/x)dy -

—00

2

—2c=M) [(y=M).f(p/x)dy+(c=M) [ f(y/x)dy=m] =0+(c—M)* > m]

—00 —0

0 sea: T(y—g(x))zf(y/x)dy=m22 +(g(x)— M, (x))*, por lo cual es
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Bl - eny]- | ﬁ(y — g 00y | fioa = [ [+ ()~ M ) o =

—00 | —00

=m} [ fi(0)dx+ [(g(x) = My(x)) £, (x)x =m0 + [((x) = M, (x))’ £, (x).clx 2]
Obviamente, el minimo valor se obtiene para g(x)=M,(x):
E|(y - g(x))*]= E|[v — M, 0007 [ m3 + [ (M, ()~ M, () £,(x)dx =

b) La demostracién para el caso E[(X—h(y))z] es del todo andloga.

07.1. Curvas de regresion minimo-cuadraticas:

Sabemos del anterior teorema que la curva y=g(x) que minimiza la esperanza

matematica del cuadrado (y—g(x))’ es la definida por la media y=M,(x),
obteniéndose

Bl - 00y ]= [ [ 0= Moy £ e )iy = [ (=MLY £ 50y =

—00—00

Podemos intentar encontrar funciones de un determinado tipo que se ajusten a la
media en el sentido de minimizar tal cuadrado. Se denominan a estas funciones
curvas de ajuste minimo-cuadraticas.

Asi, pueden estudiarse curvas de ajuste g(x)=¢(x,a,b,c,...) en general, minimo-

cuadraticas polinémicas, de la forma g(x)=a+bx+b,x*+..+bx", curvas

trigonomeétricas, etc. El caso mas sencillo corresponde a la curvas de ajuste lineal,
en donde es g(x)=a+bx la funcién rectilinea con la que podemos ajustar la

regresiéon de Y sobre X, o bien g(y)=a'+b'y que seria la recta de ajuste de la
regresion de X sobre Y

Estudiaremos a continuacién el caso de ajuste minimo-cuadratico lineal, esto es,
mediante una linea recta.
07.2. Regresion lineal:

Se trata de encontrar una linea recta g(x)=a+bx que se ajuste a la media

indicada, es decir, tal que El(Y—a—bX)ZJ sea minimo, por lo que los coeficientes a
y b pueden determinarse por las condiciones

%E[(Y—a—bX)zlzo

%E[(Y—a—bX)z]:O

Antes de aplicar esta condicién de minimo, expresemos la funcidon a derivar en
funcién de los momentos de la distribucion:

B[y -a-bX ) |=E|[(Y = M,) - b(X = M)+ (M, —a—bM,)}|=
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E|(Y =M, —b(X = M) +2(Y - M, —b(X = M,)\M, —a—bM,)+ (M, —a-bM,} |=
E|(Y =M, —b(X = M) |+ E[(M, —a—bM, } |+ 2E[(Y = M, —b(X = M)\ M, —a—bM, )] =
E|(Y =M, —b(X =M ) |+ (M, —a—bM,} +2(M, —a-bM,)E[Y - M, —b(X - M,)]

Veamos por separado los sumandos primero y tercero:
- El primero:

El(Y_Mz —b(X—Ml))ZJZE[(Y—M2)2]+b2E[(X—M1)2]—2bE[(Y—M2)(X—M1)]:
=my, +b’m,, —2bm,,
- El tercero:
2(M, —a—bM,)E[Y =M, —b(X —M,)]|=2(M, —a—bM, \E[Y —-M,]|-bE[X —M,])=
=2(M,—a-bM,)0-b.0)=0
En definitiva, queda:

E[(Y—a—bX)zjz My +b*myy —2bm,, +(M, —a—bM, )
Apliguemos ahora la condicién de minimo:

aiE[(Y—a—bX)z]:OHZ(MZ—a—le).(—l):O—>M2—a—bM1 —0—
a

—>a=M,—-bM,
a—abE[(Y—a—bX)z]:O—>2bm20—2m“+2(M2—a—bM1).(—b):0—>

— 2b(m,y =M, +a+bM,)—2m,, =0
Si sustituimos a =M, —bM, en esta Ultima igualdad, obtenemos el valor de b:
m
2bmy, —2m,; =0 —>b=—1
My,
Por tanto, al sustituir en la ecuacion de la recta los valores de a y b, resulta:
m
y=a+bx=M,-bM,+bx=M,+b(x—M,)=M, +—L(x-M,)

My,

i m m; /M, m \m D
Y se tiene: h=—1=__1UV 0 1 C =p—22
Ny, \/ My, 11y, \/ My, \/ My, My, \/ my, D,
Donde D} =m,, y D; =m,, son las varianzas respectivas de X e Y, y el término

L__— 1 eg el llamado coeficiente de correlacién.

\/mozmzo DD,

Y la recta de regresién lineal minimo cuadratica de Y sobre X queda de esta forma:

yo,

D
y—-M, =p32(x—M1)

1

Recta que pasa, obviamente, por el centro de gravedad(M,,M,)de la distribucion.

m D .
La cantidad b =—11 = pFZ se denomina coeficiente de regresion de Y sobre X.
My 1

Andlogamente, realizando el mismo proceso se puede encontrar una linea recta
g'(y)=a+b'y tal que E[(X—a'—b‘Y)ZJ sea minimo, determinandose igualmente
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los coeficientes a’ y b’ del mismo modo. Se tiene asi que la recta de regresion
lineal minimo cuadratica de X sobre Y es:

D,
x—M, ZPFI(J’_Mz)

2

. ] m]] D] . . . .7
La cantidad b'= — = p— se denomina coeficiente de regresion de X sobre Y.

My, 2

Teorema 14:

Se verifica que E, l(Y ~a —bX)ZJ: D; (1 —pz).
Demostracion:

De la expresidon obtenida anteriormente:

E[(Y—a—bX)zJ:m02 +b*m,, —2bm, +(M, —a—bM,)’
y al sustituir los valores de a y b que dan el minimo(a =M, —bM,, b=m, [m,):

2 2
Emin[(Y_a_bX)z]:moz—l—[&J m20—2ﬂmll +0=—m02m20—m“ =

20 20 my,

2 2
m m
= moz——11 my, = moz[l— 1 j—— Dzz(l—pz)

My Mg,

Andlogamente, para la regresién de X sobre Y: Emml(X—a'—b'Y)zJ:Df(l—pz)

Teorema 15:
La recta de regresion minimo cuadratica de Y sobre X

D2
y=M,+p (x—=M))
Dl
es la curva de mas estricto ajuste a la curva de regresion y = M,(x). En el caso de
que y=M,(x) sea una recta, ésta recta coincidiria con la recta de regresion

minimo cuadratica de Y sobre X.
Demostracién:
De la obtencion de la recta de regresion lineal minimo cuadratica de Y sobre X,

sabemos que para los valores de a y b obtenidos la varianza E l(Y—a—bX)zJ es
minima.

Se trata ahora de probar que la distancia vertical entre la curva y=M,(x) y la
recta de regresién minimo cuadratica obtenida, y = a + bx, es minima.

Es decir, se trata de probar que la varianza de M, —a—-bX , El(M2 —a—bX)ZJ, es
minima.

Sean, pues, a y b los parametros que minimizan El(Y—a —bX)zJ. Se tiene:
E(y-a-bx)|=E|(y -, + M, —a-bX P |= E|(y =M, } |+ E|(M, —a-bx ) |+
+2E[(Y -M, M, —a-bX)|

Veamos que el tercero de estos sumandos es nulo:

Para ello, hemos de considerar que para una funcién g(X,Y) integrable en las

condiciones necesarias se verifica que
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Elg(x,1)]= [ [ (e, )/ (x,p)dxdy = [ [ g(x, )/ (31 ).f, (x)dxdy =

—00—00 —00—00

= | { [eCx, y)f(y/x)dy}fl (x)dx = [ E[g(X,Y)/ X = x}f,(x)dx

—0o0|

En nuestro caso, para la funcion (Y — M, M, —a—bX) seré:
E[(Y-M, M, -a-bX)|= TE[(Y —~M, M, —a—bX)/ X = x]f,(x).dx
Ahora bien: -’

E[(Y-M, M, -a-bX)/ X =x]= T(y—Mz)(Mz —a—bx).f(y/x).dy =

(M, —a—bx)[(y—M,).f (/) x)dy = (M, —a—bx){jy.f(y/x).dx—Mz [ £/ x)dx |=

—00

(M, —a—bx)M, —M,]=0
En definitiva, la expresion queda asi:
By -a-bx)|= B[y - M, ) |+ E|(M, —a—bx )]

y puesto que E[(Y—Mz)z] no depende de los pardmetros a y b, se tiene que la
expresion E[(Y—a—bX)z] es minima solo si E[(M2 —a—bX)z] es minima, con lo
gue queda probada la proposicion.

Si la curva de regresion y = M,(x) fuera una recta: M,(x)=a+bx, entonces los
coeficientes @ y b minimizan la expresion antedicha

El(Y—a—bX)zJ:El(Y—M2)2J+El(M2—a—bX)zJ, pues el segundo sumando se

anula: El(M2 —a—bX)2J=0

07.3. El coeficiente de correlacion:

En el anterior apartado hemos llamado

D
p="M - p—=, coeficiente de regresion de Y sobre X.
e D,
v My D, - L,
b'=——-= p—, coeficiente de regresién de X sobre Y
My, 2

IL_ — 1 coeficiente de correlacién entre ambas variables.

\/mozmzo DD,

P

Veamos a continuacion como el valor del coeficiente de correlacidon, valido tanto en
la regresion de Y sobre X como en la regresion de X sobre Y, tiene ciertas
propiedades que condicionan la forma de la distribucion.
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Por el teorema 14, sabemos que Eminl(Y—a—bX)2J=Dzz(l—pz), de lo cual

deducimos que para un valor minimo dado, la varianza D22 aumenta o disminuye
en sentido contrario a la variacion del término (l—pz), y lo mismo ocurre para la

expresion E_. l(X —a'-b'Y) J =D} (1 -p° )

Diremos que las variables aleatorias X e Y estan correlacionadas sii p #0. Caso
contrario se dicen incorrelacionadas (p =0).

Teorema 16:
a) El coeficiente de correlacion esta comprendido en el intervalo real [— 1,1]

-1<p<1
b) Si p =0Ias curvas de regresion son dos rectas paralelas a los ejes X e Y.
c) Si p =21 toda la masa de la distribuciéon se encuentra en una linea recta.

Demostracién:
a) Sea m la matriz de los momentos centrales

(mzo mllJ
m =
my Mgy

2

2 m, 2
my, >0,my, >0—>my,my;—m;; 20 >——-—=1>5p"<1>-1<p<1
My My,

b) Si p=0, entonces m,,/D,D, =0 —>m;, =0—>m, =M, -MM,=0—>M, =

=M M, —> E[X.Y] = E[X}E[Y]—) f(x,y)=f(x).f(y) > X,Y est. Independientes,

con lo que las dos rectas de regresion se reducen a dos paralelas a los ejes:
y=M,, x=M,

c) Si p==1, entonces p = mll/,/mozm20 =+l p* =m} [mym,, =1

— my,m,, =m;, —> rang(m)=1-—>toda la masa de la distribucién se encuentra en

una linea recta. Es decir, las dos rectas de regresién, de Y sobre X y de X sobre Y,
coinciden con la recta sobre la cual se halla toda la masa de la distribucion.

07.4. La razon de Correlacion:

La razon de correlacién pretende ser una medida de la relacion entre la dispersion
estadistica de las variables individuales y la dispersion de la poblacion completa.
Fue introducida por Karl Pearson, definiéndola del siguiente modo:

- Razdn de correlacion de Y en X:

9221 :éE[(Mz(X)_Mz)Z]

2
- Razdn de correlaciéon de X en Y:

‘9122 =DLIZE[(M1(Y)—M1)2]
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Teorema 17: La razon de correlacion de Pearson tiene las siguientes propiedades:

a) 0<6; <1
1
b) 05 = p* + oy E[M(X)~a~bXY]

2

c) Si y=M,(x)es unarecta—>8; = p’

d) 6, =0<> M,(x)=y es una recta horizontal

e) 65, =1<>toda la masa estd eny = M, (x)
Demostracion:

a) Por ser D2 = E|(Y - M, }|= E|(Y - M,(X)+ M,(X)- M, } |=
= B[y - My () + (M, (X) = M)+ 2(Y = My (O)M,(X) - M, )|= E|(Y - My (X)) |+

 BM,00 =M, )]+ 2E[Y - ML COXM 00 - M )] 1=— B[y - M0 F |+ 63 +

+§E[(Y—MZ(X))(M2(X)—M2)]—>1—6’221 =DLE[(Y—M2(X))2]2 0

2
2 2

O sea: 0<6; <1

b) Puesto que  E|(Y —a—bX = E|(Y = M, (X)) |+ E[(M,(X)—a - bX ], se tiene:
D3 (1= p*)= D3(1= 63, )+ E|M, () - a=bX)* |
S0 =p #E[(MZ(X) —a-bX))

c) y=M,(x) recta entonces, por teorema 15 es M,(x)=a+bx, por lo que
teniendo en cuenta b):

1
05, =p2+FE[(M2(X)—CZ—Z7X)2]:p2+0=p2

2

d) Si 49221 =0 —> p =0 — rectas de regresion paralelas a los ejes (por teorema 16,

b))
Si y=M,(x) constante - p=b=0—>y=M,(x)=a—>0; =0

e) Es obvio, por el resultado a).
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Apéndice:

0
(*) Una serie Zak es convergente si la sucesion {An }>1de Sus sumas parciales es
nz
k=0

n
convergente: 4,=q,, 4, =a,+a,,...4, = Zak,.... Esto es: Si la sucesion {An }>1 es
%=0 nz
convergente al limite /, entonces Ve >0,3n,€ N/Vn > n,,

0 n
2% =2.%
k=0

k=0

Z—An|<£. Si el limite al
=Y o <e
k=n

Por tanto, para la serie convergente Z p(M N [— (k+1)<Y < —k]) , se tiene
k=0

que tiende es / = Zak se tendra:
k=0

0

que Ve >0,3n, € N/Vn>n,> p(MN[-(k+) <Y <-k)<e

k=n
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