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VARIABLES ALEATORIAS. UNA
INCURSION EN LOS ESPACIOS
PROBABILIZABLES

1. Variables aleatorias

Sabemos que cuando hablamos de funciones f: A — B definidas desde un conjunto

inicial 4 en un conjunto final B, usamos letras para representar tanto a cualquier
elemento del dominio, que esta contenido en 4, como a cualquier elemento del
recorrido o rango, obviamente contenido en B. Estas letras, generalmente la x para
los elementos del dominio y la y para los elementos del rango, se denominan
variables. La x se llama variable independiente y la y variable dependiente de la
funcién f: A — B dada.

Si representamos, por ejemplo, la funciéon f:T —V que define la velocidad de un
movil en relacién al tiempo, VieT, f(t)=veVlV, la v es la variable velocidad y los

valores que toma dependen de los valores de la variable tiempo f. A cada instante
ty le corresponde una velocidad vy. Aqui es ¢ la variable independiente y es v la
variable dependiente en la funcion indicada.

La variable aleatoria surge cuando consideramos una funcién definida desde un
conjunto inicial que es el conjunto U de los sucesos elementales de un experimento
aleatorio dado y cuyo conjunto final es el cuerpo R de los nimeros reales con el
orden inducido por la habitual medida euclidiana.

Asi, si consideramos la funciéon X :U — R, definida desde el espacio muestral U en
el cuerpo R:
VYueU, X(u)eR

podemos, por ejemplo, representar mediante la expresion [XFx],VxeR, al

conjunto de los sucesos del dominio de la funcidn cuyo recorrido o rango son los
numeros reales relacionados por I" con el nimero real x:

[XTx]={ue U/ X()x R}, Vx e R

La funcién X sera una variable aleatoria si, Vx € R, [XFx]e ®, esto es, si el conjunto
de los nimeros que se relacionan con cada x es una parte de la o -algebra ® de las

partes de U. (Véase “De las dlgebras de Sucesos a los espacios probabilisticos”, en
http://casanchi.com/mat/sucesospro01.htm).

[XTx]={u e U/ X(w)x € R}e ®
en definitiva es
[XFx]e D
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Lo que permite establecer la definicién de variable aleatoria del modo siguiente.

Definicion 1
Dado un espacio probabilizable,(U,(D), se llama variable aleatoria a una funcién

definida de U en R, X :U — R, cuyo rango es una familia no vacia de nimeros
reales, de modo que para cada numero real x es X(u)['x,VueU, siendo el

significado del simbolo I' el de “comparable con el orden de R”, es decir, este
simbolo puede significar cualquiera de los “<, >, <, >".

0, equivalentemente,

Se llama variable aleatoria al conjunto [XFx]= {u/X(u)erR} sii se cumple que
Vxe R, {u/ Xu)[xeRjed.

Ejemplos de variables aleatorias:

[X <x] ueU/Xu)<xeRle®
[X <x]= ueU/Xw)<xeRje®d
[X>x]={fueU/X(u)>xeR}ed
[X>x]={fucU/Xu)>xecR}cd
[

x<X<x2] ueU/x < Xu)<x,eR}e

[x <X<x2]:{ueU/xl<X(u)<x2eR}

[x, <X <x]= ueU/x, < X(u)<x,eR}e

[xlé <x2] {ueU/xISX(u)<xzeR}eCD
Teorema 1

Sea X :U — Rtal que rang(X) # ¢ . Se verifica:

1) O[XSx—T"]: [X < x]

n=1

2) ﬁ[X<x+2_"]:[X£x]

Demostracion:
YuelU,

1) ueO[XSx—Z’”]@EIneN/ue[XSx—Z’”]@X(u)<x<:>uE[X<x]

n=1

luego: O[XSx—Z*”]:[X<x]

n=1

2) ueﬁ[X<x+2_"]c> VneN,ue[X<x+2_"]<:> X <x+2" o Xw)xe

n=1

@ue[XSx]

luego: ﬁ[X<x+27”]:[X£x]

n=1
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Teorema 2
Sea X :U — Rtal que rang(X)+# ¢. Son equivalentes las condiciones siguientes,

es decir, si una de ellas es variable aleatoria en (U,d)) ello es condicion necesaria y

suficiente para que lo sean las restantes:
a) [X<x]={fueU/Xw)<xeRlcd

b) [X <x]={ucU/Xw)<xeRlecd
o [X>x]={ucU/Xu)>xecR}lcd
d) [X>2x]={ucU/Xu)>xecR}cd
e) [xl<X£x2]:{ueU/x1<X(u)£x2eR}eCD
f) [xl<X<x2]={ueU/xl<X(u)<xzeR}e(D
9) [x, <X<x]=ueU/x,<Xu)<x,eRlecd
hy [y, <X <x,]={uclU/x, < X(u)<x,eR}cd

Demostracion:

a) < b) Se trata de probar que [X < x]e ® es equivalente a que [X<x]ed), lo
cual es inmediato, pues, por teorema 1, 1) vemos que la unién infinita de variables
de la forma [X < x]e @ es igual a una variable de la forma [X < x]e ®,vyalser @

una sigma algebra, dicha unién infinita pertenece también a @ . Asi pues:
[XSx]eq)@[X<x]eq)

a) < c) Ahora se trata de ver la equivalencia [XSx]ed) con [X >x]e<1>, que

resulta evidente si consideramos que [X>x]:U—[X£x], esto es, son

complementarios, luego también:
[Xéx]eq)@[X>x]eCD

b) < d) Es decir, [X < x]e ® es equivalente a [X > x]e ®, lo cual también resulta
obvio si consideramos la complementariedad [X > x]=U ~[X < x], por lo cual:
[XZx]e<I)<:>[X<x]e(D

a)<e) O sea, [XSx]e<I)<:>[x1 <X§x2]ed), es inmediato, pues basta
considerar que [x1 <X£x2]:[X£x2]—[X£xl]ed). Se tiene que
[Xﬁx]eq)@[xl <X£x2]eq)

a)<f) [Xﬁx]e(D@[xl<X<x2]eCD, pues [x1<X<x2]:[X<x2]—[Xle],
por lo cual también es
[Xﬁx]eq)@[xl<X<x2]ed)

a)<g) [XSx]e<I)<:>[x1 SXsz]ed), pues [x1 SXsz]:[Xsz]—[X<x1]
de lo cual
[XS)C]GCI)<:>[)C1 SXSxZ]eCD

a)<g) [Xéx]ed)@[xl £X<x2]ed), pues [xl £X<x2]:[X<x2]—[X<xl]

y se tiene
[Xﬁx]e(l)@[xl SXsz]e(I)

CASANCHI.COM 2010 3



VARIABLES ALEATORIAS. UNA INCURSION EN LOS ESPACIOS PROBABILIZABLES Carlos S. CHINEA

2. Operando con variables aleatorias. Estructura de algebra asociativa,
conmutativa y unitaria para el conjunto de las variables aleatorias
sobre un espacio probabilizable (U,(D)

Definicion 2
Dadas las variables aleatorias, X e Y, del espacio probabilizable (U,<I)) se define:

Igualdad:
X=YoVYuelU, X(u)=Yu)
- Suma:
X+Y:U->RVueU,(X+Y)u)=Xu)+Y(u)
- Producto:
XY:U—->R VueU,(XY)u)=Xw).Y(u)
- Producto por un nimero real:
VaeR,aX :U—> R, (aX)u)=a.Xu),VuelU
- Cociente:
X/Y:U->RVYueU/Y(u)#0,(X/Y)u)=Xu)/Y(u)
- Maxima:
max{X,Y}:U — R, Vu € U,max{X,Y j(u) = max{X (u),Y (u)}

Teorema 3
Si X y Y son variables aleatorias en el espacio probabilizable (U,d)) también son
variables aleatorias:

a) X+Y, b) a.X,YaeR, c) XY, d) X/Y, e) max{X,Y}

Demostracién:
a) Llamemos Z =X +Y y veamos que [Z < x]e (O

uelZ<xloZw)y<x o (X +Y)u)<x o X@)+Yu)<x o Xu)<x-Yu) <
<—>HreQ/X(u)<r<Z—Y(u)<—>ElreQ/(X(u)<r)/\(Y(u)<x—r)<—>
<—>3reQ/(ue[X<r])/\(ue[Y<x—r])<—>EIreQ/ue[X<r]ﬂ[Y<x—r](—)
<—>ueU([X<r]m[Y<x—r])

reQ
por tanto [Z < x]: U([X < r]m[Y< x—r]). como O es numerable, se tiene que
reQ
U([X <r]n[y <x-r])e ®, y deducimos en consecuencia que [Z < x]e @, siendo,

reQ
por tanto, Z = X +Y variable aleatoria.

b) Sea Z=a.X yveamos que [Z<x|=®.
Pueden darse los tres casos para el numero real « :
@, six<O0
U, six>0
b.2) Si @ >0—>[Z<x]=[aX <x]=[X <x/a]e® - [Z <x]cd
b.3)Si a<0—[Z<x]=[aX <x]>[X > x/ale® >[Z>x]ed
Luego, efectivamente es Z = «.X variable aleatoria.

b.1)SiazO—)[ZSx]:[aXSx]=[0£x]:{ >[Z<x]ed
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c) Hagamos Z = X.Y y probemos que [Z < x]e O .

Veamos previamente que el cuadrado de una variable aleatoria es también
variable aleatoria, ya que el producto se puede expresar en forma de
diferencia de cuadrados:

[X2<x { six<0 [X2<x]eCD

[ \/;<X<\/_lszx>0
Veamos ahora el producto X.Y :
(X+Y) —(X-Y)*
4

[Z<x] [XY<] [ <x}e®—>Z=X.Y es variable

aleatoria.

d) Seaahora Z =X /Y . Veamos que se verifica que [Z < x]e .
Puesto que YueU, Y(u)#0, se tendrad que Y(u) <0 o bien Y(u) >0, por lo que
[x/y <x]=(x/7 <x]N[r <o)U(x /¥ <x]N[r >0])=

=[x <xy]Nn[r <o)U(x <x¥]N[r >0])=
=[x —xy<o]n[r <o)U([x -x¥ <0]N[r >0])e @

En definitiva es [X /Y < x]e ® — X /Y es variable aleatoria

e) Llamando Z = max{X,Y}, probemos que [Z < x]e (O
[ZSx]z[max{X,Y}Sx]z[XSx]ﬂ[YSx]eCD —)[Zéx]eq)
en definitiva [max{X,Y}S x]e @ y por tanto max{X,Y} es variable aleatoria

Definicion 3
Sea el espacio probabilizable (U,d)). Se dice que una funcién /,:U - R es un
indicador del suceso A € @ sii

Teorema 4

1, siue A
VueU,I,(u)= =
0, siucd
El indicador /, de un suceso 4 ® es una variable aleatoria tal que
@, six<0
VxeR,[I,<x]=44, si0<x<1
U, six>1

Demostracion:

Si x<0, como /,(u)=0 o bien /,(u)=1, nunca serd [,(u)<x, por lo que
en este caso es [, < x]=4¢.

Si 0<x<1, la Unica situacion en que [,(u)<x es cuando /,(u)=0 que,
por definicidn, corresponde a u ez, luego es []A < x]:z en este caso.

Si x2>1 sera siempre [,(u)<x, tanto si ue A(I,(u)=1) como si u e A que
corresponde /,(u)=0, luego es [I, < x]=U.

Trivialmente, [IA < x]e D.
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Teorema 5
La variable aleatoria [/, < x], VA € ® cumple las siguientes condiciones:

1) I,(u)=1,YueU, es decir, I, es elemento neutro para el producto de variables
aleatorias.

2) (IA )2 =1,,V4e ®, idempotencia.

3) I, -1,=1,,VAe®

4) 1,1,=1, ,,VA,Be®

5) I, , =max{l,,I,}VA4,Be®

6) [, +1,=1,,,VA,Be®/ANB=¢

uB»®

Demostracion:
1) Por definicion es

1, siued
0, siu cd
pero siendo U el espacio muestral, u € U siempre, por lo que [,,(u)=1,VueU
2) Veamos las dos alternativas:
-Siued—-1,=1-1,1,=11=1>1=1
-Siued—>1,=0->1,1,=00=0—>12=0

VueU,IA(u):{

O sea:
5 l, siued 5
VueU,I,(u)= . =1 =1,
0, siued
3) De ser [, =1 setieneque [, -1,=1-1,
por lo cual:
-Siued—(I,—1,)u)=1-1,(u)=1-1=0
-Siued—>(I,—1,)\u)y=1-1,(u)=1-0=1
O sea:
0, siucd
VueU, (I, —1,)u)= oI -1 =1
1, siue A

4) Las dos alternativas:
-SiueANB—oueArueB->1,w)=IAl,u)=1>1,1,=1
ug AnueB 1,=0n1,=1
-Siug ANB—>ueArugB—>1,=1n1,=0—>1,1,=0
ug AnueB 1,=0A1,=0

O sea:
VueU, (1,01, u) = {(1) ‘ZZ i ‘% 1,0y =1
5) Las alternativas posibles son ahora:
-SiuceArugB—1,w)=1AI,(u)=0—->max{l, I,}=1,u)=1
- Si ugéA/\ueB—)IA(u):OAIB(u):1—>maX{IA,IB}:IB(u)zl
-Siug ArugB—>1,(u)=0AT,w)=0—>max{l, I,}=1,u)=1,(u)=0
-SiueArueB—1,(u)=1AI,(u)=1—-max{l, I,}=1,w)=1,u)=1

CASANCHI.COM 2010 6



VARIABLES ALEATORIAS. UNA INCURSION EN LOS ESPACIOS PROBABILIZABLES Carlos S. CHINEA

En resumen:
l, siue AUB

—>maxyl ,,[,=1
0’ SluéAUB {A B} AUB

max{IA,IB}:{

6) Si A[1B=¢, no existe el caso u € A\ B, luego, las Unicas alternativas son:
- Si ueA/\ugB—)IA(u)zlAIB(u):0—>(IA+IB)(u):1+O:1
-Siug ArnueB—1,w)=0AT,w)=1—(,+1, ) u)=0+1
-SiugArugB—>1,w)=0AT,w)=0—>(,+1,)u)=0+0=0

O sea:

I, siue AUB ‘
VYueU,(I,+1,)u)= 0 SiueA_w—ﬂAuB:IAUB,szAﬂB:qﬁ

En definitiva, el conjunto de las variables aleatorias sobre un espacio probabilizable
(U,(D), con las operaciones indicadas, es un Algebra Asociativa, Conmutativa y
Unitaria, cuyo elemento unidad es precisamente el indicador del espacio muestral

(1y).

3. Variables aleatorias y medida de Borel
La clase fde los conjuntos de Borel de la recta R estd constituida por el sigma-

algebra engendrada por todos los intervalos de numeros reales, es decir, es el
sigma-algebra obtenida mediante union, interseccién o diferencia de intervalos de
R, incluyendo el mismo R, ya sea un numero finito o bien un numero infinito
numerable de veces.

La clase f resulta ser, en definitiva, la clase de los intervalos abiertos, cerrados,
semiabiertos, intervalos degenerados y no degenerados, finitos o infinitos de la
recta real, incluyendo la misma recta R.

Sabemos que una variable aleatoria X aplica un elemento B de la sigma-algebra
® en la recta R haciéndole corresponder un conjunto b de Borel de R, por lo que la

imagen inversa X '(b) de un conjunto de Borel de R esta en el sigma-algebra @ :
Vbe f,3IBed/ X '(b)=B

cumpliéndose también que la imagen inversa de una operacién cualquiera en f se
corresponde con la misma operacién en @ de las imagenes inversas:

VYa,be B, X '(a*b)=X"(a)* X ' (b)c D
Se dice que una funcién de Ren R, f: R > R, es medible Borel si y solo si
VreR,[f<rlep

Esto es, si el conjunto # de los nUimeros reales tales f(h)<r,VreR, es un
elemento de la clase Borel.

Son medibles Borel, por ejemplo, las funciones continuas de R.
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Teorema 6
Si es X una variable aleatoria en (U,d)) y f:R— R una funcién medible Borel,

entonces, f.X :U — R es una variable aleatoria en (U,d)).

Demostracion:

=t =1 Y
: ii _:H_Hh-\"_'-} r_z”f-#__ _HH'H___
I,l'(xﬁl ¢ X M-rl"f’ ‘\:, = h?r#_h‘\"l "___“'xi;:*’f -1 H\fﬂ_ AY. "F-Fr-l H‘*}( ""“a\"l
| \ / | '.
(. Q I\ @ J| |: J ( Q I| | ) t@ ]
\ ] ! \ | \ ! | /
1 .\_\_Jl_,.l"l Il.ku__,.* A AN _._,.-"’j -“"\._\__ _.-'"'.lll II\".‘__\_‘__ ll'\\hf.-"
u R R ] R R
Y=foX Y_lzX_lof_l
Se tiene:

X(A)=BeR A A=X"(B)e®d por ser X variable aleatoria

f(By=CeR AB=f"'(C)e B por ser f medible Borel

entonces:

Y(A)=(foX)A)=C AA=(f=X) ()= Ad=(X"o f)C)=X"|f7(O)=
= X'(B) e ® por ser B conjunto de Borel (Be f)

Luego Y = f o X es variable aleatoria

Definicion 4
Sean X,,k=1,...,n, variables aleatorias en el espacio probabilizable (U,®).

Llamaremos variable aleatoria n-dimensional o vector aleatorio n-dimensional a la
aplicacion
X=(X,..X,):U->R"

gue representaremos por [X1 <X X, < xn]

Obviamente se verifica que

[X, <x,..X, <x|= {u eU/X_/.(u)ij,jzl,2,...,n}=[X1 <x|N..N[x,<x]e®

Teorema 7
Si f:R" —> R" es medible Borel y X es variable aleatoria n-dimensional, entonces

f.X :U — R"es variable aleatoria n-dimensional.

Demostracién:
La prueba es una extension del teorema 6, mediante iguales razonamientos.

4. Otras propiedades elementales

Teorema 8
Si es X variable aleatoria unidimensional se verifica:
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b) U:[XSO]U[O[n—l<XSn]J

n=l

c) U:(Q[—(n+l)<xs—n]ju[X>O]

Demostracion

a) Puesto que [X <0]={u cU/X(u)<0} y [X >0]={ucU/X(u)>0} es inmediata
la proposicion.

b) Utilizando los numeros naturales, podemos descomponer todo el intervalo real
en la forma:

R=(-,0]u(01]u2]u..u(n-1,n]u..

con lo cual la variable aleatoria define la descomposicidn del espacio muestral en la
forma

U:[XSO]U[O<Xﬁl]u[1<XS2]u...u[n—1<X£n]u...
o bien U=[X£O]U(O[n—l<)(£n]]
n=1
c) Analogamente al apartado anterior, seria ahora:
R=..(-(n+1),-n]u..u(-2-1]U(-1,0]U(04x]
y la descomposicién asociada del espacio muestral sera
U=.[-(n+) <X <-nJu..u[-2< X <-1Ju[-1< X <0]u[X > 0]

o0

es decir, U:(U[—(n+1)<x£—n]Ju[X>0]
n=0

Definicion 5

Si A es un suceso de probabilidad no nula ( p(4)>0), se define como variable

aleatoria condicionada a A al suceso

[X <x]/4
verificdndose, obviamente, la formula de la probabilidad total:

p([x <x]N 4)= p(4).p([X <x]/ 4)

Definicion 6
Se dice que un conjunto de variables aleatorias X,...,X, son independientes si
para toda k-pla de pares de numeros reales ((a1 <b),...(a, £ bk)) se verifica que

[a, <X, <b]N..N[a, <X, <b,]=¢
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Definicion 7
Una variable aleatoria X se dice que es discreta si su rango o recorrido, rang(X),

€s

un conjunto numerable, y se dice que es continua si su rango o recorrido es no

numerable.

Obviamente, si la variable aleatoria es discreta, rang(X) es un conjunto discreto,
decir, para todo elemento del rango existe una bola abierta reducida tal que
interseccién con el rango es vacia:

Vx € rang(X),3B'(x,&)/ B'(x,e) Nrang(X)=¢
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