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0. Resumen

En 1922 el matematico polaco Stefan Banach (1892-1945) enuncia por vez
primera un teorema que garantiza la existencia de puntos fijos para ciertas
funciones operacionales, las llamadas funciones contractivas, definidas en espacios
métricos completos, proporcionando un método para su determinacion. Tiene la
utilidad de permitir la demostracion de existencia y unicidad de soluciones en
diversos problemas, en particular en lo que respecta a las ecuaciones diferenciales
ordinarias, aparte de otras importantes utilidades, como el analisis de sistemas
dindmicos (modelos cadticos, evolucion de modelos de poblacidn, etc.) o modelos
iterativos.

Mostramos en este articulo el enunciado y demostraciéon del Teorema del punto fijo
de Banach y una aplicacion elemental a la demostracion de la existencia y unicidad
de soluciones en ecuaciones diferenciales de primer orden (Teorema de Picard-
Lindelof).
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0. Summary

In 1922 the polish mathematician Stefan Banach (1892-1945) first stated a
theorem which guarantees the existence of fixed points for certain operational
functions, so-called contractive functions, defined on complete metric spaces,
providing a method for its determination. It has the ability of allowing the
demonstration of existence and uniqueness of solutions to various problems,
particularly in regard to ordinary differential equations, apart from other major
utilities, such as the analysis of dynamical systems (chaotic models, development
of population models, etc.) or iterative models.

In this article we state and prove the Theorem Banach fixed point and basic
application to demonstrate the existence and uniqueness of solutions of first order
differential equations (Picard-Lindelof theorem).

Keywords: Banach fixed point, contraction, existence, uniqueness, differential
equations, metric space, complete space



1. Introduccion.
1.1. Espacios métricos completos

1.1.1. El cuerpo R de los niumeros reales:
El conjunto infinito de los numeros reales puede definirse como un cuerpo
conmutativo, ordenado y completo.

¢Cédmo construir este cuerpo desde el cuerpo Q de los nimeros racionales mediante
sucesiones?. Daremos los pasos siguientes:

a. Definir el conjunto Sp de las sucesiones de nimeros racionales, del cual se puede
trivialmente probar que se trata de una algebra lineal sobre Q, conmutativa,
asociativa y con elemento unidad para su operacion multiplicativa.

b. Definir el subconjunto S, de Sy, formado por las sucesiones acotadas de numeros
racionales, del cual también trivialmente se obtiene que se trata de una algebra
sobre (, subalgebra del algebra Sp.

c. También podemos considerar el conjunto S; de las sucesiones de nimeros reales
con limite, el cual es, también, un algebra sobre Q, subalgebra del algebra S, y, por
tanto, también subalgebra de Sp. El conjunto P, de estas sucesiones que tienen
limite nulo (que llamaremos sucesiones nulas) es un ideal primo del algebra S;.

d. Definir el concepto de sucesion de Cauchy:
"Una sucesion de numeros racionales (a,) es de Cauchy si, y solo si,

Ve>0,dn€N/n,n, zn,la, -a,|s¢

ny

notemos que hemos utilizado el concepto clasico, euclidiano, de valor absoluto, o
de distancia, entre los elementos a,; Y an> . El conjunto Sc de las sucesiones de
Cauchy esta contenido en el conjunto S, de las sucesiones acotadas Sa, Yy, también,
contiene al conjunto S, de las sucesiones con limite:

S, CS.CS,

Ademas, Sc es, también, algebra sobre Q, subalgebra de S,, con el mismo
elemento unidad.

e. La relacién de equivalencia R, definida en Sc, que da S¢/(py) como conjunto
cociente es:

(a,)R(,) = (a,)-(b,)Ep,

f. El conjunto R = S¢/(py) es un cuerpo conmutativo, ordenado y completo, esto es,
se trata del cuerpo de los nimeros reales, en el cual la restriccion del orden de R a

QO coincide con el orden de (). Se prueba que si existieran dos cuerpos
conmutativos, ordenados y completos, ambos serian isomorfos.

De esta manera es posible construir un cuerpo R de nimeros, los nimeros reales.
que complete al cuerpo Q de los numeros racionales, esto es, que incluya también
los numeros llamados "irracionales", nimeros no expresables mediante cocientes
de enteros. Para ello hemos tenido que construir las sucesiones de Cauchy, usando
el concepto de valor absoluto euclidiano y de distancia euclidiana.



Pueden obtenerse, obviamente, otra forma de valor absoluto y de distancia (por
ejemplo, el valor absoluto p-adico), con lo que aparecerian otro cuerpo distinto de
numeros (nimeros p-adicos).

1.1.2. Espacios vectoriales:

Un espacio vectorial es un par constituido por un grupo conmutativo, V, que se
Ilama grupo de los vectores del espacio, y un cuerpo K, que se llama cuerpo de los
escalares del espacio, dotado de una ley de composicion externa -: KxV — V que
verifica las propiedades siguientes:

1) Va,bEK, VxEV, a.(f.x) =(a.f)x

2) Va,pEK,YxEV, (a+ f)x =ax+ px
3) Va€EK,Vx,yEV,a.(x+y)=ax+a.y
4) VxeV,dleK/x1=x

Un espacio vectorial métrico, M, es un espacio vectorial dotado de una métrica, de
una distancia o producto interior, d, que verifica:

a) Y(a,b)eM,d(a,b)=0, sid(a,b)=0—>a=>b
b) VY(a,b)EM, d(a,b) =d(b,a)
d) Y(a,b,c)eM,d(a,c)=d(a,b)+d(b,c)

y, finalmente, un espacio métrico completo es un espacio métrico en el que toda
sucesiéon fundamental o de Cauchy es convergente:

M esp metrico compl = N(a,)ES,.,IEM /] =lima,

1.2. La idea de punto fijo

Sea una funciéon f: 4 — A. Se dice que un elemento x de 4 es punto fijo para la
funcién f'si la imagen es el mismo punto:

X, €A punto fijode f <> f(x,)=x,

Es inmediato que si onAes punto fijo para la funcién f, entonces se verifica que

I = £l )= = x

La idea implicita en la definicion de punto fijo es que, en general, una funcién
definida de un conjunto en si mismo “desplaza” o “transforma” los puntos del
conjunto en otros puntos. El caso de punto fijo corresponde a desplazamiento nulo
o punto que se transforma en si mismo.

Asi, cuando expresamos que Vx&Z, f(x) =x*> -2, encontramos que el punto
0EZ se transforma en —2€Z, 0 que 3EZse traslada a f(3)=9-2=7, etc., en

cambio, el punto 2&Z es punto fijo, pues f(2) = 22-2=2

Una misma funcion puede tener diversos puntos fijos, que dependen de la funcion y
del dominio en el que esta definida. Ejemplos:



f:Z—Z, f(x)=-x tiene un Unico punto fijo, x=0.

f:Z—Z, f(x)=x" tiene dos puntos fijos, x=0 y X=1. En cambio, si el dominio
de definicion es (0,1), es obvio que no tiene puntos fijos.

f:Z—=Z7, f(x)=x+2 no tiene puntos fijos, pues la ecuacién x+2=x no tiene
solucion.

Los teoremas dedicados a la bUsqueda de puntos fijos pueden ser teoremas de
existencia o bien teoremas de construccidn. Los primeros son aquellos teoremas
que nos aseguran la existencia o no de un determinado punto fijo, mientras que los
segundos son teoremas que nos ofrecen una algoritmo o proceso que nos permite
encontrar el punto fijo de la funcidn.

El Teorema de Banach es uno de estos teoremas de construccion, en donde el
proceso de obtencidn del punto fijo consiste en la iteracion de la funcion.

2. El Teorema del Punto Fijo de Banach

Sea M un espacio métrico completo, con distancia d, y sea un operador A en M tal
que:

a) VxeM, &xeM
b) Vx,yEM, d(Ax,Ay) < ¢.d(x,y)  siendo O<g¢p<1

entonces existe un Unico punto y° & M , que es fijo para el operador:
AyO — yO
Demostracion:
Probaremos en primer lugar que cualquier sucesién (y, )= {yo,yl,...,yn,...} que se

obtenga mediante la aplicacién sucesiva del operador, Ay, , = y,, es convergente

en M.
En segundo lugar, probaremos también que el punto de convergencia de la

sucesion (y,) es fijo.
Y finalmente probaremos que tal punto fijo es Unico.

a) Sea (y,)= {yo,yl,...,yn,...} tal que Ay, , =y,, k=12,.,n,...
Se tiene, con 0 <@ <1:

d(y,,y) = d(Ay,,Ay,) < $d(y,,y,)
d(y;,y,) = d(Ay,,Ay)) < ¢d(y,,y) = ¢2d(y19y0)

d(yn+l’yn)= d(Ayn’Ayn—l)s ¢'d(yn’yn—l)s ¢nd(y1’y0)

Por la desigualdad triangular del espacio métrico:



d(yn+m’yn) = d(yn+l’yn) + d(yn+2’yn+l) +..+ d(yn+m’yn+m—l) = ¢nd(y1’y0) +
+¢n+1d(y1,y0)+---+¢n+m_1-d(y1,y0) =|:¢n +¢n+l +“.+¢n+m—1 ]d(yl’yo)

Utilizando la expresién de la suma de una progresion geométrica de razén ¢,

con primer término ¢" y Gltimo término @™ : -1

Ay oy) <" + 0 4t 0 v = 2 (50 =

¢-1
¢n ¢Vl+m - ¢}’l
1—¢ (ylayo)—1_¢~d(y19yo)

n

1-¢

hacerse indefinidamente pequefia cuanto mayor sea n. Esto quiere decir que

En definitiva, d(y,,,,7,) < Ad(y,,»,) Yy como 0<¢<1, la distancia tiende a

Ve>0,AN(e)/Vn> N(e),d(y,,,,y,) = 1¢ ¢.d(y1,y0) <€
Luego, tal sucesion es fundamental, y puesto que el espacio métrico es
completo, converge en un punto y'EM .

b) Probemos que »° es punto fijo para el operador A (Ay’ = »°). Vedmoslo

por reduccién al absurdo, pues si fuera Ay’ = z° = ), entonces se tendria,
al aplicar la desigualdad triangular:

d(yO,ZO) < d(yo’yn) +d(y,,y,.,)+ d(ynmzo)
Con lo que:
Ve>0,AN(e)/n>N(e):
d(yo,yn)<§, por ser limy, =’
dy,,y,.)< g, por ser (y,) fundamental.

£
d(Y,:2") =d(by,, ") <d(y,, ") < 3

resultando pues que

E €
d(y*,z")=d(y’,y,) +d(y,.y,.) +d(,,,2" )<—+3 t3¢

lo que nos indica que d(y°,z°)=0—z" ="

Asi, pues, el punto de convergencia de la sucesién es punto fijo para el
operador.

c) Probemos ahora que tal punto fijo es Unico:

Razonando también por reduccién al absurdo, supongamos que hay otro punto
h’ € M tal que es punto fijo: AR’ =h° = °

Entonces,  d(y",h")=d(A°,AR°)<¢d(y°,h°), pero la  desigualdad
d(y°,h") < ¢.d(y°,h°) es contradictoria, salvo que d(y°,h") =0, de lo cual



resulta, como es obvio, que A’ = y°.

En definitiva, toda funcién contractiva A sobre un espacio métrico completo M
tiene un Unico punto fijo, esto es, un Unico punto invariante para su aplicacion:

dyeEM/Ay=y

Para utilizar el Teorema de Banach en la demostraciéon de existencia y unicidad de
un punto fijo, y en un problema concreto, es necesario, por consiguiente,
establecer el caracter de espacio métrico completo para el espacio de trabajo y que
la funcidén que se considera cumple las dos condiciones exigidas por el teorema, a
saber, su caracter interno en dicho espacio de trabajo y su caracter contractivo:

) VyeM,AyveEM

2) Vy,z€M,d(Ay,Az) < ¢.d(y,z)

para 0 <¢ <1 y donde d es la métrica del espacio M.

3. Ejemplo para una funcion real de variable real

Supongamos que definimos una funcién real, f, de una sola variable real, en el
intervalo (y, —b,y, +b) & R. Esto es:

J (o =b,y, +b) = (¥, =b,y, + D)
de modo que

Yye(, -b,y, +b) = f(y)E(y, - b,y, +b)

En general es

S =y

Pero el teorema de Banach nos dice que si se cumple la contractibilidad:

VY0, €0 =0,y +0), d(f (1), f (1) < $d (1, 1,),0< p <1

entonces existe un dnico punto y&E(y, —-b,y,+b) tal que f(y)=y

Y esto ocurre porque se verifican las condiciones del teorema, es decir, se verifica
que el espacio de trabajo, intervalo (y,-b,y,+b)C R, es espacio métrico

completo, y la funcidn real, f, es contractiva.

El uso del teorema para probar la existencia y unicidad de solucion de una
determinada ecuacién, f(x,y)=0, esto es, la existencia y unicidad de la solucién

y=s(x,y), puede hacerse de manera sencilla considerando que en realidad
consiste en probar que con respecto al operador A =s(x, ), es y punto fijo:

Ay=s(x,y)=y



Asi, si se trata, por ejemplo, de una ecuacion diferencial de primer orden,
y'= f(x,y), todo consistiria en probar que existe un punto fijo, y, para el operador

A = yO +ff(‘x9 )dx
0 sea, consiste en probar que se obtiene:
Ay =y, + [fOoy)de=y

En definitiva, se trata de probar que el operador que da la soluciéon de la ecuacidn
que se considera verifica las condiciones del Teorema de Banach.

4. Existencia y unicidad de solucion para la ecuacion diferencial de primer
orden dy/dx = f(x,y):

Aplicando el teorema del punto fijo de Banach podemos probar el teorema de
existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales de primer orden que
se conoce como Teorema de Picard-Lindelof, o Teorema de Cauchy-Lipschitz, y que
podria enunciarse de forma general de la manera siguiente:

Sea f:DC RxR — R una funcién continua y localmente Lipschitziana respecto de
y, donde D es un dominio abierto. Entonces, dado el punto (xo,yO)EDpodemos

encontrar un intervalo cerrado, [xo—so,x0+s0]C R,s,ER donde existe solucién
Unica para el problema de Cauchy:

V'=f(x,)
Y(xp) =y,

También, detallando algo mas, podriamos expresarlo en la forma:
. d
La ecuacién diferencial Ey = f(x,y), donde f(x,y) es continua (y por tanto
acotada) y lipschitziana en el dominio
D= {(x,y)/xe(xo —-a,x, + a),ye(yo -b,y, +b)},

es decir, tal que
V(x,y)ED,EIKER/|f(x,y)| <K

V(xay)a(va)EDaHLER/|f(xay)_f(xaz)| SL|y_Z|
tiene por solucién unica la funcién

Y= +ff(t,y).dt, VxE[xo = S5y, X, +s0]/s0 = min(a,b/Km ,l/L)

(donde es K, la cota superior minima o supremo de la funcién f(x,y),
K, = supr|f(x,y) , en el dominio D y L es la constante de Lipschitz).

Demostracion:

a) Eleccion del espacio de trabajo:



Consideremos el espacio M = (yo -b,y, +b) de todas las funciones continuas, y(x),
definidas en el intervalo (xo -a,x, +a) con métrica definida en dicho intervalo por

d(y(x),2(x)) =|p(x) = 2(x)

métrico completo.

, VxE(xO—a,xO+a). Se trata, pues, de un espacio

b) Comprobacién de las condiciones contractivas del operador:

Sea el operador A definido por Vy&E(y,-b,y, +b), Ay =y, +ff(t,y).dt

- Primera condicién: Veamos que YyeEM,AyEM :
Puesto que M = (yo -b,y, +b), para probar que Ay & M bastara probar que

|Ay_yo| <b
|Ay - y0| = ff(x,y).dx < f.|f(x,y)|dx <K, fdx =K |x- x0| =K, s,

llamando so=|x—x0|<a, pues x€&(x,-a,x,+a). Para que |Ay—y0|<b

tendra que ser K s, <b—s,<b/K,

Por tanto, Ay=y, + x,¥)dxEMcon la condicion de que s, <b/K vy
y yO y 0 m

. . b
S, <a, o0 sea, debe cumplirse que s, < mln(a,—
m

- Segunda condicién: Veamos ahora que d(Ay,Az) <¢.d(y,z), 0<¢<1

d(Ay,Az)= [lr@.»-r@2)a

=

}f (t,).dt —} f(t,2)dt

ﬁ V- z|.dt

para que d(Ay,Az) <¢.d(y,z), 0 <@ <1 tendra que ser 0< L.s, <1, es decir,

<L sL.|y—z|.|x—x0|=L.s0.|y—z|=L.s0.d(y,z)

tendra que ser s, <1/L

Por tanto, d(Ay,Az) < ¢.d(y,z), con la condicién de que s, <1/L

Y para que se verifiquen las dos condiciones de contraccion que establece el
Teorema de Banach, deberd, en definitiva, ser
. b 1
s, <min(a,—,—)
K L
Por tanto, el Teorema de existencia y unicidad de soluciones de la ecuacidn
diferencial de primer orden queda probado en el intervalo que establecen las
condiciones indicadas

m

Vxe[xo = 859, X, +s0]/s0 = min(a,5/K,, ,1/L)



5. Aplicacion a la demostracion de existencia y unicidad de soluciones de
un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

Teorema: Para el conjunto de n ecuaciones diferenciales de primer orden

d
D Si(X Ve ,), con y(x,) = Yy

dx

dy

d_2 = fz(xayla“"yn)’ con yz(xo) =V
X

d

% = ﬁl(x’yl""’y11)’ con yn('xO) = ynO

donde las funciones f(x,),,...,y,), i=L...,n son continuas y lipschtzianas en un
dominio abierto D, se verifica que existen y son Unicas las soluciones y,(x),..., v, (x)

en un cierto intervalo [xo —8y,%, +s0] de la recta real.
Demostracion:

Llamemos Y =(y,,),,...,),), Y sea el dominio D en el que estan definidas las
funciones

D= {(X’Y)/xe(xo —a,x, +a)aYe(y10 b, Yo + D) %X (Vo = b, V00 +bn)}

El espacio de trabajo es, por tanto, M =(y,,—b,y,, +b)%..x(y,,=b,,v,,+D,),
con métrica definida por

VY,ZEM,d(Y(x),Z(x))= E max|y, (x) - z,(x)|

siendo Y = (¥,(x),1,(X),.., ¥, (X)) Y Z =(2,(x),2,(X),...,z,(x)). Se trata, pues, de un
espacio métrico completo.

Por otra parte, si las funciones f,(x,),,...,»,), i=1L...,n son continuas y verifican la
condicidn de Lipschitz, se tiene que:

a) por ser continuas, seran acotadas:
M, ER/IVNXE(x, - a,x, +a),|f,(X, V... 1,)| =M,
(llamando M,, a la cota minima de todas ellas)

b) por cumplir la condicién de Lipschitz, que podemos expresar aqui por:
ALER/f, (X, 30 ,) = [i(X,210es2,)| = L2|yl. -z, k=L..,n
i=1

ya que |fk(x,y1,...,y,,)—fk(x,zl,...,zn) =|fk(x,Y)—fk(x,Z)|sL|Y—Z| =
=L. }E|yl. —z,.|2 sL.EWHyi —z,.|2 =L.E|yi -z
i=l] i=1 i=1

Para demostrar el teorema, hemos de probar las dos condiciones de Banach:
a) VYeM , AYEM

b) VY,ZEM, d(AY,AZ) < $d(Y,Z), O<g<l1

, k=1...n




a) Veamos la demostracion de la primera condicion:
Y= (yl""9yn)€M <V e(yio =b., ¥ +bi) g |yi _yi()| <b, i=l,..,n
AY = (Ayl""’Ayn )EM < Ay, E(yio =D,y + bi)e |Ayi _yi0| <b, i=l..n
Veamos, pues, en qué condiciones se cumple tal desigualdad:

ffi(xayw--ayn)-dx = ﬂfi(on’p---ayn)

|Ayi - yi0| =

dx stfdx =M, |x-x|=M,s, <b,

Es decir, tiene que verificarse que s, <bl./Mm y como también, por construccion del
intervalo de existencia de las funciones y; es s,<a, la primera condicidon del
teorema de existencia y unicidad se cumplira en el intervalo [xo = 80,X, +s0], donde

Sy < min(a, b /M, ), i=1..,n
b) Demostremos ahora la segunda condicidn:
Siendo Y=(y1,...,yn), Z=(zl,...,zn), para probar que d(AY,AZ)s¢.d(Y,Z), con

0<¢<1.Como es:
VY,ZEM,d(Y(x),Z(x))= E max|y, (x) - z,(x)|
se tiene: -

VY,ZEM, d(AY(x),AZ(x))= imaxmyk (x) - Az, (x)] =

n
= zmax
=1

=

ffk(x,yl,...,y,,)dx —ffk(x,zl,...,zl.).dx‘ = Zmax
Xy Yo =

ﬂfk (x7yl""’yn) - fk(x,Zl""’Zn)]-dx

.dx

=

}L.Eb}i - z[|dx

n
= n.L.|x - x0|.2 max|yi - zi| =
i=

n
=< Z max
=1
X
f dx
Xo

< imax
| .
fL.ib/i — z,|dx

=n.L.s, 121 max|yl. - zi| =nLs,d(Y,Z)
i=1

.ﬂf}c(xayla""yn) —fk(x,zl,...,zn)

= n.max

14
< n.L.max2|yl. - zl.|
i=

Como ha de ser 0 < L.n.s, <1, y puesto que es positiva, sera: s, < _L
n

En definitiva, el intervalo en el que existe y es Unica la solucidon del sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias es [xo—so,x0+s0], debiendo verificarse la

condicion:

M nL

m

. ( b1 ) .
S, <min| a,——,— |, i=1,...,n
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