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0. Resumen 
En 1922  el matemático polaco Stefan Banach (1892-1945) enuncia por vez 
primera un teorema que garantiza la existencia de puntos fijos para ciertas 
funciones operacionales, las llamadas funciones contractivas, definidas en espacios 
métricos completos, proporcionando un método para su determinación. Tiene la 
utilidad de permitir la demostración de existencia y unicidad de soluciones en 
diversos problemas, en particular en lo que respecta a las ecuaciones diferenciales 
ordinarias, aparte de otras importantes utilidades, como el análisis de sistemas 
dinámicos (modelos caóticos, evolución de modelos de población, etc.) o modelos 
iterativos. 
 
Mostramos en este artículo el enunciado y demostración del Teorema del punto fijo 
de Banach y una aplicación elemental a la demostración de la existencia y unicidad 
de soluciones en ecuaciones diferenciales de primer orden (Teorema de Picard-
Lindelof). 
 
Palabras clave: Banach, punto fijo, contracción, existencia, unicidad, ecuaciones 
diferenciales, espacio métrico, espacio completo 
 
 
 
0. Summary 
In 1922 the polish mathematician Stefan Banach (1892-1945) first stated a 
theorem which guarantees the existence of fixed points for certain operational 
functions, so-called contractive functions, defined on complete metric spaces, 
providing a method for its determination. It has the ability of allowing the 
demonstration of existence and uniqueness of solutions to various problems, 
particularly in regard to ordinary differential equations, apart from other major 
utilities, such as the analysis of dynamical systems (chaotic models, development 
of population models, etc.) or iterative models. 
 
In this article we state and prove the Theorem Banach fixed point and basic 
application to demonstrate the existence and uniqueness of solutions of first order 
differential equations (Picard-Lindelof theorem). 
 
Keywords: Banach fixed point, contraction, existence, uniqueness, differential 
equations, metric space, complete space 
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1. Introducción.  
 
1.1. Espacios métricos completos 
 
1.1.1. El cuerpo R de los números reales: 
El conjunto infinito de los números reales puede definirse como un cuerpo 
conmutativo, ordenado y completo. 
 
¿Cómo construir este cuerpo desde el cuerpo Q de los números racionales mediante 
sucesiones?. Daremos los pasos siguientes: 
 
a. Definir el conjunto SQ de las sucesiones de números racionales, del cual se puede 
trivialmente probar que se trata de una álgebra lineal sobre Q, conmutativa, 
asociativa y con elemento unidad para su operación multiplicativa. 
 
b. Definir el subconjunto SA de SQ, formado por las sucesiones acotadas de números 
racionales, del cual también trivialmente se obtiene que se trata de una álgebra 
sobre Q, subálgebra del álgebra SQ. 
 
c. También podemos considerar el conjunto SL de las sucesiones de números reales 
con límite, el cual es, también, un álgebra sobre Q, subálgebra del álgebra SA y, por 
tanto, también subálgebra de SQ. El conjunto P0 de estas sucesiones que tienen 
límite nulo (que llamaremos sucesiones nulas) es un ideal primo del álgebra SL. 
 
d. Definir el concepto de sucesión de Cauchy: 
"Una sucesión de números racionales (an) es de Cauchy si, y solo sí, 
 

εε ≤−≥∈∃>∀
21

,,/,0 21 nn aannnNn  

 
notemos que hemos utilizado el concepto clásico, euclidiano, de valor absoluto, o 
de distancia, entre los elementos an1 y an2 . El conjunto SC de las sucesiones de 
Cauchy está contenido en el conjunto SA de las sucesiones acotadas SA, y, también, 
contiene al conjunto SL de las sucesiones con límite: 
 

ACL SSS ⊂⊂  
 
Además, SC es, también, álgebra sobre Q, subálgebra de SA, con el mismo 
elemento unidad. 
 
e. La relación de equivalencia R, definida en Sc, que da SC/(p0) como conjunto 
cociente es: 
 

0)()()()( pbabRa nnnn ∈−⇔  
 
f. El conjunto R = SC/(p0) es un cuerpo conmutativo, ordenado y completo, esto es, 
se trata del cuerpo de los números reales, en el cual la restricción del orden de R a 
Q coincide con el orden de Q. Se prueba que si existieran dos cuerpos 
conmutativos, ordenados y completos, ambos serían isomorfos. 
 
De esta manera es posible construir un cuerpo R de números, los números reales. 
que complete al cuerpo Q de los números racionales, esto es, que incluya también 
los números llamados "irracionales", números no expresables mediante cocientes 
de enteros. Para ello hemos tenido que construir las sucesiones de Cauchy, usando 
el concepto de valor absoluto euclidiano y de distancia euclidiana.  



 3 

 
Pueden obtenerse, obviamente, otra forma de valor absoluto y de distancia (por 
ejemplo, el valor absoluto p-ádico), con lo que aparecerían otro cuerpo distinto de 
números (números p-ádicos). 
 
1.1.2. Espacios vectoriales: 
Un espacio vectorial es un par constituido por un grupo conmutativo, V, que se 
llama grupo de los vectores del espacio, y un cuerpo K, que se llama cuerpo de los 
escalares del espacio, dotado de una ley de composición externa VKxV →⋅ : que 
verifica las propiedades siguientes: 
 

1) xxVxK )..()..(,,, βαβαβα =∈∀∈∀  
2) xxxVxK βαβαβα +=+∈∀∈∀ .)(,,,  
3) yxyxVyxK ..).(,,, αααα +=+∈∀∈∀  
4) xxKVx =∈∃∈∀ 1./1,  

 
Un espacio vectorial métrico, M, es un espacio vectorial dotado de una métrica, de 
una distancia o producto interior, d, que verifica: 
 

a) babadsibadMba =→=≥∈∀ 0),(,0),(,),(  
b) ),(),(,),( abdbadMba =∈∀  
d) ),(),(),(,),,( cbdbadcadMcba +≤∈∀  

y, finalmente, un espacio métrico completo es un espacio métrico en el que toda 
sucesión fundamental o de Cauchy es convergente: 
 

→complmetricoespM nCn alMlSa lim/,)( =∈∃∈∀  
 
 
1.2. La idea de punto fijo 
 
Sea una función AAf →: . Se dice que un elemento x de A es punto fijo para la 
función f si la imagen es el mismo punto: 
 

000 )( xxffdefijopuntoAx =↔∈  
 
Es inmediato que si Ax ∈0 es punto fijo para la función f, entonces se verifica que  

 
( ) 00

1
0 ...)()( xxffxf nn === −  

 
La idea implícita en la definición de punto fijo es que, en general, una función 
definida de un conjunto en sí mismo “desplaza” o “transforma” los puntos del 
conjunto en otros puntos. El caso de punto fijo corresponde a desplazamiento nulo 
o punto que se transforma en sí mismo. 
 
Así, cuando expresamos que 2)(, 2 −=∈∀ xxfZx , encontramos que el punto 

Z∈0  se transforma en Z∈− 2 , o que Z∈3 se traslada a 729)3( =−=f , etc., en 

cambio, el punto Z∈2 es punto fijo, pues 222)2( 2 =−=f  
 
Una misma función puede tener diversos puntos fijos, que dependen de la función y 
del dominio en el que está definida. Ejemplos: 
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ZZf →: , xxf −=)(  tiene un único punto fijo, x=0. 
 

ZZf →: , 2)( xxf =  tiene dos puntos fijos, x=0 y x=1. En cambio, si el dominio 
de definición es (0,1), es obvio que no tiene puntos fijos. 
 

ZZf →: , 2)( += xxf  no tiene puntos fijos, pues la ecuación x+2=x no tiene 
solución. 
 
Los teoremas dedicados a la búsqueda de puntos fijos pueden ser teoremas de 
existencia o bien teoremas de construcción. Los primeros son aquellos teoremas 
que nos aseguran la existencia o no de un determinado punto fijo, mientras que los 
segundos son teoremas que nos ofrecen una algoritmo o proceso que nos permite 
encontrar el punto fijo de la función. 
 
El Teorema de Banach es uno de estos teoremas de construcción, en donde el 
proceso de obtención del punto fijo consiste en la iteración de la función. 
 
 
 
2. El Teorema del Punto Fijo de Banach 
 
Sea M un espacio métrico completo, con distancia d, y sea un operador Δ  en M tal 
que: 
 

a) MxMx ∈Δ∈∀ ,  
b) ),(.),(,, yxdyxdMyx φ≤ΔΔ∈∀       siendo 10 << φ  

 
entonces existe un único punto My ∈0 , que es fijo para el operador: 

00 yy =Δ  
 

Demostración: 
Probaremos en primer lugar que cualquier sucesión { },...,...,,)( 10 nn yyyy =  que se 

obtenga mediante la aplicación sucesiva del operador, kk yy =Δ −1 , es convergente 

en M. 
En segundo lugar, probaremos también que el punto de convergencia de la 
sucesión )( ny  es fijo. 
Y finalmente probaremos que tal punto fijo es único. 
 

a) Sea { },...,...,,)( 10 nn yyyy =  tal que kk yy =Δ −1 , ,...,...,2,1 nk = .  

Se tiene, con 10 << φ : 

................
),(),(.),(),(

................

................
),(),(.),(),(

),(.),(),(

01111

01
2

121223

010112

yydyydyydyyd

yydyydyydyyd
yydyydyyd

n
nnnnnn φφ

φφ

φ

≤≤ΔΔ=

≤≤ΔΔ=

≤ΔΔ=

−−+

 

     Por la desigualdad triangular del espacio métrico: 
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[ ] ),(....),(....),(

),(),(...),(),(),(

01
11

01
1

01
1

011121

yydyydyyd
yydyydyydyydyyd
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n
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    Utilizando la expresión de la suma de una progresión geométrica de razón φ ,  

    con primer término nφ  y último término 1−+mnφ : 

[ ]

),(.
1

),(.
1

),(.
1

.),(....),(

0101

01

1

01
11

yydyyd

yydyydyyd

nmnn

nmn
mnnn

nmn

φ
φ

φ
φφ

φ
φφφ

φφφ

−
≤

−

−
=

=
−

−
=+++≤

+

−+
−++

+

 

    En definitiva, ),(.
1

),( 01 yydyyd
n

nmn φ
φ
−

≤+  y como 10 << φ , la distancia tiende a 

    hacerse indefinidamente pequeña cuanto mayor sea n. Esto quiere decir que 

ε
φ

φ
εεε <

−
≤>∀∃>∀ + ),(.

1
),(),(/)(,0 01 yydyydNnN

n

nmn  

Luego, tal sucesión es fundamental, y puesto que el espacio métrico es 
completo,  converge en un punto My ∈0 . 

b) Probemos que 0y  es punto fijo para el operador )( 00 yy =ΔΔ . Veámoslo 

por reducción al absurdo, pues si fuera 000 yzy ≠=Δ , entonces se tendría, 
al aplicar la desigualdad triangular: 

 
                        ),(),(),(),( 0

11
000 zydyydyydzyd nnnn ++ ++≤  

          Con lo que: 
 
          :)(/)(,0 εεε NnN >∃>∀  

3
),( 0 ε
<nyyd , por ser 0lim yyn =  

3
),( 1

ε
<+nn yyd , por ser )( ny  fundamental. 

3
),(),(),( 000

1
ε

<≤ΔΔ=+ yydyydzyd nnn  

        resultando pues que 

ε
εεε
=++<++≤ ++ 333

),(),(),(),( 0
11

000 zydyydyydzyd nnnn  

        lo que nos indica que 0000 0),( yzzyd =→=  
 

Así, pues, el punto de convergencia de la sucesión es punto fijo para el         
operador. 

 
c) Probemos ahora que tal punto fijo es único: 
 
  Razonando también por reducción al absurdo, supongamos que hay otro punto  
  Mh ∈0  tal que es punto fijo: 000 yhh ≠=Δ  

 
Entonces, ),(.),(),( 000000 hydhydhyd φ≤ΔΔ= , pero la desigualdad 

),(.),( 0000 hydhyd φ≤  es contradictoria, salvo que 0),( 00 =hyd , de lo cual 
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       resulta, como es obvio, que 00 yh = . 
         
En definitiva, toda función contractiva Δ  sobre un espacio métrico completo M 
tiene un único punto fijo, esto es, un único punto invariante para su aplicación: 
 

yyMy =Δ∈∃ /!  
 
Para utilizar el Teorema de Banach en la demostración de existencia y unicidad de 
un punto fijo, y en un problema concreto, es necesario, por consiguiente, 
establecer el carácter de espacio métrico completo para el espacio de trabajo y que 
la función que se considera cumple las dos condiciones exigidas por el teorema, a 
saber, su carácter interno en dicho espacio de trabajo y su carácter contractivo: 
 

),(.),(,,)2
,)1

zydzydMzy
MyMy

φ≤ΔΔ∈∀

∈Δ∈∀
 

 
para 10 << φ  y donde d es la métrica del espacio M. 
 
 
 
 
3. Ejemplo para una función real de variable real 
 
Supongamos que definimos una función real, f, de una sola variable real, en el 
intervalo Rbyby ⊆+− ),( 00 . Esto es: 

),(),(: 0000 bybybybyf +−→+−  
de modo que  
                             ),()(),( 0000 bybyyfbybyy +−∈→+−∈∀  
 
En general es 

yyf ≠)(  
 
Pero el teorema de Banach nos dice que si se cumple la contractibilidad: 
 

10),,(.))(),((),,(, 21210021 <<≤+−∈∀ φφ yydyfyfdbybyyy  
 

entonces existe un único punto ),( 00 bybyy +−∈  tal que yyf =)(  
 
Y esto ocurre porque se verifican las condiciones del teorema, es decir, se verifica 
que el espacio de trabajo, intervalo Rbyby ⊆+− ),( 00 , es espacio métrico 

completo, y la función real, f, es contractiva. 
 
El uso del teorema para probar la existencia y unicidad de solución de una 
determinada ecuación, 0),( =yxf , esto es, la existencia y unicidad de la solución 

),( yxsy = , puede hacerse de manera sencilla considerando que en realidad 
consiste en probar que con respecto al operador ),(xs≡Δ , es y punto fijo: 
 

yyxsy ==Δ ),(  
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Así, si se trata, por ejemplo, de una ecuación diferencial de primer orden, 
),(' yxfy = , todo consistiría en probar que existe un punto fijo, y,  para el operador 

∫+≡Δ
x

x

dxxfy
0

).,(0  

 o sea, consiste en probar que  se obtiene: 

ydxyxfyy
x

x

=+≡Δ ∫
0

).,(0  

En definitiva, se trata de probar que el operador que da la solución de la ecuación 
que se considera verifica las condiciones del Teorema de  Banach. 
 
 
 
4. Existencia y unicidad de solución  para la ecuación diferencial de primer 
orden ),(/ yxfdxdy = : 
Aplicando el teorema del punto fijo de Banach podemos probar el teorema de 
existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales de primer orden que 
se conoce como Teorema de Picard-Lindelof, o Teorema de Cauchy-Lipschitz, y que 
podría enunciarse de forma general de la manera siguiente: 
 
Sea RRxRDf →⊆:  una función continua y localmente Lipschitziana respecto de 

y, donde D es un dominio abierto. Entonces, dado el punto ( ) Dyx ∈00, podemos 

encontrar un intervalo cerrado, [ ] RsRsxsx ∈⊂+− 00000 ,,  donde existe solución 
única para el problema de Cauchy: 

⎩
⎨
⎧

=

=

00)(
),('

yxy
yxfy

 

 
También, detallando algo más, podríamos expresarlo en la forma: 

La ecuación diferencial  ),( yxf
dx
dy

= , donde ),( yxf  es continua (y por tanto 

acotada) y lipschitziana en el dominio 
 

( ) ( ){ }bybyyaxaxxyxD +−∈+−∈= 0000 ,,,/),( , 
es decir, tal que 

KyxfRKDyx ≤∈∃∈∀ ),(/,),(  

zyLzxfyxfRLDzxyx −≤−∈∃∈∀ ),(),(/,),(),,(  

 tiene por solución única la función 

        ∫+=
x

x

dtytfyy
0

).,(0 ,        [ ] ( )LKbassxsxx m /1,,min/, 00000 =+−∈∀  

(donde es Km la cota superior mínima o supremo de la función f(x,y), 
),(sup yxfrKm = , en el dominio D y L es la constante de Lipschitz). 

 
Demostración: 
 
a) Elección del espacio de trabajo: 
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Consideremos el espacio ( )bybyM +−= 00 ,  de todas las funciones continuas, y(x), 

definidas en el intervalo ( )axax +− 00 ,  con métrica definida en dicho intervalo por 

( )axaxxxzxyxzxyd +−∈∀−= 00 ,,)()())(),(( . Se trata, pues, de un espacio 

métrico completo. 
 
b) Comprobación de las condiciones contractivas del operador: 

Sea el operador Δ  definido por  ∫+=Δ+−∈∀
x

x

dtytfyybybyy
0

).,(),,( 000  

- Primera condición: Veamos que MyMy ∈Δ∈∀ , : 

Puesto que ( )bybyM +−= 00 , , para probar que My∈Δ bastará probar que 

byy <−Δ 0  

000

000

),(.).,( sKxxKdxKdxyxfdxyxfyy mm

x

x
m

x

x

x

x

=−=≤≤=−Δ ∫∫∫  

llamando axxs <−= 00 , pues ),( 00 axaxx +−∈ . Para que byy <−Δ 0  

tendrá que ser mm KbsbsK /00 <→<  

Por tanto, ∫ ∈+=Δ
x

x

Mdxyxfyy
0

).,(0 con la condición de que mKbs /0 < y 

as <0 , o sea, debe cumplirse que ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<

mK
bas ,min0  

- Segunda condición: Veamos ahora que ),(.),( zydzyd φ≤ΔΔ , 10 <<φ  

( ) [ ]

),(........

.),(),().,().,(,

000

0

000

zydsLzysLxxzyLdtzyL

dtztfytfdtztfdtytfzyd

x

x

x

x

x

x

x

x

=−=−−≤−≤

≤−=−=ΔΔ

∫

∫∫∫
 

para que 10),,(.),( <<≤ΔΔ φφ zydzyd  tendrá que ser  1.0 0 << sL , es decir, 

tendrá que ser Ls /10 <  

          Por tanto, ),(.),( zydzyd φ≤ΔΔ , con la condición de que Ls /10 <  
Y para que se verifiquen las dos condiciones de contracción que establece el 
Teorema de Banach, deberá, en definitiva, ser 

)1,,min(0 LK
bas

m

<  

Por tanto, el Teorema de existencia y unicidad de soluciones de la ecuación 
diferencial de primer orden queda probado en el intervalo que establecen las 
condiciones indicadas 
 

[ ] ( )LKbassxsxx m /1,,min/, 00000 =+−∈∀  
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5. Aplicación a la demostración de existencia y unicidad de soluciones de 
un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden: 
 
Teorema: Para el conjunto de n ecuaciones diferenciales de primer orden 

001

200212
2

100111
1

)(),,...,,(

.....................

.....................

)(),,...,,(

)(),,...,,(

nnnn
n

n

n

yxyconyyxf
dx
dy

yxyconyyxf
dx
dy

yxyconyyxf
dx
dy

==

==

==

, 

donde las funciones niyyxf ni ,...,1),,...,,( 1 =  son continuas y lipschtzianas en un 

dominio abierto D, se verifica que existen y son únicas las soluciones )(),...,(1 xyxy n  

en un cierto intervalo [ ]0000 , sxsx +−  de la recta real. 
Demostración: 
 
Llamemos ),...,,( 21 nyyyY = , y sea el dominio D en el que están definidas las 
funciones  
 

( ){ }),(...),(,,/),( 0011011000 nnnn bybybybyYaxaxxYxD +−××+−∈+−∈=  
 
El espacio de trabajo es, por tanto, ),(...),( 00110110 nnnn bybybybyM +−××+−= , 
con métrica definida por 

( ) ∑
=

−=∈∀
n

i
ii xzxyxZxYdMZY

1

)()(max)(),(,,  

siendo ))(),...,(),(( 21 xyxyxyY n=  y ))(),...,(),(( 21 xzxzxzZ n= . Se trata, pues, de un 
espacio métrico completo. 
 
Por otra parte, si las funciones niyyxf ni ,...,1),,...,,( 1 =  son continuas y verifican la 
condición de Lipschitz, se tiene que: 
 
a) por ser continuas, serán acotadas: 
       mnim MyyxfaxaxxRM ≤+−∈∀∈∃ ),...,,(),,(/ 100  

       (llamando Mm a la cota mínima de todas ellas) 
 
b) por cumplir la condición de Lipschitz, que podemos expresar aquí por: 

        nkzyLzzxfyyxfRL
n

i
iinknk ,...,1,),...,,(),...,,(/

1
11 =−≤−∈∃ ∑

=

 

         ya que =−≤−=− ZYLZxfYxfzzxfyyxf kknknk ),(),(),...,,(),...,,( 11  

         nkzyLzyLzyL
n

i

n

i
iiii

n

i
ii ,...,1,...

1 1

2

1

2
=−=−≤−= ∑ ∑∑

= ==

 

 
Para demostrar el teorema, hemos de probar las dos condiciones de Banach: 

a) MYMY ∈Δ∈∀ ,  
b) 10),,(.),(,, <<≤ΔΔ∈∀ φφ ZYdZYdMZY  
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a) Veamos la demostración de la primera condición: 
( ) ( ) nibyybybyyMyyY iiiiiiiin ,...,1,,,..., 0001 =<−↔+−∈↔∈=  

( ) ( ) nibyybybyyMyyY iiiiiiiin ,...,1,,,..., 0001 =<−Δ↔+−∈Δ↔∈ΔΔ=Δ  

Veamos, pues,  en qué condiciones se cumple tal desigualdad: 

imm

x

x
m

x

x
ni

x

x
niii bsMxxMdxMdxyyxfdxyyxfyy <=−=≤≤=−Δ ∫∫∫ 00110

000

.),...,,().,...,,(  

Es decir, tiene que verificarse que mi Mbs /0 <  y como también, por construcción del 

intervalo de existencia de las funciones yi es as <0 , la primera condición del 

teorema de existencia y unicidad se cumplirá en el intervalo [ ]0000 , sxsx +− , donde 

( ) niMbas ni ,...,1,/,min0 =<  
b) Demostremos ahora la segunda condición: 

Siendo ( ) ( )nn zzZyyY ,...,,,..., 11 == , para probar que ( ) ( )ZYdZYd ,., φ≤ΔΔ , con 

10 <<φ . Como es: 

( ) ∑
=

−=∈∀
n

i
ii xzxyxZxYdMZY

1

)()(max)(),(,,  

se tiene: 

( )

≤−=−=

=Δ−Δ=ΔΔ∈∀

∑ ∫∑ ∫∫

∑

==

=

n

k

x

x
nknk

n

k

x

x
ik

x

x
nk

n

k
kk

dxzzxfyyxfdxzzxfdxyyxf

xzxyxZxYdMZY

1
11

1
11

1

000

)].,...,,(),...,,([max).,...,,(),...,,(max

)()(max)(),(,,

 

( )ZYdsLnzysLn

zyxxLndxzyLndxzyLn

dxzyLdxzzxfyyxf

n

i
ii

n

i
ii

x

x

n

i
ii

x

x

n

i
ii

n

k

x

x

n

i
ii

n

k

x

x
nknk

,...max..

max...max....max.

.max.),...,,(),...,,(max

0
1

0

1
0

11

1 11
11

00

00

=−=

=−−=−≤−≤

≤−≤−≤

∑

∑∫∑∫ ∑

∑ ∫ ∑∑ ∫

=

===

= ==

 

Como ha de ser 1..0 0 << snL , y puesto que es positiva, será: 
nL

s 1
0 < . 

En definitiva, el intervalo en el que existe y es única la solución del sistema de 
ecuaciones diferenciales ordinarias es [ ]0000 , sxsx +− , debiendo verificarse la 
condición:  

ni
nLM

bas
m

i ,...,1,1,,min0 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<  
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