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El Teorema de la Base en los espacios vectoriales

La idea de base de un espacio vectorial es el concepto principal a la hora de
afrontar la geometria clasica y sus aplicaciones al andlisis matematico. Detallamos
aqui una secuencia de definiciones y proposiciones que permitan tanto repasar la
teoria basica como la obtencion de la prueba del Teorema de la Base, esto es, de
gue todas las bases de un mismo espacio vectorial han de tener el mismo nimero
de vectores, numero que define la dimension del espacio.

01. Introduccion: Espacios vectoriales. Subespacios.

01.1. Espacio vectorial. Producto de espacios vectoriales:
Un espacio vectorial es una estructura algebraica constituida por un A —grupo con

operadores, donde el conjunto A de los operadores es un cuerpo. Detallemos la
definicion.

El espacio vectorial esta constituido por un grupo conmutativo (V,+) y un cuerpo k
con una ley de composicién externa

kxV—->V

que verifica las cuatro propiedades siguientes:

DVa fekVxeV, (a+f).x=a.x+[p.X
2) Vae kVxyeV, a(x+y)=a.x+a.y
3) Va,f e kVx eV, a(f.x)=(a.p)X

4) VxeV,Ale k/1.x=x1=x

Los elementos del grupo conmutativo V se llaman vectores, y los elementos del
cuerpo son los escalares.

O sea, podemos representar al espacio vectorial como (V, k,+,.), y en definitiva se

trata de un k-modulo, en donde k tiene estructura de cuerpo. La definicién anterior
puede considerarse como la de un espacio vectorial a izquierda. Podemos
considerar asimismo la definicion de espacio vectorial a derecha, y ambas
definiciones coincidiran si el cuerpo k de definicidn del espacio es conmutativo. En
adelante consideraremos que k es, efectivamente, un cuerpo conmutativo.

Se verifican algunas propiedades elementales:

a) 0.x=0,pues: Va € k, a.x=(a+0).x=a.x+0.x—> 0.x=0
b) a.0=0,pues: Vxe V,ax=a.(0+X)=a.0+a.x—> a.0=0
C) a.x=0—>a=0vx=0,pues:

az0—->3a ' € k/a’l.azla(a’l.a)X:a’l(a.X):X—> a'l0=x—x=0
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d) (—a).x=—(a.X), pues: (—a).x=((-1).a).x=(=1).(a.X)=—(.X)

e) a.(—X)=—(a.x), pues: a.(-X)=a.((-1).X)=(a.(-1)).X=(-a).Xx=—(a.X)

f) ax=p.x—> a=p, pues:
ax=pX—>ax-px=0->(a-p).x=0->a-=0>a=p

9) aX=ay—>X=Yy:

ax=a.y—>ax—ay=0->a(x-y)=0->x-y=0->x=y

Dados dos k-espacios vectoriales, (V,,k+,.), (V,,k+,.), y el producto cartesiano de
ambos:

VxV,={(xy)/xeV,yeV,}

si, usando la misma notacion para las operaciones, definimos la suma de elementos
de \/1 X \/2 y el producto de un elemento por un escalar en la forma:

V(X5 %), (¥, ¥5) € VIXVo, (X, %)+ (W, Yo ) = (X + Vi, X, + 5 )
Va e kV(X,x) e XV, a(x,X,)=(aX,ax,)

resulta inmediato que tal suma es asociativa, conmutativa, con el (0,0) como

elemento neutro y tal que todo elemento (X, ) tiene por simétrico el (—x,—V).
Asimismo, se verifican las cuatro propiedades en el producto de los elementos de
V) xV, por los elementos del cuerpo k de escalares:

1) (a+p)(x )= a(x y)+p.(xY)

2) a[(XI,X2)+(y1,y2)]:a(xl,X2)+a(y1,y2)
3) (ap)(x,y)=a(B(X ¥) = (af) (X y)

4 Lxy)=(xy)

En definitiva, el producto cartesiano de dos espacios vectoriales es un espacio
vectorial sobre el cuerpo K sobre el que ambos espacios estan definidos. Se

denomina Espacio vectorial producto de los espacios vectoriales V. 'y V.

01.2. El reticulo completo de los subespacios vectoriales.
Un subconjunto L < V de vectores de un espacio vectorial (V, k,+,.) se dice que es
un subespacio vectorial o una variedad lineal del mismo si tiene estructura de
espacio vectorial con respecto a las mismas leyes que confieren a (V,k,+,.)

estructura de espacio vectorial. En definitiva, si (L, k,+,.) es espacio vectorial.

El teorema de caracterizacion mas interesante se puede enunciar del modo
siguiente.

Teorema 1.2.1:
La condicién necesaria y suficiente para que L — V seauna variedad lineal de V es
que
Vx,ye LVa,fek ax+pyel.
Es condicién suficiente:
Se trata de probar que si se verifica la relacién de pertenencia indicada entonces
L = Ves un subgrupo aditivo de V (que también seria conmutativo por ser
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conmutativo el grupo V) y observar que también se cumplen las propiedades del
producto de los escalares del cuerpo k por los elementos de L. Efectivamente:

Si hacemos =1y f=-1, serd ax+pye L — x—ye L — Lsubrupo aditivo del
grupo V

Si hacemos f=0,serd ax+pfye L —>axe L, es decir el producto de escalares

por los elementos de L son elementos de L, y como también son elementos de V,
que es espacio vectorial, se verifican las propiedades del producto de elementos del

cuerpo k por los elementos de L. En definitiva, (L,k,+,.) es espacio vectorial,
variedad lineal de (V,k+,.).

- Es condicién necesaria:
Si (L,k,+,.) es un k-espacio vectorial, es obvio que Vx,ye L Va,f €k, se
verifica que: a.Xxe LAflye L—>ax+pyel

La siguiente proposicion a considerar es la que afirmaria que la interseccion
conjuntista de las variedades lineales de un espacio vectorial es también una
variedad lineal del mismo.

Teoema 1.2.2:
Consideremos una familia {L,.}I,E,de variedades lineales del espacio vectorial
(V.k+,.). Se tiene que

VX ye Q/L,,Va,,b’e k—>xyel,iel—> ax+pyel.,iel —>ax+pyenlL,

iel

luego (m L,.,k;+,.) es variedad lineal del espacio vectorial dado.
iel

La familia @(V) de los subespacios de Ves una familia de Moore vy, por
consiguiente, un reticulo completo, ya que se cumplen las condiciones de su
definicion:

1) Ve pV).

2) QIL, e p(V).
La clausura de Moore de una parte M — V del k-espacio V es la interseccién de
todos los subespacios que contengan a M:

M=nL/McLAL epV),iecl

iel
Si consideramos las partes {M,-}jeJde V, el minimo subespacio que las contiene es
la clausura de Moore de la union de todas ellas:
UM,
jed
Desde el concepto de clausura de Moore podemos definir la suma de una familia de
subespacios vectoriales {Li},' ,como la clausura de Moore de la union:
€

dL=UL [1.2.1]

iel

También se puede establecer la suma de veriedades lineales como:

ZL,:{XE V/x=) xnrxel,ic /}

iel iel
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probando a continuacidon que se trata del minimo subespacio vectorial que contiene
a UL,

iel
Con esta definicién de clausura de Moore y de suma de subespacios, podemos ya
establecer el infimo y el supremo por pares en la familia (V) de los subespacios

de un espacio vectorial:
inf,, (L,L)=LnL;, sup,y,(L,L)=L+L,=LUL;

y mediante induccién matematica, el infimo y el supremo de la familia (V) de los

subespacios de V:
infw(V) ({ Lf}iel) =N Li

iel

Sup(/’(v)({Li}iel) =ulL,

iel

Puesto que una variedad lineal de un espacio vectorial (V,k,+,.) es un

A —subgrupo del A—grupo V (grupo con dominio de operadores A=Kk), y el
reticulo de los A —subgrupos es subreticulo del reticulo de los subgrupos, se sigue,
en definitiva, que el reticulo de las variedades lineales de (V, k,+,.) es subreticulo

del reticulo de los subgrupos del grupo V.

Teorema 1.2.3:
- * - - -
El conjunto M de las combinaciones lineales de los elementos de M — V es un

espacio vectorial que coincide con M, clausura de Moore de M o variedad lineal
engendrada por M.
En efecto:

n
Sies M = Zajxj/xj € M,a; € K{, y siendo M el minimo espacio vectorial
j=l

n
que contiene a M, serd ZO‘/XJ eM5>M*cM
Jj=1
n
Por otra parte, si Zajxj e M* — M *espacio vectorial que contiene a My M es
Jj=1
el minimo espacio vectorial que contiene a M—> M cM*

Y de ambas inclusiones se deduce la igualdad.

Teorema 1.2.4:
Para cualquier k-subespacio (L,k;+,.) del k-espacio (V,k;+,.) siempre es posible

definir una relacién R de equivalencia de modo que el conjunto cociente de V por
dicha relacion de equivalencia es también un k-espacio vectorial.

Efectivamente, basta definir la relacion R por la condicién
XRye>x-yel, xyeV

Trivialmente, es reflexiva, simétrica y transitiva, por lo que se trata de una relacién
de equivalencia, cuyas clases pueden representarse por X+L, y+L, z+L,... O sea,

el conjunto cociente de V por la relacion de equivalencia es:
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V/L={x+L/xeV}

Para ver que se trata de un espacio vectorial sobre el cuerpo k, bastara definir la
suma de clases y el producto por los elementos del cuerpo en la forma:

V(x+L),(y+L)e V/L, (x+L)+(y+L)=(x+y)+L
Va e kV(x+L)e V/L, a.(x+H)=ax+H

de donde resulta que (V/L,+) es un grupo conmutativo por serlo (V,+), ya que

sumar clases consiste, en realidad, en sumar elementos del espacio, verificAndose
asimismo las propiedades del producto de escalares por las clases del conjunto
cociente que definen la estructura de espacio vectorial:

Va,f e kV(x+L) e V/L, (a+p)(x+L)=a(x+L)+p(x+L)

Va e kV(x+L),(y+L) e V/L, a[(x+L)+(y+L)]=a(x+L)+a(y+L)
Va,f e kV(x+L) e V/L, (a.f)(x+L)=a.[B(x+L)]

V(x+L)e V/L,31 € k/1.(x+L)=(x+L)

02. Base y dimension. Teorema de la Base.

02.1 Dependencia e independencia lineal.
Un conjunto de n vectores del espacio vectorial V son linealmente independientes
sii cualquier combinacién lineal nula de los mismos implica necesariamente que
todos los coeficientes son nulos:

n

X, i=1,..,n lindepend <> . x=0—>a,=0,i=1,.,n
i=1

Cuando en una combinacion lineal nula existen coeficientes no nulos, los vectores

se dicen linealmente dependientes:

n

X, i=1,...n l.depend<> D . % =0->3a;#0, j € [L...,n]
i=1

Un subconjunto M <V de un espacio vectorial V se dice que es linealmente

independiente sii todo subconjunto finito de M es linealmente independiente:
M c V Lindepenolibre<>¥[m,...m]c M —m,i=1,..,k lindgpend

Sea M < V una familia de vectores de V linealmente independientes. Un vector del
espacio se dice que es linealmente dependiente de M sii existe un numero finito de
elementos de M y un conjunto de escalares del cuerpo k tal que dicho vector puede
expresarse como combinacion lineal de ellos:

h
x eV |.depend deM <>3(m,...m) = MA3(a,,....e,) € kI x=D a;.m,
j=1
Teorema 2.1.1:
Si McV es linealmente independiente, entonces la expresion de un
vector X € V como combinacion lineal de elementos de M es Unica.
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En efecto:
Si hubieran dos expresiones distintas para el vector x:

p
x=Yam, meM,i=1..p
i=1

q
X=Yfm, my e M, =0
j=1
su diferencia seria
p g P J
0=x—Xx= Za,.m,- —Zﬂjmj = Zairni +Z(—ﬂ,-)m,-
i=1 j=1 i=1 J=

haciendo -f,=a,,;, j=1,...,q, se tendria que

p q p g p prq p+q
0= Zairni +Z(_ﬂj)rnj = Zairni +Zap+jmp+j = Zairni + Z o;m = Zairni
i1 j=1 i1 j=1 i1

i=p+l i=1
es decir:
prq

Za,m, =0 con @; #0 - m,i=1,..., p+q no serian linealmente independientes, y
i=1

por tanto M c— V no seria una parte linealmente independiente del espacio
vectorial.

Dos partes linealmente independientes de un espacio vectorial se dice que son
equivalentes si todo vector de una es combinacion lineal de vectores de la otra. Es
obvio que tal relacion es reflexiva, simétrica y transitiva, por lo que es una relacién
de equivalencia que clasifica las partes linealmente independientes del espacio
vectorial.

El siguiente teorema, llamado teorema del cambio, permite determinar conjuntos
de vectores equivalentes a un conjunto dado.

Teorema 2.1.2:
Dados dos conjuntos de vectores de un k-espacio vectorial V, finitos y linealmente

independientes,Pz{XI,...,Xp} y Q:{yl,...,yq}, donde cada elemento X, de P es

linealmente dependiente de Q, se verifica que pP<q y pueden sustituirse p

elementos de @Q, por ejemplo los p primeros, por los p elementos de P,
obteniéndose un conjunto Q’ de vectores que es equivalente al conjunto Q dado.
Veamos la demostracién por induccion.

a) Qz{yl,...,yq}es linealmente independiente, es decir, todo subconjunto finito de

Q es linealmente independiente.
Si P={Xx} obviamente es | = p<gq, y, por hipétesis, x; depende linealmente de Q.

,

Supongamos que tal dependencia sea expresable por )q:ZI;y,. Al ser x #0,
i=1

existe al menos un r; #0. Supongamos que sea I, #(. Sera:

r r
1 r
X =Y+ 20N =X =D,
i=2 fi i=2 ri
por lo que al sustituir en Q:

Q'= {Xl,yz,...,yq} es linealmente independiente, y ademas todo elemento de Q’ es

combinacion lineal de elementos de Q, y reciprocamente, todo elemento de Q es
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combinacion lineal de elementos de Q’, por lo que Q y Q’ son equivalentes vy la
proposicion se verifica para p=1.

b) Continuando con el proceso de induccidon, supongamos ahora que la proposiciéon
es cierta para p=h y comprobemos que si fuera asi, entonces habria de ser cierta
también para p=h+1.

O sea, supongamos que Q'={X ..., Xy, Ynio-s Yo} ® Q={Viseows Vios Voo Yo} Y
veamos que en tal caso habria de ser también

{Xoseees Xists Yinaseews Y } = { Voseves Yo Yirseves Yo }
Por hipodtesis del teorema, todo elemento de P es combinacion lineal de los
elementos de Q, luego x,,; es combinacion lineal de los elementos de Q vy, por

tanto, también es combinacion lineal de Q':{Xl,...,Xh,yhﬂ,...,yq} por ser Q’

equivalente a Q, por hipétesis de induccion.
Sea, por ejemplo: X, =hX +...+ X, + 1, Y, +...+ 1Y, Habra de ser h+1<q,

"
pues si fuera h+1>(q, entonces X, seria solo combinaciéon lineal de los

{Xl’,...,xh}, lo cual es imposible, pues por hipdtesis del teorema los elementos de

P= {Xv-'-: Xp}son linealmente independientes.

Asimismo, y por la misma razén, tampoco podrian ser nulos todos los coeficientes
Fes k> h+1, ya que entonces se daria la misma contradiccion.

h q
Sea, por ejemplo, ,,, #0: X, =ZI}X, + XVt Z .y, , de donde, despejando:
i=1 i=h+2

1 Lo &or
Vi =— X, —Zr—’x, - Z ——;, por lo que al sustituirlo en Q":
=1 "h+l

,;Hl i=h+2 f h+l

Q'={Xl,...,Xh,Xh+1,yh+2,...,yq}es linealmente independiente y ademas todo

elemento del conjunto Q” es combinacion lineal de elementos de Q.
En definitiva, la proposicion es cierta para h+1, el teorema se verifica, entonces,
para cualquiera que sea el cardinal p<q.

De este teorema puede obtenerse un corolario, que es inmediato para el caso de
sistemas finitos de vectores del k-espacio vectorial:

Si dos conjuntos finitos de vectores, P y Q, son linealmente independientes y
equivalentes, tienen igual cardinal.

En efecto, pues por el teorema anterior, si es p=card(P), y es g=card(Q), se tiene
gue, al ser los elementos de P dependientes de los elementos de Q, se cumplird
que p<q vy, reciprocamente, al ser los elementos de Q dependientes de los

elementos de P, sera g< p, con lo que, de ambas desigualdades, p=q.

El anterior corolario es, pues, inmediato, si los sistemas de vectores P y Q tienen
cardinal finito. En el caso de que se trate de conjuntos infinitos de vectores la
proposiciéon también se verifica, aunque requiere una prueba mas elaborada, que
trataremos de exponer en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.3:

Si dos familias de vectores, P y Q, son linealmente independientes y equivalentes,
tienen igual cardinal.

Demostracién:

Sean los conjuntos P:{X,. eVl/ie I} y Q:{yj /je J}. Por ser equivalentes, se

tiene:
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VX e P:Ele:{yxl""’yx,} - Q/X:irjyxj’rf €k

j=1
S

Vye QIR ={X,,...x, | c Ply=) sx,.s €k
i=l

Por ser linealmente independientes:

Yax,=0>a=.=a,=0, > y=0>p=.=4=0
h=1 I=1
F

De lo visto anteriormente, los conjuntos QX y son finitos y contenidos

respectivamente en Q y en P.
Llamemos Z=U Q. y W= U P,. Se tiene obviamente que Zc Qy Wc P.

xeP yeEQ
Veamos que Z=Q mediante reduccién al absurdo:

UL
Pues si 3y, € Q/ Yy, ¢ Z, seré entonces y, =Z,Bjxj /X; € P,y como es:
j=1

m; my m; m

X; € P— xj:Za,y,/y, € Q, por lo que yk=z,6’j Za,y, =Z}/,y,, pero esto
=1 =1 =1 =1
Ik ! 12k 12k

implicaria que Q:{yj /] e J} no es linealmente independiente, contra la hipdtesis.

Luego, Vy, € Q= y, € Z— Qc Z, y de ambas inclusiones, 0=Z= U Q,.

xXEP
En definitiva, se tiene que ambos conjuntos cumplen Q = U Q. yP= U P.
XEP yeQ -

Si Q es infinito y cada uno de los Q, = {yxl,...,yx } es finito, se deduce que la unién

0= U Q, es infinita (pues la unién de un nimero finito de términos finitos nunca
xEP

seria infinita). Luego, la familia cuyos elementos son los thiene infinitos

elementos:
Q*={Q,/ x € P} tiene infinitos elementos

Sea la aplicacion f:P— Q*, definida por la condicion Vx € P, f(x)=Q, € Q*.
Tal aplicacién es suprayectiva, ya que VQ, € Q*,3x € P/ f(x)=Q,
Puesto que

.

V{ Yoo ¥y } € Q% 3xE PIX=2 1y,

=1

La aplicacién f no es inyectiva, pues para un mismo QX:{yxl,...,yX,} y conjuntos
diferentes de coeficientes r; se obtienen diferentes elementos de P. Es decir:
No[ f(x)= f(y)— x=]
Al no ser inyectiva, se tiene que card(P) > card(Q*).
Veremos ahora que card(Q*)> card(Q), con lo que llegariamos a la conclusion de
que card(P)> card(Q).
Sabemos que si un conjunto @ es infinito, se verifica que card(¢x ¢)=card(¢).
Por tanto, en nuestro caso, siendo Q*infinito: card(Q*xQ*)= card(Q*).
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Sea la correspondencia g: Q— Q*xQ* definida por

vy € Q 9(y)=(Q,Q) e Q*xQ*

donde las dos proyecciones, pri(y)=Q, vy pr,(y)= Qy, las elegimos de modo que
¥ € Q,VQ, e Q*

Tal correspondencia sera aplicacion inyectiva si imponemos dos condiciones mas a
la definicién:

a) Elegimos solo uno de los elementos de Q, € Q*entre los que verifican que
¥, € Q,. Es decir, un mismo Q, serad primera proyeccién de, a lo sumo, un
namero finito de ;.

b) Elegimos como segunda proyecciéon un Qy e Q* tal que si dos elementos, y;
y v;, tuvieran igual la primera proyeccion ( pr,(y;) = prl(yj)) entonces tengan
distinta la segunda (pr,(y;)# pr,(y;)). Esto siempre es posible al ser
Q finito y Q*infinito.

Al ser g:Q— Q*xQ* inyectiva, se tendrd que
card(Q) < card(Q* xQ*) = card(Q*) . En definitiva, tenemos:
> *
card(P)= card(Q") — card(P) > card(Q)
card(Q) < card(Q*)

Si repetimos ahora para P los mismos pasos que hemos dado para Q, llegaremos
por analogia a la desigualdad:

card(Q) > card(P)
Luego, de ambas, deducimos la igualdad de ambos cardinales:

card(Q)=card(P)

02.2. Bases. Teorema de la Base.
Se dice que Gc Ves un sistema de generadores del k-espacio V sii cualquier

vector del espacio puede expresarse como combinacion lineal de un nimero finito
de elementos de G.

Una base de V es un sistema de generadores que es linealmente independiente.

Teorema 2.2.1:

Todo sistema de generadores irreducible es una base, y reciprocamente, toda base
es un sistema de generadores irreducible.

Demostracion:

Sea G= {uj eV/je J}un sistema de generadores irreducible (sgi).

Veamos que G sgi — G base:
Por reduccion al absurdo: Si G no fuera base, entonces no seria linealmente

m
independiente, luego Z;/juj =0—>3y, € k/y,#0, por tanto:
i=1

Z]/juj =y,U, +Z7juj =0—>u,= —Z—’ u;, delo cual:
j=

j#h j=h Vh
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m m m m m
_ _ _ 7i _
VxeV, X—Z(Pjuj = (phuh"'z(pjuj =& _Z_uj +Z(P,Uj —ZCD/-U/-
j=1 jh j=h Vh jzh j%h
Es decir, x seria combinacion lineal de vectores de G-u,, por lo que G seria
reducible, contra la hipdtesis de que G es sgi. Luego G ha de ser base.

- Veamos que G base— G sgi:
También por reduccion al absurdo: Supongamos que G no sea irreducible, entonces
podria suprimirse algin elemento de modo que los restantes sigan siendo sistema
de generadores. Sea U, € G/G—uhes sistema de generadores de V:

m
Vxe V,30, € k,I:I,...,m/X:z(D,u,. En particular, como U, € V, también serd
I#h

m m m

u, :Zq),u, — uh—ZCD,u, =0—>30* ;tO/zq)*, U, =0— G no es base, contra
I#h I#h I=1

la hipétesis. Luego G ha de ser sistema de generadores irreducible.

Teorema 2.2.2:
Si Gc V es un sistema de generadores del k-espacio V en el que todo vector del
espacio tiene expresion Unica, entonces G es una base. O sea

n
VxeV,x=Y pu,u € G g, €k unica— G base
i=1
Demostracion
Como todo vector del espacio puede expresarse de forma Unica en G, elijamos el
vector ) € V y expresémoslo como combinacidn lineal de elementos de G:

0=Y U —>0=0y +..+0.u, nica— ¢, =...= g, =0 — G lin. independ
i=1
por tanto:

G sist. gener AGlin. independ — G base

Dado un k-espacio vectorial V, se denomina familia de vectores de V libre maximal
a toda familia de vectores linealmente independiente que no estd contenida
estrictamente en ninguna otra familia linealmente independiente del k-espacio V.

La existencia de familias libres maximales en un k-espacio vectorial se muestra en
el siguiente teorema.

Teorema 2.2.3:
1) En todo k-espacio vectorial V existen familias de vectores libres maximales.
2) Para cualquier parte L < V linealmente independiente existe una familia de
vectores M < V libre maximal tal que Lc M.
Demostracién:
1)Para probar que en todo espacio vectorial existen familias libres maximales
bastara probar que toda familia M de partes de V linealmente independientes es U-
inductiva, por lo que en virtud del Lema de Zorn, existe en la familia al menos un
elemento maximal. Es decir, se trata de probar: a) que existen familias linealmente
independientes no vacias, b) que toda cadena de partes de V contenida en M,
ordenadas por inclusién, estda mayorada. Con esto, aplicando el Lema de Zorn se
infiere que la cadena tiene mayorante minimo o supremo, que al estar contenido en
M es linealmente independiente y maximal.
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M es no vacia, pues cualquier vectorxe V/x%(0 constituye una parte{x}

linealmente independiente, y, por tanto, contenida en M. Sea, entonces, C una
cadena de partes de M ordenada por inclusion, y sea

¢*=U¢

$pEC

Veamos que ¢*e M: Si es {X,...,X,} € g*>3p e C/{x,...,X,} € p.Luego, los
elementos de ¢* son linealmente independientes, lo que implica que ¢* € M.
Ademas, ¢c ¢*, V¢ e C, por lo que M es U-inductivo, y aplicando el Lema de
Zorn, existe elemento maximal, que al estar contenido en M, es maximal y
linealmente independiente.

2)Si es L < Vuna parte linealmente independiente, y es M la familia de las partes
linealmente independientes, repitiendo el proceso anterior encontramos que M no

es vacia, pues L < M, y que es U-inductiva, por lo que contiene al menos un
elemento libre maximal que contiene a L.

Teorema 2.2.4:

Dos sistemas de vectores libres maximales, M y M’, son equivalentes. Esto es, todo
elemento de uno de ellos es combinacién de un nimero finito de elementos del
otro.

Dem.:

Si hubiera un elemento ¢ de M que no fuese combinacién lineal de elementos de

M’, entonces se afiadiria a M’ , con lo que {M',u} seria linealmente independiente

y M’ no seria libre maximal.
Luego todo vector de uno de ambos sistemas ha de ser combinacién lineal de los
vectores del otro. Ambos son equivalentes.

Teorema 2.2.5:

Dos sistemas de vectores libres maximales tienen igual cardinal.

Dem.:

Ambos sistemas son linealmente independientes y equivalentes, luego, por el
teorema 2.1.3, tienen igual cardinal.

Sabemos, por definicion, que una base es un sistema de vectores linealmente
independientes. Veamos una caracterizacion del concepto de base mediante la idea
de sistema de vectores libre maximal.

Teorema 2.2.6:
En todo k-espacio vectorial V, la condicidn necesaria y suficiente para que una
parte Bc V sea una base es que sea libre maximal sobre V.
Dem.:
- Condicién necesaria: Si B es base de V, entonces es sistema de vectores
linealmente independiente, con lo que

n
VxeV-B x=).pb,beBgck
i=1
es decir, B es libre maximal.
Condicién suficiente:

Si B es libre maximal entonces, Vx e V, {B, X} es linealmente dependiente.

Es decir, existe una combinacion lineal nula con algin coeficiente no nulo:

n
ax+Zgo,b, =0,a#0
i=1
con lo cual:
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x=—zn:ﬂb,, a#0

i=1
n

por tanto, Vx eV, X:Zgb,b,., b € B ¢ €K,y B es sistema de generadores
=1
de V.

Teorema 2.2.7: (Teorema de la Base)

Dos bases de un espacio vectorial tienen el mismo cardinal.

Demos.:

Si dos partes de V, BV y Bc 'V, son bases, entonces, por el teorema 2.2.6,
son libres maximales, y por el teorema 2.2.4, son equivalentes. Si son equivalentes
y libres maximales verifican el teorema 2.2.5 y tienen igual cardinal.

Sobre la existencia de bases en un k-espacio vectorial dado, podemos enunciar la
proposicidon siguiente.

Teorema 2.2.8:

Todo espacio vectorial V admite al menos una base.

Para toda parte M < Vexiste al menos una base Bc V que contiene a M.

Dem.:

Toda base es sistema libre maximal por teorema 2.2.6. y por el teorema 2.2.5, se
verifica el enunciado.

02.3. Dimension.
En [1.2.1] hemos definido la suma de variedades lineales como la clausura de
Moore de la unién

L+L=L0L,

1
O bien como

L+L,={xeV/x=x+X, x,elL,x, eL,}

La suma directa de dos variedades lineales disjuntas se define como la suma de
ambas:

LeL =L+L,/LNnL =¢

Dada una variedad lineal L <V, se denomina variedad suplementaria de L a otra
variedad lineal W < V que cumpla L&@W=V.

Teorema 2.3.1.

Para toda variedad lineal L — V existe al menos una variedad lineal suplementaria
WcV.

Demostracién:

Sea B una base de V y sea BL una base de la variedad L < V. Siempre es posible
completar BL con un subconjunto de B para obtener otra base B’ de V que contiene
a BL. Si llamamos W < Va la variedad lineal de V engendrada por BW=B'-BL, se
tiene que al ser BL y BW dos partes disjuntas de la base B’, el espacio V es suma
directa de ambas variedades lineales, L @ W=V, por lo que una de ellas es
suplementaria de la otra.
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Un espacio vectorial de tipo finito es un espacio vectorial que admite una base
finita. Si el nUmero de vectores de sus bases es n, se dice que su dimensidn es n:

dimV=n
Es inmediato, de lo visto anteriormente, que n es el nUmero maximo de vectores
linealmente independientes en un espacio de tipo finito de dimension n.

Asimismo resulta trivial que si L es subespacio vectorial de V, es dimL <dim V.
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