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Los Polinomios de Tchebycheff 
 
 

 

 
Tchebycheff 

(imagen de Wikipedia) 

Descubiertos por el matemático ruso Pafnuti Lvóvich 
Tchebycheff (1821-1894), son polinomios de gran 
importancia en la teoría de aproximación de 
funciones, ya sea por interpolación o bien por ajuste 
en los llamados nodos de Tchebycheff (las raíces de 
estos polinomios). El uso de estos polinomios en estos 
nodos para realizar la interpolación funcional permite 
minimizar el llamado error de Runge, que consiste en 
un aumento del error de interpolación cuando se usan 
polinomios de alto grado. 
 
Presentan, como veremos la particularidad de que 
pueden obtenerse de forma recursiva y también como 
soluciones de una cierta ecuación diferencial de 
segundo orden. 

 
 
 

 
 
 
1. Definición de los polinomios de Tchebycheff. Propiedades básicas: 
 

- Definición. Se pueden definir por la condición 
 

)arccos.cos()( xnxTn =  

 
          es decir: 

        1)0cos()arccos.0cos()(0 === xxT                                  

                  xxxxT === )cos(arccos)arccos.1cos()(1              
 

...............

...............
 

                  )arccos.cos()( xnxTn =  

                                                                                                                   
 
- Propiedades básicas: 
 

a) Oposición: 
                      )()arccos.cos()arccos.cos()( xTxnxnxT nn ==−=−  

          o sea: 
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)()( xTxT nn =−  

 
b) Suma más diferencia: 

 
           si llamamos xarccos=φ : 

 

    
)().()cos().cos(

)cos())cos(()arccos)cos(()(
φφφφ

φφφ
msennsenmn

mnmnxmnxT mn

−=
=+=+=+=+  

                       
)().()cos().cos(

)cos())cos(()arccos)cos(()(
φφφφ

φφφ
msennsenmn

mnmnxmnxT mn

+=
=−=−=−=−  

                      )().(.2)cos().cos(.2)()( xTxTmnxTxT mnmnmn ==+ −+ φφ  

 
)().(.2)()( xTxTxTxT mnmnmn =+ −+  

 
c) Una fórmula recurrente: 

 
Si en la fórmula anterior de suma más diferencia, hacemos m=1 resulta: 
 

)()(.2)().(.2)().(.2)()( 11111 xTxTxxTxxTxTxTxTxT nnnnnnn −+−+ −=⇒==+  

 
)()(.2)( 11 xTxTxxT nnn −+ −=  

 
 
Si aplicamos esta fórmula de recurrencia obtenemos en la práctica todos los polinomios 
de Tchebycheff partiendo desde los dos primeros: 

 

1.2)()(.2)( 2
012 −=−= xxTxTxxT  

( ) xxxxxxTxTxxT 3412.2)()(.2)( 32
123 −=−−=−=  

( ) 188)12(342)()(.2)( 2423
2314 +−=−−−=−= xxxxxxxTxTxxT  

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 
 

 
d) Son soluciones de una ecuación diferencial: 
 

Si llamamos xarccos=φ , será:  

22 1
1

cos1
11´'.1cos

xsen
senx

−
−=

−
−=−=→−=→=

φφ
φφφφ  

          por tanto, si derivamos el polinomio :)(xTy n=  

          
φ
φ

φφφ
sen
nsennnsennnxTy n

)()('..))'(cos())'((' =−===  

          y la segunda derivada: 
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22

2

22

2

2

2

2

1
'.

1
.

1
cos'.

1
.

).()cos(')(.cos'..).cos("

x
xy

x
yn

x
y

x
yn

sen
ctgnnsennn

sen
nsensennnny

−
+

−
−

==
−

+
−

−
=

=
+−

=
−

−=

φ

φ
φφφ

φ
φφφφφφ

 

 
           y se obtiene la ecuación diferencial 
 

0'").1( 22 =+−− ynxyyx  
 

e) Los polinomios )arccos.()( xnsenxWn =  verifican también la ecuación diferencial 

de Tchebycheff: 
 

Para comprobarlo, hagamos igual que en el caso de los polinomios Tn(x) de 
Tchebycheff. 

22 1
1

cos1
11'.1cos

xsen
senx

−
−=

−
−=−=→−=→=

φφ
φφφφ  

          derivamos el polinomio :)()( φnsenxWy n ==  

          
φ
φ

φφφ
sen
nnnnnsenxWy n

)cos()cos('..))'(())'((' −====  

          y la segunda derivada: 
 

          

22

2

22

2

2

2

2

1
'.

1
.

1
cos'.

1
.

).cos()(')cos(.cos'..).("

x
xy

x
yn

x
y

x
yn

sen
ctgnnnsenn

sen
nsennnsenny

−
+

−
−=

−
+

−
−

=

=
−−

=
−−

−=

φ

φ
φφφ

φ
φφφφφφ

 

 
           resultando: 

0'").1( 22 =+−− ynxyyx  
 

f) Los polinomios 
21
)()(
x
xWxY n

n
−

=  se obtienen mediante la misma ley recurrente 

que permite obtener los polinomios de Tchebycheff: 
 

Efectivamente, pues al ser 
φ
φ

sen
nsen

x
xW

xY n
n

)(
1

)(
)(

2
=

−
= , se tendrá: 

φ
φφφφ

φ
φ

sen
nsenmmsenn

sen
mnsenxW mn

cos.cos.))(()( +
=

+
=+  

         
φ

φφφφ
φ

φ
sen

nsenmmsenn
sen

mnsenxW mn
cos.cos.))(()( −

=
−

=−  

φ
φφ

sen
msennxWxW mnmn

cos.2)()( =+ −+  

haciendo m=1: 
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)(.2)().(2cos).(2cos.2)()( 111 xWxxTxWxW
sen

sennxWxW nnnnn ====+ −+ ι
φ

φφ
 

 
         y en definitiva es       )()(.2)( 11 xWxWxxW nnn −+ −=  
 
Los polinomios )(xWn que se obtienen mediante esta ley recurrente (también llamados 

polinomios de Tchebycheff de 2º tipo) serían: 
 

1).1()(,0).0()( 10 ====
φ
φ

φ
φ

sen
senxW

sen
senxW  

xxWxxWxW 2)()(2)( 012 =−=  

1412.2)()(2)( 2
123 −=−=−= xxxxWxxWxW  

xxxxxxWxxWxW 482)14(2)()(2)( 32
234 −=−−=−=  

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...  

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 
 
 
 
g) Las raíces de los polinomios de Tchebycheff: 
 
Están en el intervalo [-1,1], por tratarse de cosenos trigonométricos circulares. 
Veamos que el conjunto de puntos dado por 
 

1,...,1,0,
2

12cos −=





 +

= nj
n
jx j π  

 
son las raíces del polinomio :)(xTn  

 

( )

0
2

)12(cos
2

12.cos

2
12cosarccos.cos)arccos(.cos)(

=





 +=






 +

=

=





















 +

==

π
π

π

j
n
jn

n
jnxnxT jjn

 

 

(ya que 
2

)12( π
+j  representa un número impar de veces la amplitud del primer 

cuadrante, esto es, un número impar por 90º, y tiene por tanto coseno nulo) 
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2. Los polinomios de Tchebycheff son ortogonales: 
 
Teorema 2.1: Los polinomios )(xTn  son ortogonales con  función de peso 

21
1)(
x

xp
−

= . En el intervalo [ ]1,1−  se verifica: 

 

∫
− 








≠=
==

≠
=

−

1

1
2

0,2
0,

,0

1
).().(

nmsi
nmsi
nmsi

x
dxxTxT mn

π
π  

 
Demostración: 
serán: 
                                       )cos()(),.cos()( φφ mxTnxT mn ==  

 

con:      
22 1cos1

.cos
x

dxdx
sen
dxddxdsenx

−
−=

−
−=−=→=−→=

φφ
φφφφ  

 
Se tiene, por consiguiente: 
 
 

∫∫ ∫
−=

=−

=

−=

=−=
−

1

1

1

1

1

1
2

).cos().cos().cos().cos(
1

).().(
x

x

x

x
mn dnmdnm

x
dxxTxT φφφφφφ  

 

y como es: [ ]φφφφ )cos()cos(
2
1)cos().cos( nmnmnm −++=  

 

y, asimismo el cambio de limites:  




=→=→=
=→−=→−=

01cos1
1cos1
φφ

πφφ
x
x

 permite expresar la 

integral en la forma: 
 

[ ]∫∫ −++=
−−

π

φφφ
0

1

1
2

.)cos(.)cos(
2
1

1
).().( dnmnm

x
dxxTxT mn  

 
que resolvemos para las diferentes alternativas de los valores de m y n: 
 

- Si son nm ≠ : 

[ ]

0)()(
2
1

.)cos(.)cos(
2
1

1
).().(

0

0

1

1
2

=







−
−

+
+
+

=

=−++=
− ∫∫

−

π

π

φφ

φφφ

nm
nmsen

nm
nmsen

dnmnm
x

dxxTxT mn

 

- Si son 0== nm : 
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[ ] ∫∫∫ ==+=
−−

ππ

πφφφφ
00

1

1
2

.)0cos(.)0cos(
2
1

1
).().( dd

x
dxxTxT mn  

 
 

- Si son 0≠= nm : 
 

[ ]
22

0
2
1

2
)2(

2
1.)0cos(.)2cos(

2
1

1
).().(

000

1

1
2

ππ
φ

φ
φφφ

πππ

=+=+=+=
−

∫∫
− m

msendm
x

dxxTxT mn  

 
 
Teorema 2.2: 

Si es 1,...,1,0,
2

12cos −=





 +

= nj
n
jx j π  un conjunto de soluciones del polinomio de 

Tchebycheff )(xTn , entonces el conjunto de polinomios de Tchbycheff { } nrr xT <)(  es 

ortogonal en los puntos 1,...,1,0 −= nxi  

 
Demostración: 
 

[ ]∑∑

∑∑∑
−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−++++=++=

=
++

==

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

)))(12cos(()))(12cos((
2
1)).12cos(().)12cos((

)
2

12cos().
2

12.cos())cos(cos()).cos(.cos()().(

n

j

n

j

n

j

n

j
j

n

j
jmjl

MLjMLjMjLj

n
jm

n
jlxjmarxcarlxTxT ππ

 

     (donde son 
n
mM

n
lL

2
,

2
ππ

== )           [*] 

de forma genérica podemos calcular aparte este tipo de sumandos. Así, considerando 

que es 
n
hH
2
π

= , se tendría: 

 









−
−

=







−

−
==+ ∑∑

−

=

−
+

−

= 1
1

1
.))12cos(( .2

.2
.

1

0
.2

..2.).12(
.)12(

1

0
iH

inH
iH

n

j
iH

iHiHiHn
iHj

n

j e
eereal

e
eeerealerealHj  

 
aquí nos encontramos con dos alternativas: 
 

a) :imparh entonces →−==→== 1..
2

2.2 .2 ihinH eeihi
n
hninH ππ
π
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( )
( )( )

0
2cos.22

..2Re.2

)22(cos)22(cos2
)(cos)(cosRe.2

11
.2

11
1.2

1
.2

1
11))12cos((

.2.2

..

.2.2

.2.

.2

.

.2
.

1

0

=
−
−

−=

=
−−+−

+−−
−=

+−−
−

−=

=







−−

−
−=








−

−=





−
−−

=+→

−

−

−

−−

=
∑

H
senHial

HisenHHisenH
isenHHisenHHal

ee
eereal

ee
eereal

e
ereal

e
erealHj

iHiH

iHiH

iHiH

iHiH

iH

iH

iH
iH

n

j

 

b) :parh  →==→== 1..
2

2.2 .2 ihinH eeihi
n
hninH ππ
π

 

0
1

11
1
1))12cos(( .2

.
.2

.2
.

1

0
=





−
−

=







−
−

=+→∑
−

=
iH

iH
iH

inH
iH

n

j e
ereal

e
eerealHj , si es 1.2 ≠iHe  

    - si es nkhk
n
hkHe iH .2.2
2

2.221.2 =→=→=→= π
π

π  

kik
n

j

ik
n

j

ikijk
n

j

ikj

n

j

i
n
nkjn

j

i
n
hjn

j

iHj
n

j

nknenrealerealeerealereal

erealerealerealHj

)1.(cos.).(.1.

))12cos((

.
1

0

.
1

0

..2
1

0

..)12(

1

0

.
2
.2)12(1

0

.
2

)12(1

0

.)12(
1

0

−======

====+→

∑∑∑

∑∑∑∑
−

=

−

=

−

=

+

−

=

+−

=

+−

=

+
−

=

ππππππ

ππ

 

 
En resumen: 





=−
≠

=+∑
−

= nkhsin
nkhsi

Hj k

n

j ..2,.)1(
..2,0

))12cos((
1

0
 

 
con lo cual ya podemos terminar el cálculo de las expresiones de [*]: 
 

- Si ,2,
2

)(,2,
2

)( knml
n
mlMLknml

n
mlMLml ≠−

−
=+≠+

+
=+→≠

ππ
por tanto: 

[ ]∑∑
−

=

−

=

−++++=
1

0

1

0
)))(12cos(()))(12cos((

2
1)().(

n

j

n

j
jmjl MLjMLjxTxT =0+0=0 

 

- Si nml
n
llMLknl

n
l

n
lMLml .00

2
)(,2,

2
20 =−→=

−
=−≠==+→≠=

πππ
, por 

tanto: 

[ ] [ ]
2

.)1(0
2
1))0)(12cos(())2)(12cos((

2
1)().( 0

1

0

1

0

nnjLjxTxT
n

j

n

j
jmjl =−+=+++= ∑∑

−

=

−

=

 

 
 
- Si 0,00 =−=+→== MLMLml , por tanto: 
 

[ ] [ ] nnnjjxTxT
n

j

n

j
jmjl =−+−=+++= ∑∑

−

=

−

=

00
1

0

1

0
)1(.)1(

2
1))0)(12cos(())0)(12cos((

2
1)().(  
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3. Interpolación mediante polinomios de Tchebycheff: 
 
Consideremos una función real de variable real, y=f(x), a interpolar en el intervalo 
[ ]1,1−  tomando como soporte o nodos de la interpolación las n+1 raíces del polinomio 

de Tchebycheff de orden n, y como base de interpolación los n+1 polinomios de 
Tchebycheff de órdenes desde 0 a n: 
 

Nodos de interpolación:   nj
n

jx j ,...,2,1,0,
2

).12(cos =





 +=

π
 

Base de interpolación:  )(),...,(),( 10 xTxTxT n  

 
Llamemos, pues,  al polinomio interpolador: )(...)()()( 1100 xTcxTcxTcxP nnn +++=  

 
Habiéndose de cumplir, por tanto, en los nodos, las igualdades: 
 














=+++

=+++
=+++

→














=

=
=

)()(...)()(
..........................................
..........................................

)()(...)()(
)()(...)()(

)()(
....................
....................

)()(
)()(

1100

11111100

00011000

11

00

nnnnnn

nn

nn

nnn

n

n

xfxTcxTcxTc

xfxTcxTcxTc
xfxTcxTcxTc

xfxP

xfxP
xfxP

 

 
Matricialmente: 























=













































)(
...
...

)(
)(

...

....

)(...)()(
..................
..................

)(...)()(
)(...)()(

1

0

2

1

10

11110

00100

nnnnnn

n

n

xf

xf
xf

c

c
c

xTxTxT

xTxTxT
xTxTxT

 

 
o sea, FCT =.  donde es T la matriz de interpolación, C la matriz columna de los 
coeficientes del polinomio interpolador, y F la matriz columna de los valores de la 
función interpolada en los nodos de interpolación. 
 
Para obtener los coeficientes del polinomio interpolador hemos de invertir la matriz de 

interpolación T para obtener: FTC .1−= : 
 













































=






















−

)(
...
...

)(
)(

.

)(...)()(
..................
..................

)(...)()(
)(...)()(

...

....
1

0
1

10

11110

00100

2

1

nnnnn

n

n

n xf

xf
xf

xTxTxT

xTxTxT
xTxTxT

c

c
c
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Como el producto de dos matrices inversas es la matriz identidad, se tendrá ITT =− .1  
 
Ahora bien, el producto de la matriz traspuesta T’  por la matriz T es: 
 

























+

+
+

=





























=

=













































∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

===

===

===

2
1......00

.....................

.....................

0......
2

10

0......0)1(

)()()()()()(

..................

..................

)()(........)()()()(

)()(..........)()()()(

)(...)()(
..................
..................

)(...)()(
)(...)()(

.

)(...)()(
..................
..................

)(...)()(
)(...)()(

00
1

0
0

0
1

0
11

0
01

0
0

0
10

0
00

10

11110

00100

10

11101

01000

n

n
n

xTxTxTxTxTxT

xTxTxTxTxTxT

xTxTxTxTxTxT

xTxTxT

xTxTxT
xTxTxT

xTxTxT

xTxTxT
xTxTxT

n

i
inin

n

i
iin

n

i
iin

n

i
ini

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ini

n

i
ii

n

i
ii

nnnn

n

n

nnnn

n

n

 

Esto es, si en lugar de tomar como base de interpolación )(),...,(),( 10 xTxTxT n  

tomásemos )(),...,(),(
2

1
10 xTxTxT n , se tendría: 

 

In

n

n

n

xTxT

xTxT

xTxT

xTxTxT

xTxTxT

xTxTxT

xTxTxT

xTxTxT

xTxTxT

n

i
inin

n

i
ii

n

i
ii

nnnn

n

n

nnnn

n

n

.
2

1

2
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Por tanto, en este caso, será:  ITT
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y el polinomio interpolador resulta ser: 





















































+
=

=

























=+++=

)(
...
...

)(
)(

.

)(...)()(
..................
..................

)(...)()(
2

1........
2

1
2

1

.)(),...,(,
2

1
1

2

...

....)(),...,(,
2

1)(...)()(
2

1)(

1

0

10

11101

1

1

0

11100

n
nnnn

n

n

n

nnnn

xf

xf
xf

xTxTxT

xTxTxT
xTxT

n

c

c
c

xTxTxTcxTcxTcxP

 

 
 
 
 
Ejemplos: 
 

a) Polinomio interpolador de Tchebycheff de orden 1 (n=1): 
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b) Polinomio interpolador de Tchebycheff de orden 2 (n=2): 
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