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Los Polinomios de Tchebycheff

" Tchebycheff
(imagen de Wikipedia)

Descubiertos por el matematico ruso Pafnuti Lvdvich
Tchebycheff (1821-1894), son polinomios de gran
importancia en la teoria de aproximacién de
funciones, ya sea por interpolacién o bien por ajuste
en los llamados nodos de Tchebycheff (las raices de
estos polinomios). El uso de estos polinomios en estos
nodos para realizar la interpolacién funcional permite
minimizar el llamado error de Runge, que consiste en
un aumento del error de interpolacién cuando se usan
polinomios de alto grado.

Presentan, como veremos la particularidad de que
pueden obtenerse de forma recursiva y también como
soluciones de una cierta ecuacién diferencial de
segundo orden.

1. Definiciéon de los polinomios de Tchebycheff. Propiedades basicas:

- Definicion. Se pueden definir por la condicidon

es decir:
T, (x) = cos(0.arccos

T, (x) = cos(n.arccosx)

x) =cos(0) =1

T, (x) = cos(l.arccos x) = cos(arccosx) = x

T, (x) = cos(n.arccos

- Propiedades basicas:

a) Oposicion:

X)

T ,(x) =cos(—n.arccosx) = cos(n.arccosx) =T (x)

O sea.
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T, (x)=T,(x)

b) Suma mas diferencia:

si llamamos ¢ = arccosx :

T,,, (x)=cos((n+m)arccosx) = cos((n+m)p) = cos(nd + md) =
= cos(nd).cos(md) — sen(nd).sen(md)
T, , (x)=cos((n—m)arccosx) = cos((n—m)d) = cos(np —md) =
= cos(n¢).cos(md) + sen(nd).sen(md)
T. (x)+T, , (x)=2.cos(np).cos(mp)=2.T, (x).T, (x)

T,,x)+T

n—-m (x) = 2Tn (x)Tm (x)
c) Una formula recurrente:

Si en la formula anterior de suma mas diferencia, hacemos m=1 resulta:
LX) +T,_(x)=2T,(x)T(x) =2.T,(x)x = T,,(x) = 2x.T,(x) = T,_, (x)

Tn+l (.X) = 2x'Tn (x) - ]—Vn—l (.X)

Si aplicamos esta formula de recurrencia obtenemos en la practica todos los polinomios
de Tchebycheff partiendo desde los dos primeros:

T,(x) = 2xT,(x) - T,(x) =2.x" —1

I(x)=2xT,(x)-T,(x) = 2)c.(2x2 — 1)— x=4x" —3x

T,(x)=2xT;(x)-T,(x) = 2x(4x3 — 3x)— 2x* 1) =8x"—8x* +1

d) Son soluciones de una ecuacion diferencial:

Si llamamos ¢ = arccosx, sera:
1 1 1

send :_Jl—coszq) :_\/l—x2

por tanto, si derivamos el polinomio y =7, (x):

V= (T, (1)) = (cos(u0))'= —n'sen(np) = n )

send

x=coshp >1=—-senpp >¢"'=—

y la segunda derivada:
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. cos(nd).nd'.send —cosd.sen(nd)d' _ - n® cos(nd) + nsen(nd).ctgd _

T sen’d sen’d
2 ] 2 ]
-n". .COS -n". X
= g/—*_y 2¢ - 2}+ Y 2
1—-x 1—-x 1—x 1-x

y se obtiene la ecuacion diferencial
(1=x)y"—xp'+n’y =0

Los polinomios W (x) = sen(n.arccosx) verifican también la ecuacion diferencial

de Tchebycheff:

e)

Para comprobarlo, hagamos igual que en el caso de los polinomios 7Tn(x) de
Tchebycheff.

x=cos¢) > 1l=—sendpdp >¢'=— 1

1 1
send \J1=cos® ¢ A= x?
derivamos el polinomio y =W (x) = sen(nd):
cos(nd)

¥'= (W, (x))'= (sen(nd)) = nd".cos(nd) = —n
send

y la segunda derivada:

0 sen(nd).nd'.send —cosd.cos(nd )¢’ _- n’sen(nd) —ncos(nd).ctgd _

- sen’d sen’d
2 ] 2 '
_ n.g/er.coszd):_n.y2+ y.x2
I-x I-x I-x" 1-x

resultando:
(1-x*)y"—xy'+n’y =0

W, (x) : . .
se obtienen mediante la misma ley recurrente

f) Los polinomios Y (x)=

que permite obtener los polinomios de Tchebycheff:

w
Efectivamente, pues al ser Y, (x) = \/LX)Z _ sen(nd)
I-x

, se tendra:
send

_ sen((n+m)d) _ sennd.cos md + senmd.cos nd

Wom (X)

send send
W (x)= sen((n—m)d) _ sennd.cosmdp — senmd.cosnd
o send send
2sennd.cos md

W)+ Wy () =——"" o

haciendo m=1:
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2sennd.cosd

W, (x)+W, (x)= send

=2W (x).cost =2W (x).1,(x) = 2xW (x)

y en definitiva es W . (x)=2xW (x)-W, _ (x)

Los polinomios W, (x)que se obtienen mediante esta ley recurrente (también llamados
polinomios de Tchebycheff de 29° tipo) serian:

_sen(09) _sen(lg)
Mo =0 =0 M@= B
W,(x)=2xW,(x)=W,(x) =2x

W, (x) = 2xW,(x) =W, (x) = 2x.2x —1 = 4x> -1
W, (x) = 2xW,(x) = W,(x) = 2x(4x* —=1) = 2x = 8x” —4x

g) Las raices de los polinomios de Tchebycheff:

Estdn en el intervalo [-1,1], por tratarse de cosenos trigonométricos circulares.
Veamos que el conjunto de puntos dado por

X, :cos(zjz+lnj, j=0,1,..,n-1

J n

son las raices del polinomio 7, (x):

T, (xj) = COS(l’l.aI'CCOS(xj )) = Cos(n.arccos(cos( 2é+ ! T Dj =

n
= COS n.21+1n =COoSs (2j+l)E =0
2n 2

(ya que (2j+1)% representa un numero impar de veces la amplitud del primer

cuadrante, esto es, un niumero impar por 90°, y tiene por tanto coseno nulo)
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2. Los polinomios de Tchebycheff son ortogonales:

Teorema 2.1: Los polinomios 7, (x) son ortogonales con funcion de peso

1
PO

En el intervalo [— l,l] se verifica:

0, sim#n
n, sim=n=0

(7,001, (X)Md% _
1 —X

/2, sim=n#0

Demostracion:
seran:

T, (x)=cos(nd), T, (x)=cos(md)

dx dx B dx
S€”¢ \/1 cosd) J1-x2

con: cos = x —> —send.dhp =dx - d =

Se tiene, por consiguiente:

J-Tn (x).T, (x). x/ld% =— xj cos(md).cos(nd).dd = x]:cos(md)).cos(nd)).dd)
-1 —X x=—1 x=1

y como es: cos(md).cos(nd) = ;[cos(m + n)d + cos(m — n)d)]

o _ o x=—1l>cosp=—1>0¢=n _
y, asimismo el cambio de limites: permite expresar la
x=1>cosdp=1>¢ =0

integral en la forma:
fmx) T, (x). F I[cos(m +n)p +.cos(m —n)pldd
1 X

que resolvemos para las diferentes alternativas de los valores de m y n:

- Sison m#n:
dx

! 1
T T . —
J-l n (x) m (x) m 2 d
1 (sen(m +n)d N sen(m—n)d j i

m+n m-—n

j cos(m +n)d +.cos(m—n)d 1d¢ =

=0

0
- Sisonm=n=0
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dx

j T, (x)T, (x). N ; j cos(0)p +.cos(0)p |d = jdq) =n
-1 - X 0

- Sisonm=n#0:

T

dx

1-x?

l sen(2m)dp|” N 1
2 2m

l\)\»—

j T.(x)T, (x). j cos(2m)p +.cos(0)p |dd

Teorema 2.2:
2j+1
n

Si es x, :cos( nj, j=0,,..,n=1 un conjunto de soluciones del polinomio de

Tchebycheff T (x), entonces el conjunto de polinomios de Tchbycheff {T (x)}w
ortogonal en los puntos x, =0,1,...,n —1

Demostracion:

iTz(xj).Tm j :}tl : ) ' z}tl .2£:1n).cos(m2£;n):
= Zl cos((2j+DL).cos((2j+1).M) = i ; [cos((2j + 1)(L + M) +cos((2j +1)(L - M))]

Jj=0 j=0

It mm
(dondeson L=—, M =—) [*]
2n
de forma genérica podemos calcular aparte este tipo de sumandos. Asi, considerando

hn ,
que es H =—, se tendria:
2n

n—1 e(anl).H.i e2H.i _eH.i ' ean'i 1
ZCOS((2] +1)H) = I’ealZe(Z”DH’ real|: 21'” 1 j| = real{e”" 2H,j|

=0 =0 e e —1
aqui nos encontramos con dos alternativas:

: . hr . . ; ;
a) himpar :entonces 2nHi=2n—i=hni—e"" =™ =-1>

2n
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- nz_llcos((Z +1)H) = real{em -1l } = —2.real i = —2.real L _
J o2 : i : (e2H.i _ 1X672Hj _ 1)

7=0
et ez;]m _ e_:lHl o Real (cos H — i.senH) —(cos H + isel?H) _
- —e™ " +1 2—(cos2H +isen2H)—(cos2H —isen2H)
—_2 Re alM =0
2—-2.cos2H
. hm . . 2nH.i hri
b) h par: ZnH.l:an—J:th.l—)e =" =1>
n
< . wie =1 wi 1-1 , 2H.
—>Zcos((2]+1)H):real e DTy =real| e T =0,sies e’ #1
j=0 - -
: h
-sies e =1 2H =2kn — 2% =2k —> h="2kn
2n
n—1 D n—1 (2]+) n—1 (2+1)2kmr_
- ZCOS((Z] +1)H) = realZe( SDEE realZe ' realZe mo =
Jj=0 Jj=0 j=0 j=0
n—1
= realz ARG realz e/ g :reaZZI.ek“'i =real(n.e"™") = n.coskn = n.(-1)"
j j=0 j=0
En resumen:
sih#2kn

Zcos((2]+1)H) {( D)n, sih=2kn

con lo cual ya podemos terminar el calculo de las expresiones de [*]:

- Si lim—>L+M:(Z+2m)n,l+m¢2kn, L+M:(l_2m)n,l—m¢2kn, por tanto:
n n
n—1 n—1
> T(x,)T,(x;) = Z;[cos((Zj +1)(L +M)) +cos((2j + 1)(L — M))|=0+0=0
=0 j=0
Csi Temr0 LM =T o Lo =TT o i —m—0n, por
2n n 2n

tanto:
n—1 —1

ZT (x,).T, (x,) = Z [cos((2 +1)(2L)) + cos((2) + 1)(0))] = ;[o +(=1)°n]= g

:0

-Sil=m=0—>L+M=0,L-M =0, por tanto:

n—1

ET/ (x,).T,(x;)= ;[COS((ZJ +1)(0)) +cos((2j + 1)(()))] - ;[(_1)0 n+(=1)° n] .,

Jj=0
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3. Interpolacion mediante polinomios de Tchebycheff:

Consideremos una funcion real de variable real, y=f(x), a interpolar en el intervalo
[—1,1] tomando como soporte o nodos de la interpolaciéon las n+/ raices del polinomio

de Tchebycheff de orden n, y como base de interpolacidén los n+/ polinomios de
Tchebycheff de érdenes desde 0 a n:

Nodos de interpolacion: x, = cos((2j+1).;nj, j=012,...,n

Base de interpolacion: 7,(x),7;(x),...,T,(x)

Llamemos, pues, al polinomio interpolador: P, (x)=c,T,(x)+c,T,(x)+...4+¢c,T,(x)
Habiéndose de cumplir, por tanto, en los nodos, las igualdades:

B (x))=f(x)  |cTo(xg) + T (xp) +..+¢,T,(x0) = f(xp)
Pn(xl):f(xl) COTo(xl)+clT1(x1)+---+chn(x1): f(xl)

P(x,)=1(x,) leli(x)+eli(x,)+..+e,T,(x,)= f(x,)

Matricialmente:
_To(xo) Ti(xp) .. Tn(XO)_ _cl _f(xo)_
Ty(x) Ti(x)...T,(x) || ¢, S(x))

_TO(‘xn) le(xn)"']vn(‘xn)_ cn_ _f(‘xn)_
o sea, IT.C=F donde es T la matriz de interpolacion, C la matriz columna de los

coeficientes del polinomio interpolador, y F la matriz columna de los valores de la
funcion interpolada en los nodos de interpolacion.

Para obtener los coeficientes del polinomio interpolador hemos de invertir la matriz de
interpolacién T para obtener: C=T"".F :

¢ _To(xo) Ti('xﬂ)"'Tn(xO)_7 _f(xo)_
C, Ty(x) Ti(x) .. T,(x) | | f(xp)

¢, |Tx,) Tix,)..T,(x,)] [f(x,)]
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Como el producto de dos matrices inversas es la matriz identidad, se tendrd 7'.T =1

Ahora bien, el producto de la matriz traspuesta T’ por la matriz T es:

[T, (x,) T,(x,) ... Ty(x,) [ Ty (xy) T,(x,)...T,(x,) ]|
Ti(x,) T(x))..T\(x,) || Ty(x;) Ti(x))...T,(x,)

LT, (x0) T,(x) ... T, (x,) ]| Ty (x,) T,(x,) ... T, (x,)

STLET) YL o . STLETLE)| [ (e 0o 0]
- =, . n+l1
YLD YT e T | [0

;1“+1
T ()T, (x, T (x0T (x, T ()T (x, _0 0 e 2
20T () 2 T,60T ) 2T, ()T, (x)

Esto es, si en lugar de tomar como base de interpolaciéon T;(x),7,(x),...,T,(x)

1
tomasemos —— 71 (x),7,(x),...,T,(x), se tendria:

NG

1

_L B B } ﬁTo(xo) T, (x,) - T, (x)
ﬁTo(xo) ﬁTO(xl)"‘ﬁTO(xn) 1

T(x)) - T,(x,) oo T (x,) ﬁTo(xl) Ii(x) ... T,(x,)

(xo) T(xl) ............. T,(x,) | \/IETo(xn) T(x,)..T,(x,)

;inmmw» 0 e _”; 0. .0

4 n+1

i 0 ;Tl(xi)Tl(xi)... e 0 i 0 e 0 nl,
- - 2

0 ZT (x)T, (x,) _O 0 ... nz+1_
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+1 2
Por tanto, en este caso, sera: 7T'T = n2 I—)[ 1T'}.T:I, y al identificar con
n+

2
n+l1

T7'T =1 obtenemos 7' = T

Por lo cual, teniendo en cuenta que 7,(x)=1:
- -1

1
_ —= T(xy) ... T, (x, _ _ r - _
o] | 2 o Tl | B ey [
G i ﬁ T (x).. T, (x)) S(x) i 5 | Ti(xy) T(x,) .. T(x,) S(x)
.| L )] T(xo) T(XI)T(X) _f(xn)_
G Ii(x,)..T,(x,) | L i
y el polinomio interpolador resulta ser: o
Co
1 “
P = T, T T 1 (x),...,T, I
, (X)) =¢o—= ( )+ () +...+c,T,(x) = [ N (x) (X)}
_C”
L

2 1
—M[ﬁ’ﬂ(’f)’--ﬁn(”}

_Tn (xo) T,(x))...T (x, )_ _f(xn)_

Ejemplos:

a) Polinomio interpolador de Tchebycheff de orden 1 (n=1):

o S 1,1 Sa)
P*”Hiﬁ’“”ﬂTi) T&Mﬂxl)} {2 2 Hﬂxl)}

:G”o jf(xm( XX )ﬂxl) oo/ (o) +x, £ e+ (f(xO)+f<x1>>

10



Los Polinomios de Tchebycheff Carlos S. Chinea

b) Polinomio interpolador de Tchebycheff de orden 2 (n=2):

1 1 1
) 1 ﬁ ﬁ ﬁ S (%)
P,,(x)zm{ﬁ,ﬂ(x),Tz(x)} Ti(xo) Ti(x) Ti(xy) || f(x))|=
T)(xy) T,(x)) T,(x,) || f(x,)

[ R 1

o N5 2 NOIRASD,

:3{\/5’x,2x2—1:|. X, X, x, | Sf(x)|=
2x; =1 2x7 =1 2x; —1{| f(x,)

2[1 1 1 S5
= 3[2 + XX+ (2x§ —IXZ)C2 - 1) 5 +X,x+ (lez —1X2x2 - 1), 5 +X,x + (2x22 —IXZ)C2 - 1)} f(x))
f(x,)
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