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Resumen

En una gran mayoria de las cuestiones y desarrollos de la Fisica que necesitan de
las ecuaciones en derivadas parciales ocurre que para su tratamiento son
suficientes las ecuaciones lineales de segundo orden, con coeficientes constantes
en general. La dificultad de la integracién de estas ecuaciones disminuye cuando no
aparece en ellas el término de la derivada mixta. Veremos aqui como, mediante
elementales cambios de variables, es posible reducir cualquier ecuacién en
derivadas parciales de segundo orden con coeficientes constantes a una forma
equivalente en la que ya no aparezca tal derivada. A estas ecuaciones reducidas se
acostumbra a llamar formas candnicas de la ecuacién, y, segun el valor de los
coeficientes, pueden aparecer en tres formas o tipos distintos, denominados tipos
canonicos.

Summary

In a large majority of issues and developments in physics that require partial
differential equations their treatment is sufficient with second order linear equations
with constant coefficients, in general. The difficulty of integrating these equations
decreases when the term of mixed derivatives does not appear in them. We will see
how, by means of elementary variable changes, it is possible to reduce any second
order partial derivatives equation, with constant coefficients, to an equivalent form
in which such derivatives no longer appear. The resulting reduced equations are
customary called canonical forms of the equation, and, according to the value of
the coefficients, they can appear in three different forms or types, called canonical
types.
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0. Introduccion. Definiciones generales
Una ecuacion diferencial en derivadas parciales de orden h y en n variables

independientes x,,...,x, viene dada por una expresién del tipo

é aé:?azq f(xl, ,X,),2|=0, ILm=1,.,n, k=0,1,...h, p+q=k
k

0z . . . . .
donde las —-—, son derivadas parciales de una cierta funcién z de las variables
0x/ 0x
1 m

independientes con orden k, y las f,.(x,,...,xn), j=0,1,...,r son funciones reales de
dichas variables.

Si la ecuacion diferencial es lineal:
o'z
Eﬁmj( 1’ ’ =lu('xl""’xn)
ox

diremos que se trata de una ecuacion diferencial lineal en derivadas parciales de
orden h y n variables. Los términos en que p=0,g=0 se denominan derivadas

mixtas.

Serd homogénea si tiene término independiente nulo: u(x,,...,x,)=0

}‘,f,m,< Koo )~

"’ax

Ejemplos de ecuaciones lineales en derivadas parciales
1) La ecuacién

0z 0z
Jo(xsx,).z+ fi(x,,.%,).—+ f,(x,.x,).— = u(x,,x,)
ox, dx,
es una ecuacion diferencial lineal completa en derivadas parciales de primer orden
y 2 variables independientes

2) La ecuacion

Jo(x,x,) .2+ f(x,,.x,). +f2(x1,x2) —-0
axl 0x,
es una ecuacion diferencial lineal homogénea en derivadas parciales de primer
orden y 2 variables independientes

3) La ecuacion

0z 0z 9%z 0’z
S x) —+ (%) —+ f3(x},x,). +f4( 19X;)-
ox, 0x, ax; dx,0x,

+

z
+f5 (X X,) . — + fo (X, X%,).2 = u(x,,.x,)
0x,
es una ecuacion diferencial lineal completa en derivadas parciales de segundo
orden y 2 variables independientes. El término cuarto corresponde a la derivada
mixta:



0’z

X,0x,

Sa(x,x,).

4) La ecuacion
2 2

0z 0z 0°z 0°z
SiGxs X)) =+ f5(x, %) ——+ f3(x;, %)) — + [ (X, X,).
0x, ox, ox; dx,0x,
9’z
+f5 (x5 X,) . —5 + fo(x,%,).2=0
0x,
es una ecuacion diferencial lineal homogénea en derivadas parciales de segundo
orden y 2 variables independientes.

+

5) La ecuacion
A£+B£+Cz=u(xl,x2)
ox, 0x,

representa una ecuacion diferencial lineal completa de primer orden en derivadas
parciales con dos variables y coeficientes constantes A,B,C.

6) La ecuacidn
0z dz
A—+B—+Cz=0
ox, ox,

es la ecuacion diferencial lineal homogénea de primer orden en derivadas parciales
con dos variables y coeficientes constantes A,B,C.

7) La ecuacion

Aa—Z+B£+C£+Dz = u(x,,X,,Xx;)
ox, ox, ox,

es una ecuacion diferencial lineal completa de primer orden en derivadas parciales
con tres variables y coeficientes constantes A,B,C,D.

8) La ecuacion
2 2 2
Aa—§+B 9z +Ca—§+Ea—Z+F£+Gz=H
ox, 0x,0x, 0x; ox, ox,

es la ecuacion diferencial lineal completa de segundo orden en derivadas parciales
con dos variables independientes y coeficientes constantes A,B,C,E,F,G,H .

1. Las ecuaciones lineales de segundo orden. Expresiones candnicas

Una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo orden y coeficientes
constantes se dice expresada en la forma candnica si tiene nulo el término de la
derivada mixta:



m 82Z+m azZ+m 9z +m 9z +m m
1. 2 2 2 3. 4 SZ=
ox; ax; 0x, 0x,

Una ecuacion diferencial lineal en derivadas parciales expresada en forma candnica
se dice que es de tipo hiperbdlico si los dos primeros coeficientes son no nulos y

con signo diferente:

3z ¥z 9z Loz
——@p—+a—+pP—+yz= >0
ox; v ax; 0x, p ax, re=p  (9>0)

Una ecuacion diferencial lineal en derivadas parciales expresada en forma canodnica
se dice que es de tipo eliptico si los dos primeros coeficientes son no nulos y con el
mismo signo:

2 2
Tt gy (920)
0x, 0x, 0x, 0x,

Una ecuacion diferencial lineal en derivadas parciales expresada en forma canodnica
se dice que es de tipo parabdlico si uno de los dos primeros coeficientes es nulo:

3’z 0z 0z
—+a—+f—+yz=p
0x, 0x, ox,

2. La reduccion a los tipos candnicos de la ecuacion diferencial de segundo
orden

Consideremos la ecuacion lineal general completa de segundo orden en derivadas
parciales y 2 variables independientes

2 2 2
A.a—§+B 9’z +C.a—§+E.a—Z+F.a—Z+G.z=H [1]
ox dxdy ay 0x ay

que podemos simbolizar por

(AD;+B.D; +C.D; +E.D +F.D +G)z=H

Podemos, mediante un adecuado cambio de variables, reducirla haciendo que
algunos de los términos de la misma se anulen. Veremos que segun sea el valor de
los coeficientes, se obtiene un tipo de ecuacidén reducida diferente, esto es, un tipo
canonico diferente. El proceso requiere en cada caso elegir las nuevas variables en
funcion de los coeficientes de la ecuacién general antedicha. En concreto, bastara
estudiar el discriminante que definen tres de los coeficientes de la ecuacion para
tener ecuaciones reducidas de uno u otro tipo candnico.

Consideremos en principio un cambio general de variables:



u=u(x,y)
v=v(x,y)

Y obtengamos la ecuacién general en funcién de las nuevas variables:

Oz _dzdu bz i, iz
dx Oudx JOvox du “s av
9z _dgdu dziv_oz, oz
dy dudy dvady du Hr v’
0’z a(az) de 9 (az 9z ) 9 (az 0z )au 8(82 0z
a=—=— =—=— =V, |= u, +— + u, +
0x dx\ox ox Jx\du v Jdu\ou 6v dx Jdv\du v
9 (az 0z ) 9 (az 9z )
=— u+—v |lu+—|—u +—v [v =
Ju\du av Jdv\ou av
822 0z Gzz 9’z , 02
=—u, T+ u, +2 LtV v,
Ju Ju Guav ov? av
0z d(dz) of 0oz 0z d [0z az du 0 az 0z
=—=—|—|=T"=—"|—"4+—v, |=—|—u+—v | —+— u,
y°  dy\dy/) dy dy\du av du\du Gv Y)Jay av\du av
d [0z 0z d [0z 0z
=—|—u+—v |[u+—|—u+—v (v =
Ju\du av Jdv\odu v
—&u2+a—z +2 0’2 +a—Zv2+a—Zv
ou* 7 ou ” dudv %Yy o’ av v
7z 9 (az) ] (8z) a(az) ] (az 0z ) ] (az 0z
b= = U +——|v, =—| —u +—v |u, +— +—v
dxdy dy\dx/ Odu\ox) =~ Jv\dx ou\ du av dv\du av
0’z 0’z 9’z 0’z 0z 0z
=—uu + uy, + UV, +—Vvy, +—u +—v,
Ju T oudv J0vou ov? Ju av
—&uu + s (uv +uv )+i +6_z +a—Zv
2 gy Vo s T TR Yy T e T Ve
Si sustituimos estas expresiones en la ecuacion diferencial lineal [1]:
2 2 2
Aa+Bb+Cc+Ee+Ff+Gz=H — A a—u +8_z u, +2 gz urvx+a—§vi+%vxx
ou’ ou uov - v Jav
0’z : ’z 0z 0z
+B| —uu, + (uvvx+uxvv)+—2vxvy+—uxy+—vxy +
ou’ Juov * - ’ v ou Jav

)

av

o

0x

v

ady

Jo-



reordenando términos obtenemos:

(3] i

(A.uxvx + %B.(uyvx +uy, )+ Cuyvy) + gTi(A.vi +Bvv + C.v}z,) +

GZ(

2
Au +B.auu +Cu)+2 9z
ou’

Judv

+a—Z(A.uxx +Buy, +Cauy+Eu +Fu)+ a—Z(A.vm_ +Bv, +Cv +Ev +Fv)+Gz=H
ou : ’ Y ’ ’

Para que se anulen los términos primero y tercero deben ser cero los correspon-
dientes coeficientes de la derivada segunda:

2 2
Au+Buu,+Cu; =0
2 2
Av +Bvy +Cv; =0

que representan en ambos casos una ecuacion de segundo grado de la forma

2
A.(a—‘p) e ¢ C(a"’) -0

0x dy ox ay
cuyo discriminante, considerada como ecuacion de segundo grado respecto a la
o, .0
incognita @ es:
ox

(B a‘p) —4A. C(aq‘)) = (B —4.A.C).(a—(p)
dy dy dy

Obviamente, este discriminante puede ser positivo, negativo o nulo:

B*-4.AC>0, B*-4.AC<0, B*-4.AC=0

Obteniéndose las dos ecuaciones que resultan de resolver la ecuacion de segundo
grado:

BB —4ac?
dp 9y dy

0x 2.A

Sies B*-4.A.C >0 veremos que se trata de ecuaciones diferenciales de tipo

Hiperbolico:
2499 (B—\/B2—4.A.C)a—(p=0

0x ay
2.4 a(p (B+\/Bz 4AC) a"’
x y

Sies B*-4.A.C <0 comprobaremos que corresponde a ecuaciones diferenciales de
tipo Eliptico:



2.Aa—¢’+(B iN-B +4AC) ¢ _

0x ay
2.Aa—(p+(B+z\/ Bz+4AC) ¢ _
0x dy

Sies B*-4.A.C =0 se tratara de las ecuaciones diferenciales de tipo Parabdlico. En
este caso el cambio anterior no resulta valido, pues las dos ecuaciones que
aparecen son la misma:

2.Aa—q)+Ba—(p=O

0x ay
249, g% _
0x dy

Veremos luego, al hacer el estudio caso por caso, que para esta situacion de
discriminante nulo podemos ensayar un cambio de variables mas simple.

a) Ecuaciones diferenciales de Tipo Hiperbélico (B*-4.A.C>0):

Si el discriminante es positivo, B*-4.A.C >0, se obtienen dos ecuaciones en
derivadas parciales lineales al resolver:

—B(:;(pi\/Bz —4.A.C(Z¢
y Y

99 _
ox 2.A
esto es:
2Aa‘p (B—\/B2—4.A.C)—(p—0
0x ady
2.A§—¢+(B+\/Bz 4AC)a—(p=O
x y

Si en el cambio general de variables elegimos las funciones del cambio de forma
que vengan dadas por u=u(x,y),v=v(x,y) de manera que una verifique la primera

ecuacion y la otra la segunda, se conseguira que los términos primero y tercero de
la ecuacién general se anulan, con lo que quedara:

M

2
0°z az Q—+G = H
auév au Jav

donde hemos llamado
M=2Auy +Buy, +uy)+2Cuy,

N=Au, +Bu,+Cu,+Eu +Fu,
Q=Av +Bv +Cyv +Ev +F.y,

y que podemos escribir, dividiendo por el primer coeficiente M, de la forma:



gue es ya la expresidon candnica de las ecuaciones diferenciales lineales en
derivadas parciales de segundo orden de tipo hiperbdlico. Podemos escribir otra
expresion equivalente de esta expresion candnica en la que no aparece la derivada
mixta, haciendo un sencillo cambio de variables. Vedmoslo a continuacion:

1 1
=—(w+v), O=—(u-v
@ 2( ) 2( )

9z 0z 99,9200 110z 0z 9z _9z0¢ 0200 19z dz
ou Jdp du 30 du 2\dp 90’ av adpdv 90 v 2\dep 060
o) Ao o) 19 i)

oudv du\dv) odu2\dp 060) 2dul\dp 0J0

i for _ac), oo el 1fo o

2(2oplop 00 T390 dp 00 4\op® 06

con lo que al sustituir, el tipo candnico queda en la forma:

1(0°z 0’z 1 1({0z oz

dz 0z
+

4

2

90°

T

2

i

I

)+

e

op 900

)+U

|

dp 00

) +Az=K

o bien, reordenando:

9’z

2

g’

en definitiva:

—£+(277+2U)—+(217 2u)—+4x 7=4di
06° aQp

¢’

“a0r

0’z

0z
g

B rimp

b) Ecuaciones diferenciales de Tipo Eliptico ( B*

-4.AC<0):

Si el discriminante es negativo, B’

-4.AC<0,

se obtienen dos ecuaciones en

derivadas parciales lineales con componentes imaginarias:

—B?;p:i\/Bz —4.A.C(?;p
y y

2.A

I@ _
0x

esto es:



2.Aa—q’+(B iJB’ 4Ac)—‘p=o

ox ay

2.AZ_¢+(B+1\/B2 —4.A.C)Z—¢=O
x y

las soluciones de ambas ecuaciones complejas conjugadas son también funciones
complejas conjugadas, u=w+iyy, v=w-ip (o= —(u+v) Y= —(u v)) tales que

una verifica la primera ecuacién y la otra la segunda. Se consegwra al igual que en
el tipo anterior, que los términos primero y tercero de la ecuacidon general se
anulen, con lo que quedara, como ya hemos visto antes:

2
0°z az Q—+G = H
auév au Jav

M

que, al sustituir las derivadas parciales

dz 0z dw 9z oy 19z 1 dz dz dz 0w dzady 194z 1 oz

ou Odw du JY du 20w 2idy v dw dv oY v 20w 20y
i’z _ 9 (az) li(a_z)Jrii(%)_li 1oz 1 az),
oudv  du\dv) 29dw\dv) 2idy\dv) 2dw\20w 2idy

Ll oofloz 1oz| 1féz 92
2i0y\20w 2idy) 4\dw® Y’

se tiene:
2 2
mifoz 02 yloe Ny plo plo, 6o
4\ 0w~ Jy 20w 2i 0y 20w 2i 0y
i’z & dz  2i d
A N Q)=+ (-N+0) == +Ge =
o’ Yy M M oY

y se tiene, finalmente

0’z +&+ %+[3’—+yz o
dw® Y dw Y

gue es la expresion candnica de las ecuaciones diferenciales lineales en derivadas
parciales de segundo orden de tipo eliptico.

c) Ecuaciones diferenciales de Tipo Parabélico (B*-4.A.C=0):

Si el discriminante es nulo, B> —4.A.C =0, los cambios de variable anteriores no
funcionan al aplicarselos a la ecuacion general [3], pues aparece una sola ecuacion.
Sin embargo si podemos ensayar un cambio mas sencillo:



u=u(x,y)=x

v=v(x,y)
con lo que obtendremos:
ou ou av av
x=__ ,I/ly=——0, Vx——, }=_’
0x ady 0x dy
o’u ou 0 0y 0y
xx=a_2_ >y T T Y Ve T Yy T
X y ox d
o*u 0 (814) 0%y
Xy = =1 O vxv =
dyox dy\dx T dyox
0z 0z 0z Pz 0% Pz,
e=—+—v, f=—v, a=—+ Vot —— Vit —V,
ou 0dv ov ou ouadv av av
0’z , 9z 9’z 9’z 0z
c=—vVv,+—v _, b= VotV =V
’ udv av v

Y al sustituir estas expresiones en la ecuacion diferencial lineal [1]:

2 2 2
Aa+Bb+Cc+Ee+Ff+Gz=H — A 3_§+2 07z Vr+a_§vg+%vm +
Ju Judv =~ oJdv- oy

2 2 2
+B| 2= vy+a—§vxvy+a—zvxy +C a—§v§+a—sz +E(%+a—zvx)+
Judv av av av- ~  adv du dv

+F%vy+Gz=H

av
Reordenando:
2 2 2
1
Aa—§+2 9z (A.vx+—B.v\,)+a—§(A.vf+B.vx.vy+C.vf,)+Ea—Z+
Ju oudv 2 ov ou
92( Ay +Bv +Cv +Ev +Fv )+Gz=H
+a_v( Vo +By +Cv +Ev +Fv )+Gz=

Elegimos ahora la funciéon v=v(x,y) de modo que se anule el término correspon-
diente a la derivada mixta: A.v, +EB.vy =0. Lo cual implica que también se anulara
su cuadrado:

2

2
(A.vx +%B.vy) =0— AV +ABv,.v, +%Bz.v§ =0—Av;+Buv,.v, +f—Avy2, =0

. . . 2 2
y como, por hipétesis, es B> -4.A.C =0, se tiene que es A\ +B.vx.vy +Cv; =0, con
lo que también se anula el término tercero de la ecuacion diferencial construida:
2
0°z

a—z(A.vi +By,.v, + C.vf,) =0, resultando en definitiva:
v

1n



2
AL ELE B (A, 4By, +Cy, +Ev +Fv)+Gz=H

ou’ du Jv
y finalmente
a—2Z+o:%+ %ﬂ/z =p
ou* Ju Jav

gue es la expresion candnica de las ecuaciones diferenciales lineales en derivadas
parciales de segundo orden de tipo parabdlico.

d) Los casos de mas de dos variables independientes:

El proceso indicado anteriormente sigue siendo valido cuando el numero de
variables independientes es mayor a dos. Asi, en el caso de que la ecuacion
diferencial en derivadas parciales tenga, por ejemplo, tres variables indepen-
dientes, x,,x,,x;, se tendria:

9’z 9’z 9’z 0z 3z dz _
o I M s T =
1

m
? ax; 0x; 0x, 0x, 0x,

donde los m, m;, i=1,2,... son coeficientes constantes.

Siendo:
- De tipo hiperbolico si los tres primeros coeficientes, m,,m,,m;, no son del mismo

signo.
- De tipo eliptico si estos tres coeficientes son del mismo signo.
- De tipo parabdlico si alguno de los tres primeros coeficientes se anula.

3. Aplicaciones a la fisica:

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales lineales aparecen en muchas
cuestiones de la fisica ante la necesidad de efectuar modelados matematicos de
situaciones y problemas concretos. Aunque existen en la actualidad problemas que
necesitan ecuaciones lineales en derivadas parciales de mayor orden, los tipos
candnicos estudiados aqui son realmente los que con frecuencia aparecen en la
modelacién de los problemas clasicos y también de muchas cuestiones de la actual
mecanica cuantica. Son corrientes los problemas de la propagacion del sonido,
propagacion del calor, dindamica de fluidos, ecuaciones de ondas, elasticidad,
electrodinamica clasica y cuantica, etc.. En particular, las ecuaciones de segundo
orden con coeficientes constantes que hemos tratado en este texto se involucran en
la mayor parte de los problemas de la fisica.

Asi, podemos observar algunos ejemplos muy notables:
- Ecuacién de Laplace:

9’z 9’z 9z
2
Viz=0———=+——+—

ox’ ay~  ow

=0

11



es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo orden y tres
variables, homogénea de tipo eliptico y con coeficientes constantes.

- Ecuacién de Poisson:

3’z 9z 0z
Viz= eﬁ+—2+ == f(x,y,w)

ow

es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo orden y tres
variables, no homogénea de tipo eliptico y con coeficientes constantes.

- Ecuacién de ondas:

2 2 2 2 2
a—f—c2V2z=0—>a—§—c2 a—§+a—§+ 8z2 =0
ot ot ax°  Jdy° dw

es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo orden y cuatro
variables, homogénea de tipo hiperbdlico y con coeficientes constantes.

- Ecuaciones de difusidn:

—_ P
or  ox*  ox* kot

son ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de segundo orden y dos
variables, homogéneas de tipo parabdlico y con coeficientes constantes.

- Ecuacion de Helmholtz:

0z 9’z 9z
V2Z=k2Z_>—2+—2+—2—kZZ=O

dx”  dy” Iw

es una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo orden y tres
variables, homogénea de tipo eliptico y con coeficientes constantes.
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