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Sobre la convergencia de las series enteras de
variable compleja

Definicidn:
Sea la serie formal de indeterminada Xy coeficientes el cuerpo :

S(X)=>a,X"

n=0

Una serie entera de variable compleja es la serie obtenida al sustituir la
indeterminada X en la serie S(X) por z € C, y donde el cuerpo k de los coeficientes es
el cuerpo C de los nimeros complejos:

n
2.9,z

n=0

1.1. La convergencia:

Teorema 1.1 (Lema de Abel):

Dado un numero real r, positivo y menor que la unidad,0<7» <1, la serie entera de
variable compleja

n
2.9,z

n=0

converge absolutamente en |z|£r si Vi,e R/0<r<r <l existe un nimero real

positivo M >0, tal que

a,lr, <M, VYn=0

Demostracién:
Basta aplicar el criterio de convergencia por comparacion, pues siendo

n
<o Jof <257 - M.(Lj

n
o
0 o

n
. . . r Ly p
se tiene que si la SerIEZM. — | es convergente, también sera convergente la
14
n>0 0

serie Z‘anz”

n=0 n=0

que se trata de una progresién geométrica de infinitos términos cuya suma es:

Z .'1r:ir- (:)“ = ‘Jrern = £1rf. Tﬂ
Yo 1-= o — T

nz0 To

n
. L r
, Y, efectivamente, la serie indicada, ZM{—] , €s convergente, ya
1;
0
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1.3. Radio de convergencia:
Teorema 1.2 (existencia de disco de convergencia):
Para toda serie formal Zanz” existe un n° real # tal que:
n>0
a) Y a,z" converge en norma para |z|< p .
n>0
b) Zanz” diverge para |z| >p.
n>0
Demostracién:
Consideremos la suma indicada por la serie

2o

n=0

donde es O<r<p. Tal suma puede ser finita o bien infinita. Si es finita

indicaremos que Zan|r” <400 , y diremos que es convergente, y si es infinita lo

n=0
indicaremos por Z|an|r” =400 y diremos que se trata de una serie divergente.

n>0
Asi, pues, para ciertos valores de r la serie puede ser convergente y para otros
valores de r la serie puede ser divergente.
Consideremos el conjunto de valores de r para los cuales la serie converge, y
llamémoslo I:

I= r/reR+u{0}/\Z|anr”<+oo

n=0

Es inmediato que I € R, pues sus elementos son nimeros reales, y quel # ¢, pues

la serie indicada converge al menos para r=0.
Llamemos p =sup(/) al supremo del conjunto I de los valores r para los cuales la

serie Z|an|r" es convergente.
n=0
Se tiene:
a) Vrel/r<p,3r,el/0<r<r<p,y laserie Z

n=0

an|r0" es convergente, por lo que

cada término de la serie esta acotado:

dM e R/

arl

ry <M,Vnz=0

entonces, utilizando el Lema de Abel, Zanz” converge en norma para Izl < 2

n=0

b) Si |z|>p,E|neN/|anz”es arbitrariamente grande, pues caso contrario,

Jr'e R+/p<r'<|z|/\2|an|r'” converge, con lo que contradice el hecho de que

n=0

p =sup({).

Obviamente, p =sup(/) es unico y se denomina radio de convergencia de la serie.

Si es P el radio de convergencia de la serie entera Zanz” se llama circulo o disco

n=0

de convergencia al dominio Izl < o,
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14. La formula de Hadamard:
Teorema 1.3 (Férmula de Hadamard):

Dada la serie entera de variable compleja Zanz” , se puede obtener el valor del
n=0

radio de convergencia mediante la expresion

1 _ l 1/n
5= lmsunial
Demostracion:

Sabemos, por el criterio de la raiz, que una serie de numeros reales positivos Z(pn
n>0

es convergente si se verifica que
limsup(p,)"" <1
n—0

y es divergente si
limsup(gp,)""" > 1

siendo tal serie indeterminada si
limsup(gp,)""" =1
n—>0

entonces, aplicando esto a la serie Z|an|r” se tiene:

n=0

)" <1— limsup r(
>0 n—

O sea, si

)l/n <1

n R
an|r converge si limsup(
n—>0

an al’l

. 1 .
limsup(|a,|)"’" <=— limsup(a,
n—>0 ]/‘ n—>0

)l/n =l
P

. 1 , .
(no puede ser 11msup(|an|)””<— pues entonces seria, para algun
n—oo p

. 1 1 . . .
r'>p:11msup(|an|)”” <—<— con lo que no seria # el radio de convergencia de la
n—»0 v p

serie)

1.5. Continuidad de la funcion definida por una serie entera convergente:
Teorema 1.4:

La funcién definida por una serie entera de variable compleja, f(z)=2anz” , €s
n=>0

continua en el disco de convergencia de la serie.

Demostracion:

Se trata de probar la continuidad de la funcién f(z) = Zanz" , es decir, es preciso

n=0

probar que, para z z, del circulo de convergencia:V8>O,EI§>O/|Z—ZO|<5—>

=|f(2)~f(z)|<e.

Si escribimos:

M

filz) = Zanz” = Zaﬂz" + Z a,z" = A(z) + B(z)
naM

nz=0 »=0
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flzg) = z A,ZR = Z QnZ8 + Z fanzy = Alzg) + Blzy)
n=0

n=o naM

Se tiene:
[f(2) = f(2)]| = |A(2) + B(2) = A(z,) = B(2,)| =|A(2) = A(z) + B(2) ~ B(z,)|

por lo que

£ (2) = f(2)| <|A(2) — A(z))| +|B(2) — B(z,)| = |A(2) — A(z,)| +|B(2)| +|B(2,)|

por tanto:

Eligiendo ¢ adecuadamente es

M

Z a,(z™ —zg)

n=n

4z} — Alzel =

M

Z Az 4 zpz™ 3+ b 2z Mz — )| =

1Bz = Z a,z"
naM

En definitiva:
1702) — FZell = JAE) — Az N+ |1B(2) — Bzl = [AE) - Az +
HEEN+1BGE N < 53+ 5/3+5/3=¢

<€y, 1Bl =

2, %

nalM

= 5)’3
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