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DIRECCIONES SOBRE UNA
SUPERFICIE

Lineas de curvatura principal. Direcciones
principales.

Nota: las nociones basicas que se manejan en este articulo
(formas fundamentales, curvatura normal, teorema de
Meusnier) pueden ser consultadas en la primera parte,
Superficies_1, en esta misma web

(http://personales.ya.com/casanchi/mat/superficies01.htm).

Sabemos que las direcciones sobre una superficie S en un determinado punto P de
la misma, presentan distinta curvatura k£, y también, por consiguiente, distinta
curvatura normal K, , proyeccién sobre el vector normal N del vector de curvatura

k en dicho punto P.

El sentido del vector de curvatura normal puede ser el mismo que el sentido del
vector normal o bien puede ser de sentido contrario, esto es, puede ser la
proyecciéon positiva, negativa o nula, dependiendo de las dos formas
fundamentales, ya que sabemos que es
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Como I siempre es positiva (I = dr.di =ds> > 0) el signo de K, viene determinado
por la segunda forma fundamental II. Asi, se tienen tres casos posibles:

1) I >0 — K, > 0. El punto P se llama punto eliptico.
2) I =0— K, =0. El punto P se llama punto parabdlico.
3) II <0— K, <0. El punto P se llama punto hiperbdlico.

Para poder determinar de qué forma es el contacto con el plano tangente a la
superficie en el punto P, en cada uno de estos tres casos, debemos establecer el
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grado de aproximacion de la superficie al plano tangente en cada situacién. Esto lo
podemos conseguir con el siguiente teorema.

Teorema 06:

Si es T el plano tangente a la superficie S en el punto P y es q un punto de S
infinitamente préximo a P, entonces la distancia de g al plano tangente es igual a la
mitad de II mas un infinitésimo de tercer orden:

1
d(q,T) = EU + 0,
Demostracion:
Siendo ?p,Fq los vectores de posicion de ambos puntos y (?—?p )N =0 la ecuacién
.. 1 L, 1 5. . .
del plano tangente, es 7, =7, +dr +5d2r +§d3r +..., y la distancia del punto q al
plano tangente es

d(q.T) = :

&r.ﬁ+%d2?.ﬁ+—d3f.ﬁ+...‘ =

=7, ] = y

0+ %(?” N.du? +Foy N.duydu, +Fy N il )+ 0,

=1H+@
2

Teorema 07:

1) En un punto eliptico toda la superficie S esta a un lado del plano tangente en
dicho punto.

2) En un punto parabdlico P se cumple que la direccion en la que II=0 es
asintoética y tiene el mayor contacto posible con el plano tangente.

3) En un punto hiperbdlico la superficie corta al plano tangente.

Demostracion:
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1
1) Sies Il >0, la distancia es siempre positiva: d(q,T) =5H+493 >0,y por

consiguiente, los puntos de la superficie S se encuentran a un lado del plano
tangente.

2) Sies Il =0, la distancia es un infinitésimo de orden 3: d(q¢,7)=6, -0 y la

superficie S esta en la mayor proximidad posible al plano tangente T en la
direccién en la que se anula la segunda forma fundamental. (direccién
asintética).

3) Sies Il <0, la segunda forma fundamental es indefinida y la superficie no
estad totalmente del mismo lado del plano tangente, es decir, lo corta.

El ejemplo mas clasico de superficie en la que se distinguen los tres tipos de puntos
es el toro.

1) Los puntos exteriores de la superficie,

engendrados al rotar ABC, son elipticos.
2) Los puntos de las circunferencias que

x—__%)) definen tanto el movimiento del punto A
como el movimiento del punto C, son
parabdlicos.

3) Los puntos interiores, engendrados al
rotar el arco ADC, son hiperbdlicos.

&

_} x

] i x

De lo anterior inferimos que en cada punto P de la superficie pueden haber
direcciones en donde se anula la curvatura normal (direcciones asintéticas de
puntos parabdlicos), direcciones en donde la curvatura normal es positiva (puntos
elipticos) y direcciones en donde la curvatura normal es negativa (puntos
hiperbolicos).

Podemos también tratar de encontrar aquellas direcciones en las que la curvatura
normal presenta valor maximo o valor minimo (presenta un extremo). Tales
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direcciones se llaman principales y las correspondientes curvaturas se denominan
curvaturas principales.

Para encontrar el valor maximo o minimo de la curvatura normal emplearemos el
calculo diferencial, derivando e igualando a cero la curvatura normal con respecto a

. ., (du
la variable direccién [—2 )

u,
du 11
Si hacemos x=—= en K, =—:
u, 1
2
K ()= L, +2l,x+1,x
1 g11+2g12'x+g22'x2
. dkK, (x)
Bastara obtener los valores de x para los cuales d— =0.
x

dK , (x) _ (2112 + 2122x)(g11 +2g,x+ g22x2 )_ (2g12 + 2g22x)(l“ +2/,x + lzzxz)

" =0=
dx (gn +2g,x+gyx )
= (112 +122x)(g11 +2g12x+g22x2)—(g12 +gzzx)(111 +2112x+122x2): 0 [1]
de lo cual:
Ly +L,x 1y +20,x+1,x Ly +1yx+ (1, +L,x)x
12 2 _ ‘il 12 22 — 11 12 12 22 =kp [2]

8 t8xnX & +2g12x+g22x2 g +g12x+(g12 +g22x)x

ordenando [1] con respecto a las potencias de x:

(llzgll _111g12)+(122g11 1,8 )x+(122812 _llzgzz)xz =0

du .
y los valores de x :d—2 que hacen extrema la curvatura normal son las soluciones
u
1

de dicha ecuacion de 2° grado:

118y =18, + \/(glllzz =&l )2 - 4(g12122 —8nly )(gllllz - glzlll)
2(g12122 — 8l )

1

118 =108 — \/(glllzz - gxnh, )2 - 4(8’12122 - gxnh, )(gnllz - ngle)
2(g12122 — 8l )

2

que, por lo demas, cumplen que:

Ly&i =118 L8 — 1,8,

X, +x, =—-221L liex XX, =
/ -1
2812 T h28n

[3]
181, — 1,8
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Veamos como obtener los valores maximo y minimo de la curvatura normal
mediante el siguiente teorema.

Teorema 08:

Los valores de las curvaturas principales son las soluciones K, de la ecuaciéon de
segundo grado

lll_gllkp llz_glzkp ~0
I, _gIka Ly, _g22kp
Demostracion:

De la igualdad [2] y teniendo en cuenta la conocida equivalencia de proporciones:

4 C A A+rC
o2

r real

B D B B+rD

se tiene:

Ly +lyx 1y +1px+ (1, +1,x)x

8 t8&»nX &n +g12x+(g12 +g22x)x

I, +1,x B L, +1,x

_ s
81 T 8nX & t8nX

P

:kp =
de lo cual:

[, _gIka + (1, _g22kp)x =0 . du, o
y siendo x =—=, podemos escribir
lll_gllkp+(llz_g12kp)x:0 du,

[111 _gllkp [, _gIka J(dul ] _ (OJ
[, _gIka Ly, _gzzkp du, 0

lll_gllkp llz_glzkp
llz_glzkp lzz_gzzkp

de donde, finalmente:

=0 [4]

Asimismo podemos obtener la ecuacion de las lineas de curvatura principal de la
superficie S en un punto P.

Teorema 09:

Las ecuacion de las lineas de curvatura principal viene dada por

(g11112 - gl )dulz + (glllzz - gzzln)'dulduz + (g22112 - &uly )duzz =0

Demostracion:
De [1]: (llz +122x)(g” +2g12x+g22x2)—(g12 +g22x)(l” +2112x+122x2): 0=

= (gnllz _g12111)+(g11122 _gzzln)x"'(glzlzz —&nl, )XZ =0
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. u,
y sustituyendo x = :
ul
2 2
(gullz _glzlu)'d”l +(g11122 _g22111)'du1du2 +(g22112 —&ulyn )'duz =0
que puede considerarse el desarrollo del determinante
du; —dudu, du
gn gn g, |=0
le 112 122
Teorema 10:
Las lineas de curvatura son perpendiculares.
Demostracion:
du, du; o _
Sean x, =—=, x, =—. Las direcciones las determinan los vectores:
u, du,
di =7,.du, +7,.du,, di =7 .du] +7, du,
Veamos que su producto interior es nulo:
di.di” =77 du,.du, +7 7 du,.du, + 7.7 du,.du] +7 .7 du,.du, =
=g, du,.du, + g, du,.du, + g ,du,.du, +g,,du,.du, =
= g,,.du,.du; + g, (du,.du, +du,.du )+ g,,du,.du, =
du, du, du, du,
=g, +gn(++ )+ & 5 =8 & (X X))+ 8y XX,
du, du, du, du,
/ -1 [ -1
Sustituyendo las expresiones [3]: x, + X, = _mu " s X,.X, e T e V-1
108 — 128 181 — 1,82

Resulta:

. l,g,—-1,&g l,g,-1,g
a’r.dr:gll+g12(x1+x2)+g22.x1.x2=g11+g12(—Mj+gz{M =

181, — 1,82

= gn(lzzglz _llzg22)+g12(_ Ing +1:8x )+g22(112g11 _leglz): 0

y las direcciones principales son, efectivamente, perpendiculares.

181, — 1,82
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Teorema 11:

Si son proporcionales los coeficientes de ambas formas fundamentales, entonces no
hay direcciones principales. Es decir:

[, =cg;, Lj=12=k, =k =k,=c

Demostracion:

Bastara sustituir en [4]:

c.gy _gllkp C.8n _gIka
C.g _gIka C.8 _gZka

lll_gllkp llZ_gIka
llZ_gIka lzz_gzzkp
gll(c_kp) g12(C_kp)
g12(C_kp) gzz(c_kp)

=0=

g &n

2 &»

—0=(c—k, ). —0=(c—k,)’ =0=k, = c (doble)

(Estos puntos se denominan puntos umbilicos)

Corolario:
Sil, =0, i,j=12=k, =k =k, =0

g

Demostracién: trivial. (los puntos se dicen umbilicos parabdlicos. Todos los puntos
de un plano son umbilicos parabdlicos).

Teorema 12:

La condicidn necesaria y suficiente para que las lineas paramétricas, du;=0 y du,=0,
sean lineas de curvatura es que

g,=10,=0
Demostracién:
- Veamos que es condicidn necesaria:

Si las lineas paramétricas, du;=0 y du,=0, son lineas de curvatura, esto implica
que son perpendiculares por el teorema 10, luego g,, =0.

Y de ser g,,/,, 1,8, =0=1,=0

- Veamos que es condicién suficiente:



SUPERFICIES-2 Carlos S. Chinea

Sustituyendo en la ecuacién de las lineas de curvatura principal:

(gllllz _glzlll)-dul2 +(g11122 _gzzln)-d”lduz +(g22112 - gnly )d”22 =0=
=0+ (gnlzz — &xnl )-dulduz +0=0= (gnlzz - gzzln)-d“ld“z =0=>du, =du, =0
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