Introduccién a la idea de simplice y complejo simplicial. Carlos S. Chinea

Introduccion a la idea de simplice y complejo
simplicial. Un enfoque geomeétrico

1. Introduccién: el espacio R"
1.1. Espacio vectorial sobre un cuerpo K:

1.1.1. Definiciéon de espacio vectorial:

Un espacio vectorial sobre un cuerpo (K,+,.) es una estructura algebraica
constituida por un grupo conmutativo aditivo (¥,+) y una ley multiplicativa de
composicion externa, KxV —V , de los elementos del grupo (V,+) por los
elementos del cuerpo (K,+,.) en el grupo (V,+), que cumpla las condiciones
siguientes:

1) VxeV Va,f ek, (a+ﬂ).x:a.x+ﬂ.x
2) Vae K,Vx,yelV,a(x+y)=ax+a.y
3) VxeV.,Va,f ek, a.(f.x)=(a.f)x
4)VxelV,IleK/lx=x

A los elementos del grupo (V,+) se les llama vectores del espacio, y a los elementos
del cuerpo (K,+,.), escalares. La ley externa, pues, es una ley que compone
escalares con vectores para obtener vectores.

En todo espacio vectorial, pues, existe un vector nulo, que es el elemento neutro
para la ley aditiva del grupo de los vectores. Asimismo, entre los escalares existe el
uno (1), que es el elemento neutro para la ley multiplicativa del cuerpo.

1.1.2. Sistema de generadores:

Un conjunto de vectores,S:{el,...,en}, se dice que genera o engendra el espacio
vectorial, o0 que es un sistema de generadores del espacio, si todo vector puede
expresarse como combinacién lineal de los mismos.

S = {el,...,en}genera el espacio vectorial & VxeV,3¢',..,p" e K/x = Z(pfej

Jj=1
Si S genera al espacio (V,+,.) lo indicaremos asi: V(S).

1.1.3. Sistema de vectores linealmente independientes
Un conjunto de vectores, Sz{el,...,en}, se dice que es un sistema libre, o que es

linealmente independiente, si una combinacion lineal de ellos igualada al vector
nulo implica necesariamente que todos los coeficientes son numeros reales nulos.

S = {el,...,en }lin_independ = Z/ljej =0=> 4 =0,j=1..n

J=1
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1.1.4. Base y dimension del espacio vectorial:
Se denomina base del espacio vectorial a un conjunto de vectores S = {el,...,en} que

es sistema de generadores y linealmente independiente

S base< Ver,EIgol,...,go”eK/x:Z(pfej A Z/%/eJ.:O:w%j:O,j:l,...,n

J=1 J=1

Se prueba que todas las bases de un mismo espacio vectorial tienen el mismo
cardinal. Ese cardinal Unico para un espacio determinado se denomina dimension
del espacio.

Asi, un espacio vectorial tridimensional es un espacio vectorial en el que todas las
bases tienen tres vectores, que son, obviamente, linealmente independientes y
sistemas de generadores del espacio.

Un espacio vectorial finitodimensional es un espacio en donde el cardinal de sus
bases, su dimensién, es un nimero finito. Se dice que es infinitodimensional si
todas sus bases tienen un numero infinito de elementos.

1.1.5. Espacio afin asociado a un espacio vectorial
Se denomina espacio afin o espacio de los puntos de un espacio vectorial dado, V, a
un conjunto E cuyos elementos verifican que:

1) Un par ordenado (a,b) de puntos de E definen un vector v(a,b) de V que diremos
es de origen a y extremo b.

2) El vector nulo de V tiene el origen coincidente con el extremo. Asi, es nulo el
vector que define cualquiera de los pares (0,0), (a,a), (b,b),...

3) Para tres puntos dados se verifica la ley de la suma de vectores: dados tres

puntos, a, b y ¢, del espacio afin, se tiene que la suma vectorial del vector (a,b) con
el vector (b,c) es igual al vector (a,c). O sea, v(a,b)+v(b,c)=v(a,c)

1.2. El espacio vectorial de las n-plas de numeros reales:

Sea R el cuerpo infinito de los nimeros reales y R” es el conjunto infinito de las n-
plas ordenadas x = (xl,xz,...,xn), x,eR,i=12,.,n.

Tal conjunto es un espacio vectorial n-dimensional sobre le cuerpo R de los
numeros reales, (R”,+,R), definiendo la suma de n-plas y el producto de una n-pla
por un numero real en la forma

Vx,y € R/ x= (%, %X, ) ¥ = (s yser v, )

- Sumaden-plas: x+y= (x1 + VX + Vasens X, +yn)
- Producto de una n-pla por un nimero real LR : /1.x=(ﬂx1,ix2,...,ixn)

Puesto que se verifican las propiedades:
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Vx,yeR",x+yeR"
Vx,yeR",x+y=y+x
Vx,y,zeR",(x+y)+z=x+(y+2)
0eR"/VxeR",x+0=0+x=x
VxeR"I(—x)eR"/x+(—x)=(—x)+x=0

Vx,ye R",VAeR,A(x+y)=Ax+ Ay
VxeR"\NA,A e R(A + A )x=Ax+A.x

VxeR" N, A € R,(A.1)x=A(4.x)
deR/VxeR"/1x=x,1e R,VxeR"

Con estas operaciones el conjunto R" adquiere estructura de espacio vectorial n
dimensional sobre R, ya que se verifican las condiciones de que es grupo abeliano
para la suma de n-plas y el producto de una n-pla por un numero real tiene las
propiedades de la definicion de espacio vectorial.

Las n-plas seran, pues, los vectores del espacio vectorial (R”,+,.).

En R" todas las bases tienen n elementos (n n-plas). Una de estas bases, la base
canonica, esta formada por los vectores {(1,0,...,0),(0,1,...,0)..,(0,0,...,1)}, que son,
pues, un conjunto linealmente independiente y sistema de generadores:

A(1,0,...,0)+ A(0.1,....0)+...+ 2" (0,0,..D)=0=>A = =...=1" =0
Vx =(X,....,x,) €R", x =(x,,X,,...,x,) = x,(1,0,...,0) + x, (0,L,...,0) + ... + x, (0,0,...,1)
Los nimeros reales x,,x,,...,x, se dicen componentes euclideas o euclidianas del

punto x =(x,,x,,...,X,) en la base candnica.

1.2.1. El espacio vectorial de los vectores con origen en una n-pla fija

Dadas las n-plas x, = (xm,...,xo,,), X, :(xll,...,xln), definimos como vector orientado

de origen en xy y extremo en x;, a la n-pla:
X=Xy = (xll T Xopseees Xy, _xOn)

Es facil ver que el conjunto de todos los vectores orientados de origen en x, tiene
también estructura de espacio vectorial sobre R, que llamaremos espacio vectorial
de los vectores orientados con origen en xy. En realidad, el espacio vectorial de las
n-plas de nimeros reales es el espacio de vectorial de los vectores orientados con
origen en (0,0,...,0), puesto que se puede expresa siempre

xX= (xl,xz,...,xn): (x1 -0,x,-0,...,x, — O)z x-0
En adelante llamaremos puntos del espacio R" a las n-plas de nimeros reales, que

pueden considerarse los puntos del espacio afin asociado al espacio vectorial de los
vectores con origen en una n-pla fija xy,
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1.2.2. Puntos de R" afinmente independientes:
Dados k+/ puntos del espacio afin asociado R", {xo,...,xk}, esto es, k+1 n-plas de
numeros reales:

Xo = (xowxozr--’xolq)
X = (xlli‘xlz""’xln)
Xy = (xkl’ka"“’xkn)

diremos que son afinmente independientes si tomando como origen uno de ellos,
por ejemplo xy, los k vectores que definen son linealmente independientes:

{Xo»X,.... X, | afinindepend <> {x, — x,, %, — Xy X, — X, | lin.independ

obviamente, si el espacio afin es n-dimensional, el nimero maximo de vectores
linealmente independientes es n, es decir, el mayor nimero de puntos afinmente
independientes es n+1, por lo que si k+1 puntos son afinmente independientes, el
mayor valor posible de k es precisamente n.

2. Estructuras basicas con cerramiento convexo en R":

Partiendo de los componentes elementales del espacio afin R", podemos
considerar, de menor a mayor complejidad, los lugares geomeétricos basicos del
espacio, de modo que desde un conjunto puntos podamos definir los segmentos,
los tridngulos, tetraedros y cerramientos convexos en general.

2.1. Puntos
La entidad elemental del espacio afin R", son, pues, los puntos o n-plas.

n — J—
x; € R" entonces x, —(le,...,xjn), con x, eR,r=1,..,n

2.2. Segmentos
Un par de puntos, x, = (xm,...,xOn), X, :(xll,...,xln), definen un segmento, conjunto

de los infinitos puntos x = (gol,...,gon)alineados con ambos y tales que x,, <@, <X,

para j=1,...,n. Puede expresarse por el conjunto
<x0,xl>= {xeR”/x—x0 =t.(x, —xo),OStSl,teR}

Los puntos x, = (xm,...,xOn), X = (x”,...,x]n) son los vértices del segmento.
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2.3. Tridngulos
Una terna de puntos no alineados x,, = (xm,...,xOn), X, =(x”,...,x1n), X, = (x21,...,x2n),

definen un tridngulo, conjunto de los infinitos puntos x = (xl,...,xn) coplanarios con
ellos y que podemos expresar por

<x0,xl,x2>: {xeR” [x=Xy=t,.(X, = X)) +1,.(x, = x,), 0<t, +1, <1, 1,1, eR}

Los indicados puntos x,,Xx,,x, son los vértices del triangulo.

2.4. Tetraedros
Una cuaterna de puntos no coplanariosxo=(x01,...,x0n), x1=(x”,...,x1n),

x2=(x21,...,x2n), x3=(x31,...,x3n), definen un tetraedro, conjunto de los infinitos

puntos x = (xl,...,xn) que podemos expresar por

3 3
<x0,x1,x2,x3>: xeR"/x—x, =th.(xj —xo),OSth <Lt eR
J=1 J=1
Los puntos x,,X;,X,,X; son los vértices del tetraedro.

1.3.5. Cerramientos convexos en general
Una conjunto de A+I puntos de modo que sean afinmente independientes,

x0=(x01,...,x0n), ,xh=(xh1,...,x,m), definen una figura o cerramiento convexo,

conjunto de los infinitos puntos x = (xl,...,xn) que podemos expresar por

<x0,...,xh>: xXeR"/x-x, :Zh:tj.(xj —X,)s OSZh:tj <Lt eR
J=1

J=1

Los puntos x,,...,x, son los vértices del cerramiento convexo.

3. Simplices

Es posible englobar las anteriores definiciones de estructuras basicas en el espacio
afin, R", en una definicién general que denominaremos simplice o simplejo en R".

3.1. Definicién

Dados k+/ puntos, x,,x,...,x,, del espacio R", afinmente independientes, se
denomina simplice o simplejo (o bien, k-simplice o k-simplejo), de dimension k£ y
vértices x,,X,,...,X,, que representaremos por < Xx,,X,,...,x, >, al conjunto de los

puntos de R" definidos por:
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k k
< Xy Xppen Xy =X € R /Aty tyyes ) ERN AX=D 0, A 1, =1,1,20,i=0,1,....k
i=0 i=0

Para cada punto x del k-simplice existe, por consiguiente, una (k+1)-pla de
numeros reales (¢,,...,t,) que se denominan coordenadas baricéntricas del punto x

en el k-simplice.

Ningun simplejo puede tener una dimensidon mayor que la dimensién del espacio,
pues el nimero maximo de puntos afinmente independientes en un espacio
vectorial n dimensional ha de ser n+I. Asi, en el espacio afin tridimensional

R’ podemos considerar solamente los simplices de dimensién cero, dimensién 1,
dimensidén 2 y dimension 3:

0-simplice de vértice x,:

0
<X, >= xeR"/HIOeROAx:Ztox0=xOAt0:1
i=0

1-simplice de vértices x,,x; :

1 1
<Xp X, >=x€R" /Aty t) ER* Ax =D tx, AD 1, =1,8,20,i=0,

i=0 i=0

2-simplice de vertices x,,x,, X, :

2 2
< Xpy Xy, Xy >=4X € R" /Tty 11,8) €RP AX =D tx, AD 1, =1,1,20,i=0,1,2

i=0 i=0

3-simplice de vertices x,,x,,x,,X;:

3 3
< Xgy X, Xy, Xy >=4X € R" [ty 1,,8,,5) € RO AX =D tx, AD 1,=1,1,20,i=0,1,2,3

i=0 i=0
Dados dos simplices del espacio R", si el conjunto / de los vértices de uno de ellos
esta contenido en el conjunto de los k vértices del otro, diremos que el primero es

una h-cara del segundo. Por ejemplo, los k+1 vértices de un k-simplice son 0-caras
del mismo.

Los O-simplices, <x,>,..,<Xx, >, los [-simplices <x,,x; >,..<Xx,x, >,.., los 2-
simplices < x,,Xx,,X, >, <X, X, , X >, , €tC., son 1-caras, 2-caras, etc., del k-

simplice <x,...,x, > (k>2)

El mismo k-simplice es una k-cara de si mismo que se denomina cara impropia. Las
restantes h-caras (h<k), son las caras propias del simplice.

3.2. Teorema
Dado el k-simplice < x,,x,,...,x, > de R", se cumple que el vector que define un

punto cualquiera con origen en un vértice x, del k-simplice, es combinacion lineal
de los vectores x, —x, = (x_/l = Xpp5ee0s Xy —xo,,),] =1,...,k. O sea

k
VX €< Xyporn X, >, I(tysest,) € R [ x— X, = th(xj - X)
j=1
Demostracion:
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k k k
De ser x e<Xx,,...,x;, >, se tiene que x = Zt/.xl. y Zt/ =1, por lo que ¢, :I—th

=0 =0 J=1
Entonces:

k k k k k
X =tyX, +thxj = I—th X, +thxj =X, +thxj —thxo =X, +th(xj - X,)
j=1 Jj=1 Jj=1 Jj=l J=1

k k
por consiguiente Vx €< X,,...,x, >,3(t;,...t,) € R /x—x, =Y 1,(x; = x,), D1, <1
= =]

3.3. Corolario:
Un k-simplice, un simplejo de dimension k, es realmente una figura con cerramiento
convexo.

En efecto, ya que son equivalentes las definiciones de k-simplejo y de cerramiento
convexo de k+1 caras.

Asi, en R® tenemos que un 3-simplice es un tetraedro, o poliedro de 4 caras
triangulares, un 2-simplice es un triangulo, figura de tres lados, un 1-simplice es un
segmento, lugar geométrico de la recta limitado por dos puntos (vértices), un 0-
simplice es un solo punto del espacio.

En un 3-simplice de R® aparece una 3-cara (impropia, pues coincide con el mismo
3-simplice), cuatro 2-caras (triangulares), seis 1-caras (segmentos que constituyen
las aristas del tetraedro) y cuatro 0-caras (los cuatro vértices del tetraedro).

En un 2-simplice de R® aparece una 2-cara (impropia, pues coincide con el mismo
2-simplice), tres 1-caras (los segmentos que constituyen los lados del tridngulo, y
tres 0-caras (los tres puntos vértices del triangulo).

En un 1-simplice de R?® aparece una 1-cara (impropia, pues coincide con el mismo
1-simplice), y dos 0-caras (los dos puntos extremos del segmento).

En un O-simplice de R® (un punto) no existen caras propias. La Unica es la 0-cara
que coincide con el punto, impropia obviamente.

*y

My

0-simplice 1-simplice 2 -simplice a-simplics

Simphces eén ¢l espaco H'-‘

3.4. Borde e interior de un simplice
Dado el k-simplice A, =<Xx,,...,Xx, >, cuyas caras son Aj,j=0,1,...., se denomina

borde de A,, 0A,, ala unién de sus caras propias

oA, = (A,

0<j<k
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Borde del tetraedro: unién de los cuatro tridangulos, de los seis segmentos (aristas)
y de los cuatro vértices.

Borde del tridngulo: unién de los tres segmentos (lados) y de los tres vértices.
Borde del segmento: unién de los dos vértices (extremos).

Borde del punto: el Unico vértice.

Se define el interior, iA,, de un k-simplice A, =<x,,...,x, > como la diferencia
entre el simplice y su borde

iA, =A, —0A,

El interior de un tetraedro es lo que queda del mismo después de quitarle sus
triangulos, sus aristas y sus puntos vértices.

El interior de un tridngulo es lo que resulta de suprimir sus lados y sus tres
vértices.

El interior de un segmento es lo que queda cuando se suprimen sus extremos (es
un intervalo abierto de la recta real).

El interior de un punto no existe (vacio), pues el punto coincide con su borde.

3.5. Ordenes de orientacion de un simplice
De acuerdo con el nimero de vértices, un k-simplice, <x0,...,xk> puede ordenarse

por diversas secuencias del los k+1 vértices que le definen. En total son (k+1)!
ordenaciones.

Asi, el 1-simplice <xo,xl> puede ser <x0,xl>,<xl,x0>, el 2-simplice <x0,xl,x2>

ordenable por <x0,x1,x2>,<xo,x2,xl>,<xl,xo,x2>,<xl,x2,x0>,<x2,xo,xl>,<x2,xl,xo>, etc.

De todas las (k+1)! ordenaciones de <x0,...,xk>, la mitad, %(k+l)!, son de clase

par (tienen el mismo orden que la ordenacioén original) y la otra mitad, %(k+1)!,

son de clase impar (orden diferente a la ordenacion original).

En el 1-simplice: de clase par es <xo,xl>, y de clase impar es<x1,x0>.

En el 2-simplice: de clase par son las tres <x0,xl,xz>,<xl,x2,x0>,<x2,xo,xl>, y las de
clase impar son las tres restantes(xo,xz,x1 >,<xl,xo,x2>,<x2,xl,xo>

El conjunto de los érdenes se descompone siempre, pues, en dos clases de

equivalencia, cada una con la mitad de los drdenes, independiente del orden
original dado para el simplice.

Un k-simplice orientado, A, es, en definitiva:

- Un simplice A*.
- Una de las dos clases de equivalencia de los 6rdenes de los k+1 vértices del
mismo.

Puesto que para cada simplice hay dos orientaciones posibles, dos simplices
opuestos son los que tienen los mismos vértices pero con orientaciones diferentes.
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Se puede usar el signo menos para indicar la oposicion. Asi, por ejemplo, en los 1-
simplices y en los 2-simplices, se puede expresar:

(x0,x,) = —(x,,%, )

<x0,x1,x2> = <xl,x2,xo> = <x2,x0,xl> = —<x0,x2,x1> = —<xl,xo,x2> = —<x2,x1,x0>

3.6. Relaciones entre las coordenadas euclideas y las coordenadas baricéntricas en
un simplice

Sea el k-simplice del espacio R":
s . 1 n 1 n
Vértices: (Xg,..., Xy )seees (Xp5eees X))

k k
<Xy Xppeuen X >=X € R"/3(2y,1,,...,1,) e R* /\x=Ztixl. /\Zti =1t 2> 0,i=0,1,...,k}

i=0 i=0
k k
1 n 1 n 1 n
Vx = (x yeens X )e <x0,x1,...,xk>, x= Ztixl. =((x,.,x")= Zti(xi yeees X ), Zti =1=
i=0 i=0 1
1 n 1 n 1 n 1 n
(X e, X)) =25 (Xgseees Xg ) F (X ey X[ ) o+ 2 (X500 X,)
to+t+...+1 =1
y obtenemos las ecuaciones que relacionan las coordenadas euclideas con las

coordenadas baricéntricas
1 1 1
X =tx,+..+1x,

X" =tyx; +...+1,x,
siendo

to++. 4+t =1

El baricentro, bc, sera el punto promedio de los vértices: bc = (%c+l""’%€+l)

Ejemplo 1:

Sea el triangulo (2-simplice) en el espacio bidimensional R*:

Vértices: x, = (x},X, ), X, = (X, X, ), %, = (x},X3)

< Xgo X, Xy >= {x eR? /3t,,t,t, e RAX = Zzltixl. A Zzltl. =1,£20,i= 0,1,2}
i=0 i=0

(', x%) = 1,050, 20) + 1,06, x7) + £,(x5, %), 1+, +1, =1

Ecuaciones:
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1 1 1 1
X =tx, +t,x +1,x
070 T T siendo f, + 1, +1, =1
2—1‘ 2 tz p 2 0 1 2
X" =1X) T4hx +1Lx,

Baricentro: bc = (%,%)

Ejemplo 2:
Sea el segmento (1-simplice) en el espacio bidimensional R*:
. 1 2 1 2

Vértices: x, =(x,,x,), X, = (x,,x,)
1 1

< Xp, X, >= {x eR*/3ty,t,eRAXx= Ztixl. A Zti =1¢20,i= 0,1}
i=0 i=0

(x',x%) = to(x(l),xg) +t1(xll,x12), ty+t =1

Ecuaciones:

1 _ 1 1
X =t,x, +4Xx

2 2 2!
X" =1x, +1Xx

Baricentro: bc = (%,%)

Ejemplo 3:

siendo ¢, +¢ =1

Sea el tetraedro (3-simplice) en el espacio tridimensional R’:
- ) sl 2 3 2003 1 2 3 12 3
Vértices: x, = (x,,X;,X,), X; = (X, %, X, ), X, = (%5,%5,%5), X3 = (X3,X5,X3)
3 3
3 .
< Xy Xy Xy Xy >= {x €R/3ty,t,t,,t, ERAX = Ztixl. A Zti =1,1,2>0,i= 0,1,2,3}
i=0 i=0

(xl,xz,x3) :to(x(l),xoz,xg)+tl(xll,x12,xl3)+t2(x§,x22,x§)+t3(x§,x§,x§’), ty+t+t,+t; =1

Ecuaciones:
x' = tox(l) + tlxl1 + tzx; + t3x;
X* =tx; + X +4,x; +1,x; , siendo £, +t, +t, +1, =1

X = toxg + tle + tzxg + t3x33

Baricentro: bc = (y,%,%)

10
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4. Complejo simplicial

4.1. Definicién
Un complejo simplicial en un espacio puntual R" es una coleccion ® de simplices

de R"tal que
1) Si A es elemento de ® entonces sus caras también son elementos de @ .

2) Dos simplices, A’y A', de ®, no se cortan o bien lo hacen en una cara
comun.

3) El entorno E(x) de un punto x de @ corta a un numero finito de simplices
de @.

La dimensién del complejo simplicial ® es la dimensién del mayor de sus simplices.

Todo k-simplice define un complejo simplicial, ®(k), de dimension k, constituido
por el k-simplice y todas sus caras propias

Por ejemplo, el complejo simplicial ®(tetr.) definido por un tetraedro, esta
constituido por tetraedros (1), tridngulos (4), segmentos (6) y puntos (4).

Se denomina espacio o bien espacio subyacente del complejo simplicial ® a la
union de sus simplices:

@ = UlA /A c )

4.2. Orientacién de un complejo simplicial

Se dice que un complejo simplicial, @, esta orientado si todos sus simplices tienen

definida una orientacion. Si llamamos « a la orientacion, representaremos por ®“
al complejo orientado.

Al orientar un complejo simplicial asignamos arbitrariamente una orientacién a cada
uno de sus simplices.

Sin son ®“ y ®” dos orientaciones del mismo complejo simplicial, para cualquier
simplice r-dimensional A"del mismo puede ocurrir que las orientaciones a y/f

confieran al simplice A" la misma orientacion o que le confieran orientaciones
distintas. Esto se puede indicar, por ejemplo, de la forma:

+1, misma orientac.

—1, distint a orientac.

faﬂ(Ar):{

Se observan de inmediato las relaciones siguientes:

Jou(A) = +1
Jap (D) = [ 50 (A7) [1.5.2]
Jap(B)-f g, (A7) =, (A7)

11
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En definitiva, en un complejo simplicial orientado, ®“, existen simplices O-
dimensionales, 1-dimensionales, ...., r-dimensionales, ..., cada uno de ellos con una
orientacion inducida por « .

Asi, en el complejo simplicial implicito en el tetraedro, los cuatro 2-simplices del
mismo, triangulos del tetraedro, tendran, cada uno de ellos, una orientacién
inducida por la orientacién a que se le asigne al complejo simplicial. En general,

los r-simplices de un complejo simplicial orientado ®“tendran, cada uno de ellos,
una orientacién inducida por la orientacion del complejo simplicial.

4.3. Las cadenas r-dimensionales

Dado un complejo simplicial orientado, ®“, y un grupo conmutativo, G, puede
definirse una aplicacion @“ del conjunto de los r-simplices orientados de ®“ sobre
el grupo G, de modo que a cada r-simplice orientado le corresponda un elemento

del grupo. Esta correspondencia se denominara cadena r-dimensional de ®“ sobre
el grupo G.

Si representamos genéricamente por A" a uno cualquiera de los simplices

orientados r-dimensionales de ®“ (se puede denominar simplice soporte de todos
ellos), escribiriamos:

VA e ®d?, p*(AN)=g,€G

obviamente, para cada r-simplice orientado, A", podemos definir diferentes
cadenas r-dimensionales, @/ ,p5,..., cada una de ellas asignando diferentes

elementos del grupo G a un r-simplice orientado del complejo ®“ . Representamos
por gor(CD“;G) al conjunto de las cadenas r-dimensionales de ®“ sobre G.

Si definimos la suma de cadenas r-dimensionales de la forma
Voi o €0, (©G) (o7 +o) a7 )= o (8 )+ o5 (&)

es, entonces, facil probar que el conjunto (/),(CD“;G) de las cadenas r-
dimensionales que hacen corresponder a un r-simplice A" de ®“ un elemento del

grupo G, es un grupo conmutativo con respecto a la suma de cadenas r-
dimensionales:
- Es ley interna conmutativa:
VA e, Vol ¢f €, (0%G) 3g,.g, €Glo (X)) =g, npi(N) =g,
y siendo G grupo conmutativo, se tiene que g, +8,=8,18.€ G, por lo cual

(07 +07 k&) =07 () + 07 () = 02 () + 97 () = (0 +97 k&) €G
- Es asociativa:

VA" eq)a’ v¢ia’¢jo'{5¢ka E(Dr(q)a;G)) 3g-rii‘rgrjirgrk EG/¢ia(Ar)=gri/\
ANPT(A) =g, "I (N) =g,

12
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y siendo G grupo, se tiene que (g, +g,)+g,=&,+(g,+g,)€G, porlo cual
(@1 + 05+ 00 k) = (o1 () + 0 (A))+ 9 (A) = " (N) + (@ (A) + o/ (A)) =
= (o7 + (@ + o))

- Existe elemento nulo:

Por ser G grupo, tendra elemento nulo. Si es g,y , se tendrd que

Vgrj €q, g;t&0=801T8, =8,
Como para todo elemento del grupo G existird una cadena r-dimensional que
asigna al simplice A" tal elemento, se tiene:

V! e%(CD“;Gl oy ecor(@“;G)/ﬁ(A’)wé’(A’) =g, +t80=8,+8,=8; =9 (A)+
+ ol (M) = (X)

- Toda cadena tiene una cadena simétrica:

Por ser G grupo, todo elemento del mismo tendra elemento simétrico. Si es gy el
elemento nulo, se tendra que

Ve, €638,/ ;%8 =8;%8; =8
Como para todo elemento del grupo G existird una cadena r-dimensional que
asigna al simplice A" tal elemento, se tiene:

V! €, (079G 39" € g, (0% G) 0l (M) + 9 (N) =g, +g, =g, + 8,y = g0 = P% (K)+
+ o7 (X)) =gy (&)

En definitiva, para cada r-simplice orientado A" del complejo simplicial ®“, con la
orientacién inducida por «a, existe un grupo conmutativo de cadenas r-

dimensionales, gor(CD“;G) , tal que cada una de estas cadenas asigna a A"un
elemento del grupo G.

4.4, Cadenas r-dimensionales equivalentes

Consideremos el complejo simplicial ® y sean ®* y ®” dos orientaciones
distintas del mismo. Si ¢“ y (oﬁ son cadenas r-dimensionales respectivas de ®“ y

®” sobre el grupo G, podemos definir la equivalencia de ambas cadenas de la
forma siguiente:

¢ Equiv 9" < VN e @, 9" (N) = f,,(X)p” (A)
Teorema:

La equivalencia de cadenas r-dimensionales sobre el mismo grupo G es una relacién
de equivalencia.

Demostracion: son inmediatas las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva
usando las propiedades [1.5.2].
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- Es reflexiva:
VA € ®, 9% (A) = [, (X))o (A') = ¢” Equive®

- Es simétrica:
VA € ®, 9" Equivg” < 0"(N) = f,,(M)p" () & ¢ (A) = f,,(M)g" (X)) =
=[5 (K)9" (&) & ¢ Equivg®

- Es transitiva:

ca“Equivcoﬂ} PN = [,(A) 0" ()
0" (X)) =, (M) (&)
= 9" (&) = £, (X) ¢ (X) = p" Equivg’

o’ Equive’ } = " (AN) = f5(AN). [, (N)p" (A) =

El conjunto cociente de esta relacion de equivalencia es el conjunto cuyos
elementos son las clases de equivalencia. Y cada clase de equivalencia esta
formada por todas las cadenas r-dimensionales equivalentes entre si.

A cada una de estas clases de equivalencia, v, la llamaremos cadena r-

dimensional de® sobre G. Representaremos por t//r(CD;G) al conjunto de las
cadenas r-dimensinales de ® sobre G.
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