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Introducción a la idea de símplice y complejo 
simplicial. Un enfoque geométrico 

 
 
 
 
 
1. Introducción: el espacio Rn 
 
1.1. Espacio vectorial sobre un cuerpo K: 
 
1.1.1. Definición de espacio vectorial: 
Un espacio vectorial sobre un cuerpo (K,+,.) es una estructura algebraica 
constituida por un grupo conmutativo aditivo (V,+) y una ley multiplicativa de 
composición externa, VKxV → , de los elementos del grupo (V,+) por los 
elementos del cuerpo (K,+,.) en el grupo (V,+), que cumpla las condiciones 
siguientes: 
 

1) ( ) xxxKVx ...,,, βαβαβα +=+∈∀∈∀  

2) yxyxVyxK ..).(,,, αααα +=+∈∀∈∀  

3) xxKVx )..()..(,,, βαβαβα =∈∀∈∀  

4) xxKVx =∈∃∈∀ .1/1,  
 
A los elementos del grupo (V,+) se les llama vectores del espacio, y a los elementos 
del cuerpo (K,+,.), escalares. La ley externa, pues, es una ley que compone 
escalares con vectores para obtener vectores. 
 
En todo espacio vectorial, pues, existe un vector nulo, que es el elemento neutro 
para la ley aditiva del grupo de los vectores. Asimismo, entre los escalares existe el 
uno (1), que es el elemento neutro para la ley multiplicativa del cuerpo. 
 
 
 
1.1.2. Sistema de generadores: 
Un conjunto de vectores, { }neeS ,...,1= , se dice que genera o engendra el espacio 

vectorial, o que es un sistema de generadores del espacio, si todo vector puede 
expresarse como combinación lineal de los mismos. 

{ }neeS ,...,1= genera el espacio vectorial ∑
=

=∈∃∈∀⇔
n

j
j

jn exKVx
1

1 /,...,, ϕϕϕ  

Si S genera al espacio (V,+,.) lo indicaremos así: V(S). 
 
 
 
1.1.3. Sistema de vectores linealmente independientes 
Un conjunto de vectores, { }neeS ,...,1= , se dice que es un sistema libre, o que es 

linealmente independiente, si una combinación lineal de ellos igualada al vector 
nulo implica necesariamente que todos los coeficientes son números reales nulos. 

{ } ∑
=

==⇒=⇔=
n

j

j
j

j
n njeindependlineeS

1
1 ,...,1,00_,..., λλ  
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1.1.4. Base y dimensión del espacio vectorial: 
Se denomina base del espacio vectorial a un conjunto de vectores { }neeS ,...,1=  que 

es sistema de generadores y linealmente independiente 
 

S base 







==⇒=∧








=∈∃∈∀⇔ ∑∑

==

n

j

j
j

j
n

j
j

jn njeexKVx
11

1 ,...,1,00/,...,, λλϕϕϕ  

 
Se prueba que todas las bases de un mismo espacio vectorial tienen el mismo 
cardinal. Ese cardinal único para un espacio determinado se denomina dimensión 
del espacio. 
 
Así, un espacio vectorial tridimensional es un espacio vectorial en el que todas las 
bases tienen tres vectores, que son, obviamente, linealmente independientes y 
sistemas de generadores del espacio. 
 
Un espacio vectorial finitodimensional es un espacio en donde el cardinal de sus 
bases, su dimensión, es un número finito. Se dice que es infinitodimensional si 
todas sus bases tienen un número infinito de elementos. 
 
 
 
1.1.5. Espacio afín asociado a un espacio vectorial 
Se denomina espacio afín o espacio de los puntos de un espacio vectorial dado, V, a 
un conjunto E cuyos elementos verifican que: 
 
1) Un par ordenado (a,b) de puntos de E definen un vector v(a,b) de V que diremos 
es de origen a y extremo b. 
 
2) El vector nulo de V tiene el origen coincidente con el extremo. Así, es nulo el 
vector que define cualquiera de los pares (0,0), (a,a), (b,b),… 
 
3) Para tres puntos dados se verifica la ley de la suma de vectores: dados tres 
puntos, a, b y c, del espacio afín, se tiene que la suma vectorial del vector (a,b) con 
el vector (b,c) es igual al vector (a,c). O sea, v(a,b)+v(b,c)=v(a,c) 
 
 
 
1.2. El espacio vectorial de las n-plas de números reales: 
 
Sea R el cuerpo infinito de los números reales y Rn es el conjunto infinito de las n-
plas ordenadas ( )nxxxx ,...,, 21= , niRxi ,...,2,1, =∈ .  

 
Tal conjunto es un espacio vectorial n-dimensional sobre le cuerpo R de los 

números reales, ( )RRn ,,+ , definiendo la suma de n-plas y el producto de una n-pla 
por un número real en la forma 
 

( ) ( )nn
n yyyyxxxxRyx ,...,,,,...,,/, 2121 ==∈∀  

 
- Suma de n-plas:  ( )nn yxyxyxyx +++=+ ,...,, 2211  

- Producto de una  n-pla por un número real R∈λ :  ( )nxxxx λλλλ ,...,,. 21=  

 
Puesto que se verifican las propiedades: 
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0)()(/)(,
00,/0

)()(,,,
,,
,,

=+−=−+∈−∃∈∀
=+=+∈∀∈∃
++=++∈∀

+=+∈∀
∈+∈∀

xxxxRxRx
xxxRxR

zyxzyxRzyx
xyyxRyx

RyxRyx

nn

nn

n

n

nn

 

 

yxyxRRyx n λλλλ +=+∈∀∈∀ ).(,,,  

( ) xxxRRx n ..,,, 212121 λλλλλλ +=+∈∀∈∀  

( )xxRRx n .)..(,,, 212121 λλλλλλ =∈∀∈∀  
nn RxRxxRxR ∈∀∈=∈∀∈∃ ,1,.1//1  

 
Con estas operaciones el conjunto Rn adquiere estructura de espacio vectorial n 
dimensional sobre R, ya que se verifican las condiciones de que  es grupo abeliano 
para la suma de n-plas y el producto de una n-pla por un número real tiene las 
propiedades de la definición de espacio vectorial. 
 

Las n-plas serán, pues, los vectores del espacio vectorial ( ),.,+nR . 
 
En Rn todas las bases tienen n elementos (n n-plas). Una de estas bases, la base 
canónica, está formada por los vectores { })1,...,0,0()..,0,...,1,0(),0,...,0,1( , que son, 
pues, un conjunto linealmente independiente y sistema de generadores: 
 

0...0)1,...,0,0(...)0,...,1,0()0,...,0,1( 2121 ====⇒=+++ nn λλλλλλ  

)1,...,0,0(...)0,...,1,0()0,...,0,1(),...,,(,),...,( 21211 nn
n

n xxxxxxxRxxx +++==∈=∀  
Los números reales nxxx ,...,, 21  se dicen componentes euclideas o euclidianas del 

punto ),...,,( 21 nxxxx =  en la base canónica. 

 
 
1.2.1. El espacio vectorial de los vectores con origen en una n-pla fija 
 
Dadas las n-plas ( )nxxx 0010 ,...,= ,  ( )nxxx 1111 ,...,= , definimos como vector orientado 

de origen en x0 y extremo en x1, a la n-pla: 
 

( )nn xxxxxx 01011101 ,..., −−=−  

 
Es fácil ver que el conjunto de todos los vectores orientados de origen en x0 tiene 
también estructura de espacio vectorial sobre R, que llamaremos espacio vectorial 
de los vectores orientados con origen en x0. En realidad, el espacio vectorial de las 
n-plas de números reales es el espacio de vectorial de los vectores orientados con 
origen en (0,0,…,0), puesto que se puede expresa siempre 
 

( ) ( ) 00,...,0,0,...,, 2121 −=−−−== xxxxxxxx nn  

 
En adelante llamaremos puntos del espacio Rn a las n-plas de números reales, que 
pueden considerarse los puntos del espacio afin asociado al espacio vectorial de los 
vectores con origen en una n-pla fija x0. 
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1.2.2. Puntos de nR afínmente independientes: 

Dados k+1 puntos del espacio afín asociado nR , { }kxx ,...,0 , esto es, k+1 n-plas de 

números reales: 
( )
( )

( )knkkk

n

n

xxxx

xxxx
xxxx

,...,,
............
............

,...,,
,...,,

21

112111

002010

=

=
=

 

 
diremos que son afínmente independientes si tomando como origen uno de ellos, 
por ejemplo x0, los k vectores que definen son linealmente independientes: 
 

{ } { } independlinxxxxxxindependafinxxx kk .,...,,.,...,, 0020110 −−−↔  

 
obviamente, si el espacio afín es n-dimensional, el número máximo de vectores 
linealmente independientes es n, es decir, el mayor número de puntos afinmente 
independientes es n+1, por lo que  si k+1 puntos son afínmente independientes, el 
mayor valor posible de k es precisamente n. 
 
 
 
 
 
2. Estructuras básicas con cerramiento convexo en Rn: 
 
Partiendo de los componentes elementales del espacio afin nR , podemos 
considerar, de menor a mayor complejidad, los lugares geométricos básicos del 
espacio, de modo que desde un conjunto puntos podamos definir los segmentos, 
los triángulos, tetraedros y cerramientos convexos en general. 
 
 
2.1. Puntos 
La entidad elemental del espacio afin nR , son, pues, los puntos o n-plas. 
 

n
j Rx ∈  entonces ),,...,( 1 jnjj xxx = con nrRx jr ,...,1, =∈  

 
 
 
2.2. Segmentos 
Un par de puntos, ( )nxxx 0010 ,...,= ,  ( )nxxx 1111 ,...,= , definen un segmento, conjunto 

de los infinitos puntos ( )nx ϕϕ ,...,1= alineados con ambos y tales que jjj xx 10 ≤≤ϕ , 

para nj ,...,1= . Puede expresarse por el conjunto 
 

{ }RttxxtxxRxxx n ∈≤≤−=−∈= ,10),.(/, 01010  

 
Los puntos ( )nxxx 0010 ,...,= ,  ( )nxxx 1111 ,...,=  son los vértices del segmento. 
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2.3. Triángulos 
Una terna de puntos no alineados ( )nxxx 0010 ,...,= ,  ( )nxxx 1111 ,...,= , ( )nxxx 2212 ,...,= , 

definen un triángulo, conjunto de los infinitos puntos ( )nxxx ,...,1=  coplanarios con 

ellos y que podemos expresar por 
 

{ }RttttxxtxxtxxRxxxx n ∈≤+≤−+−=−∈= 21210220110210 ,,10),.().(/,,  

 
Los indicados puntos 210 ,, xxx  son los vértices del triángulo. 

 
 
 
2.4. Tetraedros 
Una cuaterna de puntos no coplanarios ( )nxxx 0010 ,...,= ,  ( )nxxx 1111 ,...,= , 

( )nxxx 2212 ,...,= , ( )nxxx 3313 ,...,= , definen un tetraedro, conjunto de los infinitos 

puntos ( )nxxx ,...,1=  que podemos expresar por 









∈≤≤−=−∈= ∑∑
==

RttxxtxxRxxxxx j
j

j
j

jj
n ,10,).(/,,,

3

1

3

1
003210  

 
Los puntos 3210 ,,, xxxx  son los vértices del tetraedro. 

 
 
1.3.5. Cerramientos convexos en general 
Una conjunto de h+1 puntos de modo que sean afínmente independientes, 

( )nxxx 0010 ,...,= , … , ( )hnhh xxx ,...,1= , definen una figura o cerramiento convexo, 

conjunto de los infinitos puntos ( )nxxx ,...,1=  que podemos expresar por 

 









∈≤≤−=−∈= ∑∑
==

RttxxtxxRxxx j

h

j
j

h

j
jj

n
h ,10,).(/,...,

11
000  

 
Los puntos hxx ,...,0  son los vértices del cerramiento convexo. 

 
 
 
 
3. Símplices 
 
Es posible englobar las anteriores definiciones de estructuras básicas en el espacio 
afín, nR , en una definición general que denominaremos símplice o simplejo en nR . 
 
 
3.1. Definición 

Dados k+1 puntos, kxxx ,...,, 10 , del espacio nR , afínmente independientes, se 

denomina símplice o simplejo (o bien, k-símplice o k-simplejo), de dimensión k  y 
vértices kxxx ,...,, 10 , que representaremos por >< kxxx ,...,, 10 , al conjunto de los 

puntos de nR  definidos por: 
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







=≥=∧=∧∈∃∈>=< ∑ ∑
= =

k

i

k

i
iiii

k
k

n
k kittxtxRtttRxxxx

0 0
1010 ,...,1,0,0,1),...,,(/,...,,  

 
Para cada punto x del k-símplice existe, por consiguiente, una (k+1)-pla de 
números reales ),...,( 0 ktt  que se denominan coordenadas baricéntricas del punto x 

en el k-símplice. 
 
Ningún simplejo puede tener una dimensión mayor que la dimensión del espacio, 
pues el número máximo de puntos afínmente independientes en un espacio 
vectorial n dimensional ha de ser n+1. Así, en el espacio afín tridimensional 

3R podemos considerar solamente los  símplices de dimensión cero, dimensión 1, 
dimensión 2 y dimensión 3: 
 
0-símplice de vértice 0x :  









=∧==∧∈∃∈>=< ∑
=

0

0
0000

0
00 1/

i

n txxtxRtRxx  

1-símplice de vértices 10 , xx : 









=≥=∧=∧∈∃∈>=< ∑ ∑
= =

1

0

1

0

2
1010 1,0,0,1),(/,

i i
iiii

n ittxtxRttRxxx  

2-símplice de vértices 210 ,, xxx : 









=≥=∧=∧∈∃∈>=< ∑ ∑
= =

2

0

2

0

3
210210 2,1,0,0,1),,(/,,

i i
iiii

n ittxtxRtttRxxxx  

3-símplice de vértices 3210 ,,, xxxx : 









=≥=∧=∧∈∃∈>=< ∑ ∑
= =

3

0

3

0

3
32103210 3,2,1,0,0,1),,,(/,,,

i i
iiii

n ittxtxRttttRxxxxx  

Dados dos símplices del espacio nR , si el conjunto h de los vértices de uno de ellos 
está contenido en el conjunto de los k vértices del otro, diremos que el primero es 
una h-cara del segundo. Por ejemplo, los k+1 vértices de un k-símplice son 0-caras 
del mismo.  
 
Los 0-símplices, ><>< kxx ,...,0 , los 1-símplices ,...,,..., 10 ><>< rs xxxx , los 2-

símplices ,....,,,...,, 210 ><>< srp xxxxxx  , etc., son 1-caras, 2-caras, etc.,  del k-

símplice >< kxx ,...,0  (k>2)  
 
El mismo k-símplice es una k-cara de sí mismo que se denomina cara impropia. Las 
restantes h-caras (h<k),  son las caras propias del símplice. 
 
 
3.2. Teorema 

Dado el k-símplice >< kxxx ,...,, 10  de nR , se cumple que el vector que define un 

punto cualquiera con origen en un vértice x0 del k-símplice, es combinación lineal 
de los vectores ( ) kjxxxxxx njnjj ,...,1,,..., 00110 =−−=− . O sea 

∑
=

−=−∈∃>∈<∀
k

j
jj

k
kk xxtxxRttxxx

1
0010 )(/),...,(,,...,  

Demostración: 
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De ser >∈< kxxx ,...,0 , se tiene que ∑
=

=
k

j
jj xtx

0
 y ∑

=

=
k

j
jt

0
1, por lo que ∑

=

−=
k

j
jtt

1
0 1  

Entonces: 

∑∑∑∑∑∑
======

−+=−+=+







−=+=

k

j
jj

k

j
j

k

j
jj

k

j
jj

k

j
j

k

j
jj xxtxxtxtxxtxtxtxtx

1
000

11
0

1
0

11
00 )(1  

por consiguiente ∑
=

−=−∈∃>∈<∀
k

j
jj

k
kk xxtxxRttxxx

1
0010 )(/),...,(,,..., , ∑

=

≤
k

j
jt

1
1 

 
3.3. Corolario: 
Un k-símplice, un simplejo de dimensión k, es realmente una figura con cerramiento 
convexo. 
 
En efecto, ya que son equivalentes las definiciones de k-simplejo y de cerramiento 
convexo de k+1 caras. 
 
Así, en R3 tenemos que un 3-símplice es un tetraedro, o poliedro de 4 caras 
triangulares, un 2-símplice es un triángulo, figura de tres lados, un 1-símplice es un 
segmento, lugar geométrico de la recta limitado por dos puntos (vértices), un 0-
símplice es un solo punto del espacio. 
 
En un 3-símplice de R3 aparece una 3-cara (impropia, pues coincide con el mismo 
3-símplice), cuatro 2-caras (triangulares), seis 1-caras (segmentos que constituyen 
las aristas del tetraedro) y cuatro 0-caras (los cuatro vértices del tetraedro). 
 
En un 2-símplice de R3 aparece una 2-cara (impropia, pues coincide con el mismo 
2-símplice), tres 1-caras (los segmentos que constituyen los lados del triángulo, y 
tres 0-caras (los tres puntos vértices del triángulo). 
 
En un 1-símplice de R3 aparece una 1-cara (impropia, pues coincide con el mismo 
1-símplice), y dos 0-caras (los dos puntos extremos del segmento). 
 
En un 0-símplice de R3 (un punto) no existen caras propias. La única es la 0-cara 
que coincide con el punto, impropia obviamente. 

 
 

 
3.4. Borde e interior de un símplice 
Dado el k-símplice >=<∆ kk xx ,...,0 , cuyas caras son ,....1,0, =∆ jj , se denomina 

borde de k∆ , k∆∂ , a la unión de sus caras propias 

 

U
kj

jk
<≤

∆=∆∂
0
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Borde del tetraedro: unión de los cuatro triángulos, de los seis segmentos (aristas)  
y de los cuatro vértices. 
Borde del triángulo: unión de los tres segmentos (lados) y de los tres vértices. 
Borde del segmento: unión de los dos vértices (extremos). 
Borde del punto: el único vértice. 
 
Se define el interior, ki∆ ,  de un k-símplice >=<∆ kk xx ,...,0  como la diferencia 

entre el símplice y su borde 
 

kkki ∆∂−∆=∆  

 
El interior de un tetraedro es lo que queda del mismo después de quitarle sus 
triángulos, sus aristas y sus puntos vértices. 
El interior de un triángulo es lo que resulta de suprimir sus lados y sus tres 
vértices. 
El interior de un segmento es lo que queda cuando se suprimen sus extremos (es 
un intervalo abierto de la recta real). 
El interior de un punto no existe (vacío), pues el punto coincide con su borde. 
 
 
 
3.5. Órdenes de orientación de un símplice 

De acuerdo con el número de vértices, un k-símplice, kxx ,...,0  puede ordenarse 

por diversas secuencias del los k+1 vértices que le definen. En total son ( )1+k ! 
ordenaciones. 
 

Así, el 1-símplice 10 , xx  puede ser 0110 ,,, xxxx , el 2-símplice 210 ,, xxx  

ordenable por   012102021201120210 ,,,,,,,,,,,,,,,,, xxxxxxxxxxxxxxxxxx , etc. 

 

De todas las ( )1+k ! ordenaciones de kxx ,...,0 , la mitad, ( )12
1 +k !, son de clase 

par (tienen el mismo orden que la ordenación original) y la otra mitad, ( )12
1 +k !,  

son de clase impar (orden diferente a la ordenación original). 
 

En el 1-símplice: de clase par es 10 , xx , y de clase impar es 01, xx . 

En el 2-símplice: de clase par son las tres 102021210 ,,,,,,,, xxxxxxxxx , y las de 

clase impar son las tres restantes 012201120 ,,,,,,,, xxxxxxxxx  

 
El conjunto de los órdenes se descompone siempre, pues,  en dos clases de 
equivalencia, cada una con la mitad de los órdenes, independiente del orden 
original dado para el símplice. 
 

Un k-símplice orientado, k∆ , es, en definitiva: 
 

- Un símplice k∆ . 
- Una de las dos clases de equivalencia de los órdenes de los k+1 vértices del 

mismo. 
 
Puesto que para cada símplice hay dos orientaciones posibles, dos símplices 
opuestos son los que tienen los mismos vértices pero con orientaciones diferentes.  
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Se puede usar el signo menos para indicar la oposición. Así, por ejemplo, en los 1-
símplices y en los 2-símplices, se puede expresar: 
 

0110 ,, xxxx −=  

012201120102021210 ,,,,,,,,,,,, xxxxxxxxxxxxxxxxxx −=−=−===  

 
 
 
 
3.6. Relaciones entre las coordenadas euclideas y las coordenadas baricéntricas en 
un símplice 
 

Sea el k-símplice del espacio nR : 
 

Vértices: ),...,(),...,,...,( 1
0

1
0

n
kk

n xxxx  









=≥=∧=∧∈∃∈>=< ∑ ∑
= =

k

i

k

i
iiii

k
k

n
k kittxtxRtttRxxxx

0 0
1010 ,...,1,0,0,1),...,,(/,...,,  

( ) ∑∑ ∑
== =

⇒==⇒=∈=∀
k

i
i

k

i

k

i

n
iii

n
iik

n txxtxxxtxxxxxxx
00 0

11
10

1 1,),...,(),...,(,,...,,,...,  

 

1...
),...,(...),...,(),...,(),...,(

10

1
1

1
110

1
00

1

=+++
+++=

k

n
kkk

nnn

ttt
xxtxxtxxtxx

 

 
y obtenemos las ecuaciones que relacionan las coordenadas euclídeas con las 
coordenadas baricéntricas 

n
kk

nn

kk

xtxtx

xtxtx

++=

++=

...
.....................

...

00

11
00

1

 

siendo  
 

1...10 =+++ kttt  

 

El baricentro, bc, será el punto promedio de los vértices: ( )1
1,...,1

1
++= kkbc  

 
 
 
Ejemplo 1: 
 

Sea el triángulo (2-símplice) en el espacio bidimensional 2R : 
 

Vértices: ),(),,(),,( 2
2

1
22

2
1

1
11

2
0

1
00 xxxxxxxxx ===  









=≥=∧=∧∈∃∈>=< ∑ ∑
= =

2

0

2

0
210

2
210 2,1,0,0,1,,/,,

i i
iiii ittxtxRtttRxxxx  

1),,(),(),(),( 210
2
2

1
22

2
1

1
11

2
0

1
00

21 =++++= tttxxtxxtxxtxx  

 
Ecuaciones: 
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2
22

2
11

2
00

2

1
22

1
11

1
00

1

xtxtxtx
xtxtxtx

++=
++=

, siendo 1210 =++ ttt  

 

Baricentro:  ( )3
1,3

1=bc  

 
Ejemplo 2: 
 
Sea el segmento (1-símplice) en el espacio bidimensional 2R : 
 

Vértices: ),(),,( 2
1

1
11

2
0

1
00 xxxxxx ==  









=≥=∧=∧∈∃∈>=< ∑ ∑
= =

1

0

1

0
10

2
10 1,0,0,1,/,

i i
iiii ittxtxRttRxxx  

1),,(),(),( 10
2
1

1
11

2
0

1
00

21 =++= ttxxtxxtxx  

 
Ecuaciones: 

2
11

2
00

2

1
11

1
00

1

xtxtx
xtxtx

+=
+=

, siendo 110 =+ tt  

 

Baricentro:  ( )2
1,2

1=bc  

 
 
Ejemplo 3: 
 
Sea el tetraedro (3-símplice) en el espacio tridimensional 3R : 
 

Vértices: ),,(),,,(),,,(),,,( 3
3

2
3

1
33

3
2

2
2

1
22

3
1

2
1

1
11

3
0

2
0

1
00 xxxxxxxxxxxxxxxx ====  









=≥=∧=∧∈∃∈>=< ∑ ∑
= =

3

0

3

0
3210

3
3210 3,2,1,0,0,1,,,/,,,

i i
iiii ittxtxRttttRxxxxx  

1),,,(),,(),,(),,(),,( 3210
3
3

2
3

1
33

3
2

2
2

1
22

3
1

2
1

1
11

3
0

2
0

1
00

321 =++++++= ttttxxxtxxxtxxxtxxxtxxx  

 
Ecuaciones: 

3
33

3
22

3
11

3
00

3

2
33

2
22

2
11

2
00

2

1
33

1
22

1
11

1
00

1

xtxtxtxtx
xtxtxtxtx
xtxtxtxtx

+++=
+++=
+++=

, siendo 13210 =+++ tttt  

 

Baricentro:  ( )4
1,4

1,4
1=bc  
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4. Complejo simplicial 
 
4.1. Definición 

Un complejo simplicial en un espacio puntual nR  es una colección Φ de símplices 
de nR tal que 

1) Si ∆  es elemento de Φ entonces sus caras también son elementos de Φ . 
2) Dos símplices, r∆ y s∆ , de Φ , no se cortan o bien lo hacen en una cara 

común. 
3) El entorno )(xE  de un punto x de Φ  corta a un número finito de símplices 

de Φ . 
 
La dimensión del complejo simplicial Φ  es la dimensión del mayor de sus símplices. 
 
Todo k-símplice define un complejo simplicial, )(kΦ , de dimensión k, constituido 

por el k-símplice y todas sus caras propias 
 
Por ejemplo, el complejo simplicial .)(tetrΦ  definido por un tetraedro, está 
constituido por tetraedros (1), triángulos (4), segmentos (6) y puntos (4). 
 
Se denomina espacio o bien espacio subyacente del complejo simplicial Φ  a la 
unión de sus símplices: 
 

{ }Φ∈∆∆=Φ kk /U  

 
 
4.2. Orientación de un complejo simplicial 
 
Se dice que un complejo simplicial, Φ , está orientado si todos sus símplices tienen 

definida una orientación. Si llamamos α  a la orientación, representaremos por αΦ   
al complejo orientado. 
 
Al orientar un complejo simplicial asignamos arbitrariamente una orientación a cada  
uno de sus símplices. 
 
Sin son αΦ  y βΦ  dos orientaciones del mismo complejo simplicial, para cualquier 

simplice r-dimensional r∆ del mismo puede ocurrir que las orientaciones α  y β  

confieran al símplice r∆  la misma orientación o que le confieran orientaciones 
distintas. Esto se puede indicar, por ejemplo, de la forma: 
 




−
+

=∆
.int,1
.,1

)(
orientacadist
orientacmisma

f r
αβ  

Se observan de inmediato las relaciones siguientes: 
 

                    

)()().(
)()(

1)(

rrr

rr

r

fff
ff

f

∆=∆∆
∆=∆

+=∆

αγβγαβ

βααβ

αα

           [1.5.2] 
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En definitiva, en un complejo simplicial orientado, αΦ , existen símplices 0-
dimensionales, 1-dimensionales, …., r-dimensionales, …, cada uno de ellos con una 
orientación inducida por α . 
 
Así, en el complejo simplicial implícito en el tetraedro, los cuatro 2-símplices del 
mismo, triángulos del tetraedro, tendrán, cada uno de ellos, una orientación 
inducida por la orientación α  que se le asigne al complejo simplicial. En general, 

los r-símplices de un complejo simplicial orientado αΦ tendrán, cada uno de ellos, 
una orientación inducida por la orientación del complejo simplicial. 
 
 
4.3. Las cadenas r-dimensionales 
 
Dado un complejo simplicial orientado, αΦ , y un grupo conmutativo, G, puede 

definirse una aplicación αϕ del conjunto de los r-símplices orientados de αΦ  sobre 
el grupo G, de modo que a cada r-símplice orientado le corresponda un elemento 
del grupo. Esta correspondencia se denominará cadena r-dimensional de αΦ  sobre 
el grupo G. 
 
Si representamos genéricamente por r∆  a uno cualquiera de los símplices 

orientados r-dimensionales de αΦ  (se puede denominar símplice soporte de todos 
ellos), escribiríamos: 
 

Ggr
rr ∈=∆Φ∈∆∀ )(, αα ϕ  

 
obviamente, para cada r-símplice orientado, r∆ , podemos definir diferentes 

cadenas r-dimensionales, ,..., 21
αα ϕϕ , cada una de ellas asignando diferentes 

elementos del grupo G a un r-simplice orientado del complejo αΦ . Representamos 

por ( )Gr ;αϕ Φ  al conjunto de las cadenas r-dimensionales de αΦ  sobre G. 
 
Si definimos la suma de cadenas r-dimensionales de la forma 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )r
j

r
i

r
jirji G ∆+∆=∆+Φ∈∀ ααααααα ϕϕϕϕϕϕϕ ,;,  

 

es, entonces, fácil probar que el conjunto ( )Gr ;αϕ Φ  de las cadenas r-

dimensionales que hacen corresponder a un r-símplice r∆  de αΦ  un elemento del 
grupo G, es un grupo conmutativo con respecto a la suma de cadenas r-
dimensionales: 
 

- Es ley interna conmutativa: 
 

( ) rj
r

jri
r

irjrirji
r ggGggG =∆∧=∆∈∃Φ∈∀Φ∈∆∀ )()(/,,;,, αααααα ϕϕϕϕϕ  

y siendo G grupo conmutativo, se tiene que Ggggg rirjrjri ∈+=+ , por lo cual 

( ) ( ) Gr
ij

r
i

r
j

r
j

r
i

r
ji ∈∆+=∆+∆=∆+∆=∆+ )()()()()()( αααααααα ϕϕϕϕϕϕϕϕ  

 
- Es asociativa: 

 

( ) ∧=∆∈∃Φ∈∀Φ∈∆∀ ri
r

irkrjrirkji
r gGgggG )(/,,,;,,, αααααα ϕϕϕϕϕ  

rk
r

krj
r

j gg =∆∧=∆∧ )()( αα ϕϕ  



Introducción a la idea de símplice y complejo simplicial.                                   Carlos S. Chinea 

 

 13

y siendo G grupo, se tiene que Ggggggg rkrjrirkrjri ∈++=++ )()( , por lo cual 

( ) ( ) =∆+∆+∆=∆+∆+∆=∆++ ))()(()()()()()()( r
k

r
j

r
i

r
k

r
j

r
i

r
kji

ααααααααα ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ  

( ) )()( r
kji ∆++= ααα ϕϕϕ  

 
- Existe elemento nulo: 

 
Por ser G grupo, tendrá elemento nulo. Si es  gr0 , se tendrá que 

rjrjrrrjrj gggggGg =+=+∈∀ 00,  

Como para todo elemento del grupo G existirá una cadena r-dimensional que 

asigna al símplice r∆ tal elemento, se tiene: 
 

( ) ( ) +∆==+=+=∆+∆Φ∈∃Φ∈∀ )()()(/;,; 00000
r

rjrjjrrj
rr

jrrj gggggGG ααααααα ϕϕϕϕϕϕϕ

)()( r
j

r
j ∆=∆+ αα ϕϕ  

 
- Toda cadena tiene una cadena simétrica: 

 
Por ser G grupo, todo elemento del mismo tendrá elemento simétrico. Si es  g0 el 
elemento nulo, se tendrá que 

0
''' /, rrjrjrjrjrjrj ggggggGg =+=+∃∈∀  

Como para todo elemento del grupo G existirá una cadena r-dimensional que 

asigna al símplice r∆ tal elemento, se tiene: 
 

( ) ( ) +∆==+=+=∆+∆Φ∈∃Φ∈∀ )(')(')(/;',; 0
'' r

jrrjrjrjrj
r

j
r

jrjrj gggggGG ααααααα ϕϕϕϕϕϕϕ

)()( 0
rr

j ∆=∆+ αα ϕϕ  

 
En definitiva, para cada r-símplice orientado r∆  del complejo simplicial αΦ , con la 
orientación inducida por α , existe un grupo conmutativo de cadenas r-

dimensionales, ( )Gr ;αϕ Φ  , tal que cada una de estas cadenas asigna a r∆ un 
elemento del grupo G. 
 
 
 
4.4. Cadenas r-dimensionales equivalentes 
 

Consideremos el complejo simplicial Φ  y sean αΦ  y βΦ  dos orientaciones 

distintas del mismo. Si αϕ  y βϕ  son cadenas r-dimensionales respectivas de αΦ  y 
βΦ  sobre el grupo G, podemos definir la equivalencia de ambas cadenas de la 

forma siguiente: 
 

)()()(, rrrr fEquiv ∆∆=∆Φ∈∆∀⇔ β
αβ

αβα ϕϕϕφ  

 
Teorema: 
 
La equivalencia de cadenas r-dimensionales sobre el mismo grupo G es una relación 
de equivalencia. 
 
Demostración: son inmediatas las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva 
usando las propiedades [1.5.2]. 
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- Es reflexiva: 

 
ααα

αα
α ϕϕϕϕ Equivf rrrr ⇒∆∆=∆Φ∈∆∀ )()()(,  

 
- Es simétrica: 

 

αβα
βα

α
αβ

ββ
αβ

αβα

ϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕ

Equivf

ffEquiv
rr

rrrrrrr

⇔∆∆=

=∆∆=∆⇔∆∆=∆⇔Φ∈∆∀

)()(

)()()()()()(,
 

 
- Es transitiva: 

 

⇒∆∆∆=∆⇒






∆∆=∆
∆∆=∆

⇒




)().().()(
)().()(
)().()( rrrr

rrr

rrr

ff
f
f

Equiv
Equiv γ

βγαβ
α

γ
βγ

β

β
αβ

α

γβ

βα

ϕϕ
ϕϕ
ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

 

γαγ
αγ

α ϕϕϕϕ Equivf rrr ⇒∆∆=∆⇒ )().()(  

 
El conjunto cociente de esta relación de equivalencia es el conjunto cuyos 
elementos son las clases de equivalencia. Y cada clase de equivalencia está 
formada por todas las cadenas r-dimensionales equivalentes entre sí. 
 
A cada una de estas clases de equivalencia, ψ , la llamaremos cadena r-

dimensional deΦ sobre G. Representaremos por ( )Gr ;Φψ  al conjunto de las 
cadenas r-dimensinales de Φ sobre G. 
 
 
 
5. Documentación: 
 
KEESEE, John W., Introducción a la Toplogía Algebráica, Ed. Alhambra, 1971, 
Madrid. 
Ivorra C., Carlos, Topología Algebráica, http://www.uv.es/~ivorra/Libros/Topalg.pdf 
 


