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UNA INCURSION EN LA TEORIA DE LAS SERIES
FORMALES

01.ALGEBRA DE SERIES FORMALES
Consideremos un cuerpo conmutativo k y una letra X que Illamaremos
indeterminada. Se entiende por serie formal a una expresion de la forma

ZanX"

n=0

Donde es a, € k,n>0. Representaremos por k[[X]] al conjunto de las series
formales en la indeterminada X con coeficientes en el cuerpo k.

Es inmediato que con las clasicas definiciones de suma, producto por elementos
del cuerpo y producto interno de series formales, el conjunto k[[X]] queda
dotado de estructura de algebra asociativa, conmutativa y unitaria.

o V[ZanX"j,(anX”j eX Y a,x"+> b,X"=>cX"

n=0 n>0 n=>0 n=>0 n>0
(siendo ¢, =a,+b,)
- Producto por elementos del cuerpo:
Vacek, v(z anX"] eXl=ad a,x"=>cXx"
n=0 n=>0 n=0
(siendo ¢, =a.a,)
- Producto interno de series formales:

v[z anX”j,(anX”j X > a,x">bx" =>cX"

n=0 n=0 n20 n20 n=0

(siendo ¢, = Zajbn_j)
=0

Si simbolizamos por S(X) la serie ZanX” , esto es S(X) :ZanX” , se define el
n>0 n=0
orden 6(S(X))de la misma por:
+00,5i S(X)=0
0(S(X)) = . ,
n, si es a,el menor numero natural tal que a, # 0
Una familia de series {S(Xl.)}id se dice que es sumable si para todo entero m es

0(S(X;)) 2 m salvo para un numero finito de indices i.
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La suma de la familia sumable S(X) {Z%X } es, por definicién, la
iel

n=>0
. _ n —
serie formal S(X)= ZanX , donde a, = Za
n=>0 iel
definida, pues al tratarse de series sumables, los coeficientes a,;son para cada
n, todos nulos salvo un numero finito de indices J.

y la suma queda perfectamente

ni !

El siguiente teorema es inmediato:

Teorema: El anillo k[[X]] de las series formales es de integridad, esto es, no

tiene divisores de cero.

Demostracién:

Veamos que para dos series cualesquiera no nulas, el producto de ambas es no

nulo.

Sean S(X)=)a,X".T(X)=)Y b X"cuyos ordenes O(S(X))=p,0(T(Y))=q,
n=0 n=0

siendo p#0,g#0. En la serie producto, S(X).T(X)chnX” , se verifica que

n=0

n

c, :Zajb,k/ , porloquesi n<p+q serda ¢c,=0, ycuando resulta n=p+q es
=0
Pty

c, = Za/ e ap.bq # 0 por lo que el producto de ambas es no nulo. Y puesto

que eI primer término de la serie producto distinto de cero es cpr"“’, se tiene
que su orden es H(ZCnX") =p+q=0(S(X))+0(T(X))

n=0

02.SUSTITUCION DE UNA SERIE FORMAL EN OTRA
Sean dos series formales no nulas, S(X)= ZanX" y T(Y)= anY” Y

n>0 n>1
asociemos a cada término de S(X) el resultado de sustituir la indeterminada por
T(Y), con lo que obtenemos la serie formal

> a,(T(Y))"

n=0

Teorema 02: Dadas las series formales S(X) = ZanX” y T(Y)= anY” , enla

n=0 n=1
serie compuesta S(X)oT(Y)=S(T(Y)) = Zan(T(Y))” se cumple que la familia de
n=0
los sumandos, {an (T(Y))" }nzo, es una familia de series formales sumable.
Demostracion:
Alser T(Y) = anY” se tiene que b, =0, por lo que (T(Y)) =g >1. Entonces:
nx1

OT (YY" )=nT(Y)=ngq>n— 60(a,TY)")2n—la,(T(Y)"}, sumable

Teorema 03: Para las series formales S;(X), S2(X) en la indeterminada Xy para la
serie formal 7(Y) en la indeterminada Y se verifican las igualdades de
distributividad siguientes:
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a) (5(X)+5,(X)eT(¥)=8,(X)eT(Y)+S5,(X)T(Y)
b) S,(X).8,(X))o T(¥) = (5,(X)o T(V)).(S,(X) o T(Y))
Demostracion:
Llamemos S,(X) = chX”, S,(X) = Zan”, TY)= anY” , asimismo si llamamos

(T(Y)" =D b(n).Y", se tiene:

k=0

a) S,(X)+S8,(X)=D ¢, X"+>.d X" =D (c,+d)X"

n=0 n=0 n=0

(S, (X)+8,(X))e T(X) = D (¢, +d )NT(X)) =D (c, +d,,)(zbnY"J =

n=0 n=0 n=0
=D (e, +d,) Y b,mY =3 (c,+d )b (n)Y =) d,Y"
n=0 k=0 n=0 k=20 h=0
de donde

d, Z(cn+d)b(n) Zcb(n)+2dnb(n)

n=0
Analogamente.

S(X)oT(Y)= ch(ZbHY”j =Y, > by =>e,Y"

n>0 n>0 n>0 k>0 h>0
S, (X)oT(Y)= Zdn(anY”jn =>.d, > b (Y =>e,r"
donde n=0 n=0 n=0 k>0 h=0
Zc b,(n), e, = ;d b, (n)

En deﬂnltlva. S.(X)+5,(X))oT(Y)=S,(X)oT(Y)+S,(X)oT(Y)

b) Sies §,(X).5,(X)=> m,X", con m, _ch _, Setiene:

n=0

(5,(X).S, (X))o T(Y) =D m,(T(Y))" —Zm QY)Y =>m > b(mY* =

n=0 n=0 n=0 n=0 k>n
P
:ZZPY” , donde es ¢, :zm , (1) = ZZchdn »b, (1)
=0 n=0 n=0 h=l

Por otra parte

(S, (X))o TNS,(X)oT(M) =Y a,Y" > BY" =D 5, Y"

n=0 m=0 =20
donde es s, = ianﬂp,n = i[qun (h)J(Z db,., (k)] =
n=0 n=0 \_h>0 k>0
P
_ zzchd{zbﬂ <h>.b”<k>J
h>0 k>0 n=0

(al ser sumas finitas es valida la permutacion de sumatorios)
Obviamente, si h>n es b,(h)=0, y también es b, (k) =0cuando k> p

D
Es inmediato que an(h).bpfn =b,(h+k), por lo que haciendo h+k=n:

n=0
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=> > ¢, db,(h+k)= izn:chdn_hbp(n) =1,

h>0 k=0 n=0 h=0
y en definitiva:

(S, (X).8, (X))o T(Y) = (S,(X) e T(N)N(S,(X)o T(Y))

Teorema 04: Sea {Si(X)}l.Eluna familia sumable de series formales. Se verifica que

la familia {Si(X)OT(Y)},-d es también sumable, cumpliendo que

28, (X)eT(X) =2 (S,(X)oT(Y))

Demostracion:
Sies S.(X)= ZamX , Y llamando ZS(X) ZanX se tendra que a, :Zam.

n=0 n=0

Tenemos, por una parte, que:

(ZS(X)] T(Y)=Y a,(TM)' =>.> ab,m)Y*=>1t,Y", siendo —Zab(n)

n=0 n=0 k=0 p=0 n=0
Y por otra parte:

(S, TM))=2">"> ab (¥ =) s, Y’

i i n20 k=0 p=0
siendo:

Sp:Ziam p(n) ZZam p(n) Zab (n):tp

i n=0 n=0 i
se tiene en definitiva que

28 (X)eT(X) =2 (S,(X)oT(Y))

Teorema 04: Para las series formales S(X),7(X),V(X) de drdenes respectivos
dados por @(S)=>0,w(T)>1,w(V) =1 se verifica que

S(X) o (T(X) oV (X))=(S(X) o T(X))o ¥ (X)
Demostracion:
Si aplicamos el Teorema 03, parte b), se tiene: S(X)"oT(X)= (S(X)oT(X))" Y
si es S(X)zZanX” se tendrd que S(X)oT(X)zZanT(X)” , con lo cual,
n>0 n>0
aplicando nuevamente Teorema 03, parte b), se tiene que al ser {anT(X)”}nZO
sumable:

(SCX) e T(X))oV(X) =Y a,(T(X)" oV (X))= Y a,(T(X)o V(X)) =

n=0 n=0

= S(X)o(T(X)oV (X))

03.INVERSA DE UNA SERIE FORMAL
La serie inversa de una serie formal, S(X)=ZanX” , €s, si existe, otra serie

n=0
formal, S7'(X)=) ¢, X", tal que

n=0
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S(X).S(X)=S"(X).S(X)=1

Teorema 05: Existe al menos la inversa de una serie formal.
Demostracion:

Sea la serie de solamente dos términos, S(X)=1-X . Se verifica la identidad
SNST X)) =(1-X )1+ X+ X2+ + X" +.)=1
Luego la inversa de la serie S(X)=1- X existe y es
STX) =D X" =1+X+ X+ +X"+..

n=0

Teorema 06: Para que una serie formal, S(X) = ZanX” , posea serie inversa es

n>0
condicién necesaria y suficiente que a, # 0.

Demostracién:
a) es condicion necesaria:

Pues si existe Z(X)= anX” tal que S(X).Z(X)=1, ha de ser

n=1
S(X).Z(X)= ZC”X” =1 con ¢, = Zajbn_j , porlo que ¢, =a,b,=1—>a,#0
n=0 j=0
b) es condicion suficiente:

a, 20> S(X) =Y a,X"=a,+a X +a,X* +..> 5,(X) =iS(X) =

n>0 a,

1+ + B X S8 =1+ Y X = 1-1(X),

ay a, n>0 Ao

siendo V' (X) = Z[— a—"])(”
n>0 ao

por el teorema 05, la inversa de 1-V(X) existe y es ZV(X)" pues se verifica la

n=0

identidad (I—V(X))ZV(X) =1, con lo cual S,(X)=1-V(X)tiene inversa, y, por

n=0

consiguiente, también tiene inversa S(X)=aq,.S,(X)

04.DERIVADA DE UNA SERIE FORMAL
Se denomina serie formal derivada de la serie formal S(X):ZanX”a la serie

n=0

formal dada por S'(X):Zn.anX”'lque suele representarse por dS(X)/dx o bien

nx1
d

dx
Son propiedades inmediatas de la serie derivada:

1) Se trata de un homomorfismo en k[[X ]|, pues d/dX : k[[X]|— k[[X] es tal que

S(X).

VS (X),S,(X) e k[ X]| d/dX(a,S,(X)+a,S,(X))=a,dXS,(X)/dX +a,d /dS,(X)/dX



2)

3)

4)
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La serie formal derivada de la serie producto de dos series formales, S(X).T(X),
obedece la regla [S(X).T(X)]': S'(X)T(X)+S(X).T'(X)

Sies S(0)=a,#0 y T(X) es la serie formal inversa de S(X), se deduce del apartado
2) que T'(X)=-T(X)*S"(X)

La derivada n-sima de la serie S(X) es S™(X)=nla, +[ter g>1], siendo

[ter_g > l] un conjunto de términos de grado mayor que la unidad.

05.SERIES FORMALES RECIPROCAS

Teorema 07: La serie de un solo término /=X es elemento neutro para la
composicion de series formales: VS(X)e k[[X]], S(X)ol=15(X)=S(X)
Demostracion:
S(X)elI=Yal"=>a,X"=SX)
S(X) — anX” - n>0 ., n>0
Z [o8(X)=) a,X"=S(X)

n=0

Las series S(X) = ZanX" y T(Y)= anY” se dicen reciprocas sii

n=0 n=0

S(X)oT(Y)=Yy T(Y)oS(X)=X

Teorema 08:Dada la serie formal S(X)=ZanX", se tiene que la condicion

n=0

necesaria y suficiente para que exista una serie formal 7(Y)= anY" tal que
n>0
S(X)eT(Y)=1,con T(0)=0, esque S0)=0y S'(0)=0.
Demostracién:
1) Es condicidn necesaria:
S(X)=Y a,X"y T(Y)=>bY"

n=0 nxl1
Si es S(X)oT(Y)zY—)ZanT(Y)” =Y, y al identificar términos, tenemos que
n=0
a,=0Aab #0—a, #0. Entonces:
S(x)= ZanX" =0+ax+ax +..—S(0)=0

n=0

S'(X)=) na, X" =la +2a,X +3a,.X* +.. > 5'(0)=a,#0
n>1

2) Es condicién suficiente:
Hacemos b, =1/a,. Como es S(X) = ZanX”, (a, =0,a, #0)

nx1

S(X)eT(Y)=S(T(Y)=Da,T(¥)' =D a,>bY" ml(z“bﬁ"] + aZ(anY"j +..=

nxl1 nxl1 n20 n=0 n=0

2
=c,+¢oY +c, Y +...

Si imponemos que ¢, =¢, =...c, =...=0, se tendra que S(X)oT(Y)=baY =Y
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Como ¢, =a,b + P,(a,,a,,...,a,,b,,....b,_)=0 donde es P, un polinomio conocido, lo

cual nos permite calcular cada b,. Es decir la serie T(Y) :anY” existe y es Unica,
nxl1

cumpliendo que 7(0)=0 y 7'(0)=b, # 0.

Por lo que si aplicamos a T(X) el resultado obtenido para S(X), existe una serie

formal, S,(X), tal que S,(0)=0,T(Y)oS,(X)=1

Se tiene, en definitiva que

S,(x)=108,(X)=(S(X)oT(Y))o S,(X) = S(X)o I =S(X)

y, por tanto es S;(X)=S(X)>TX)oS(X)=1
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