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Resumen

Estudiamos el ajuste de funciones de una variable real, mostrando el fundamento
del método de los minimos cuadrados y usando polinomios ortogonales en la nube
de puntos de la funcidn a ajustar, con generalizacion a funciones ortogonales en un
intervalo cerrado. Mostramos el ajuste mediante funciones trigonomeétricas
ortogonales en un intervalo dado y también mediante los polinomios de
Tchebycheff.

Summary

We study the adjustment function of a real variable, showing the basis of the least
squares method, and using, as well, orthogonal polynomials in the point cloud of
the adjusted function, with generalizing orthogonal functions in a closed interval.
We show the adjustment by orthogonal trigonometric functions in a given interval
and by Tchebycheff polynomials.
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0. Idea de interpolaciéon y de ajuste. Soporte y base de ajuste

Es frecuente encontrar en el analisis numérico funciones y=f(x) definidas por
tablas, de forma que solo se conocen los valores que toman en un conjunto finito
de puntos, xg, X1, ..., Xp-1, Xn:

Xo X1 X2 Xn-1 Xn

Yo Y1 Y2 Yn-1 Yn

Con la necesidad de conocer valores de tal funcidon f(x) en puntos distintos de los
que ya figuran en la tabla.



El problema de la interpolacién consiste en la determinacion de una funcidon g(x)
que en los puntos de la tabla dada, xo, X1, ..., Xp-1, X, toma los mismos valores,
Yo, Yi,---,¥n-1, ¥n, de la funcidn f(x) tabulada, mientras que en los puntos intermedios
se toman como valores de f(x) los valores que tome la funcidon interpoladora g(x).

Son muchos los fendmenos experimentales que se comportan en ciertos intervalos
como funciones de determinadas variables. Realizando su medicién en un ndmero
finito de puntos se obtendra una tabla vy, al interpolar, una funcidn que describe con
un cierto error el fendmeno tabulado.

Teniendo en cuenta el espacio de las funciones de una variable real y en él, el
conjunto de n+1 funciones go(x), gi(x), ..., gn-1(X), gn(x), de forma que cualquier
subconjunto de las mismas es linealmente independiente, se trata de encontrar un
polinomio generalizado

Pn(X)=Co-Go(X)+C1.91(X) +... +Cn-1.Gn-1(X) +Cn.Gn(X)
tal que
pn(xi)=y;, i=0,1,...,n-1,n

Los puntos Xq, X1, ..., Xn-1, Xn, S€ denominan soporte de la interpolacion, y el error
cometido depende tanto de la base de la interpolacion, las funciones go(x), gi(x),
ey Gn-1(X), gn(x), como del criterio escogido para la determinacién de los
coeficientes ¢y, C3, ..., Ch-1, Cn, del polinomio generalizado p,(x).

Sin embargo, cuando se conoce una base de m+1 funciones

go(x), gi(x), -.; Gm-1(X), Gm(X)
con m<n, es decir, en nimero menor que el nimero de puntos del soporte, el
problema de determinar las p(x;)=y;, i=0,1,..,n-1, n, no tiene solucién, siendo

preciso idear otros métodos y otros criterios de aproximacion. El problema ahora es
el conocido como problema del ajuste de funciones.

1. El método de los Minimos cuadrados

1.1.Ajuste mediante combinacion lineal de las funciones de la base:

Si en un determinado punto (x;,y;) de la funcién a ajustar el valor que toma el
polinomio de ajuste es p(x;), el error cometido en el ajuste viene dado por la
diferencia e, =y, — p(x;). Si consideramos el error en cada uno de los n+1 puntos

del soporte, obtendremos n+1 valores que constituyen lo que llamaremos el vector
de error.

Sison e, =y, —p(xi), i=0,1,...,n-1, n, las componentes del vector de error,

e=(e0/ €1, -y en)/

se trata de encontrar el polinomio generalizado



p(x)=Co.go(x)+C1.91(Xx)+... +Cm.gm(X)

gue haga minimo el vector de error, esto es, que haga minima la norma del vector
de error.

Cuando tomamos como norma del vector de error la norma euclidiana

le|=+yJel +€f +¢2 +...4¢2
el proceso desemboca en el método conocido como de los minimos cuadrados.

Estudiamos a continuacion el ajuste de funciones, primero elementalmente, cuando
las funciones del ajuste son potencias de la variable independiente x, y, después,
cuando tales funciones son polinomios ortogonales y en general funciones
ortogonales, tratando de describir el caso de las funciones trigonométricas vy
asimismo el de los polinomios de Tchebycheff.

1.2. El método de los minimos cuadrados. Minimizar la norma euclidiana:

Si utilizamos la norma euclidiana, la norma minima es equivalente a que sea
minima la suma de los cuadrados de las componente del vector, o sea, de los
cuadrados de los errores cometidos en el ajuste, por lo que en este caso se
acostumbra a denominar método de los minimos cuadrados

m n

2 2 2

e=(eo,e1,ez,...,en)%|e|= Eek —>|e| =Eek
k=0 k=0

donde es, para k=0,1,....n

m

€=y~ P(x) = Y = D ¢;8;(%)
Jj=0

por tanto
2

Eek E V- Ec_,-gj(xp

j=0

Se trata, en definitiva, de encontrar los valores de los coeficientes, c¢,c,,...,c,, a

partir de la condicién de minimo para la funcién de la norma al cuadrado anterior.
Esto es, de forma que sea nula la primera derivada.

ac. -

l

i=0,1,..m

En definitiva, para realizar el ajuste lineal de una nube de puntos del plano o
soporte, (xy,¥,),(x;,¥,),....(x,,y,), se necesita obviamente la base con la que se

desea realizar el ajuste, B={go(x),gl(x),...,gm(x)}, y los coeficientes del polinomio
generalizado, que han de cumplir la condicién de minimizacion antedicha:

8|€| Eaek 22 ‘ 22(yk Ecg(xk)) O, icjgj(xk))=

ac; =0 ¢ =0



m

= E2(yk - Ecjgj(xk))(—gi(xk)) =0, i=0,1,...,m
k=0

j=0

0 sea:

k=0 \ j=0

n

E(Cogo(xk)gi(xk)+Clgl(xk)gg(xk)+'"+Cmgm(xk)gi(xk)_ykgi(xk)) = 0’ i= 0,1»2’---»7’”

k=0

k k=0

Es decir:

n
k=0

Esto es:

n

k=0

n

k=0

n
k=0
que, en forma matricial:

3 0002 (50)

k=0

igo ()8, (x,)

n

>

k=0

(

m

Ec_jgj(‘xk) - yk

J=0

Cogo(xk )gi(xk)"'EClg] ('xk )gl—(xk)+.... +

i(icjgj(xk )8 (X)) = y,.8(x;)

1.

2.

g, () ()

k=0

i 8, (X8, (x)

)gl.(xk) =0, i=0,1,2,..,m

)= 0, i=0,1,2,....m

Ecmgm (‘xk )gi('xk)_

Eykgi(xk)) = O, i= 0,1,2,...

k=0

Ecogo(xk )go(xk)-*_iclgl ()8 (X )+ + Scmgm('xk )80 (x,) = iykgo (x,)

080608 (8)+ 18, (108 (5 ot 31,8, (88,10 = Dy, ()
3080502, (50 + 3810608, () 4+ D2, (808, (60 = Dy ()

iykgo (x,)

k=0

Eykgm (x)
=0 |

D o8 ()& () + €18 (K& (X) +ooo+ D€, 8, (X8 () = ¥, 1,8 (%), i=0,12,..m
k=0 k=0 k=0

De donde, finalmente, obtenemos los coeficientes del desarrollo lineal de la funcidn

de ajuste:



igo(xk)go(xk) ng(xk)go(‘xk) Sykgo(xk)

_ - 12_1]

1 Sae ) - Seee | | Suee

PO = Ye;g,(x)

1.3. Usando como base del ajuste potencias de la variable independiente:
Supongamos que se tiene para el conjunto del soporte {(xo,yo),(xl,yl),...,(xn,yn)}y

para el conjunto base del ajuste las potencias {l,x,xz,...,xm}. O sea:

{(‘XO’yO)’(‘xl’yl)""’(‘xn’yn)}

2
{l,x,x ,...,xm}

Soporte:
Base:

m

Se tiene entonces la funcién de ajuste p(x)=2cjxj , Y la ecuacién matricial
j=0

[1.2_1] quedaria asi:

-1 r

n n n
0+0 1+0 m+0 0
DA A PR
k=0 k=0 k=0

) ) k=0
C n n n n
0 0+1 1+1 m+l 1
DR AR RS
G k=0 k=0 k=0 k=0

c n n n
m 0+m l+m m+m m
L 2 2T e D PR
k=0 k=0 k=0

que podemos escribir en la forma: C=S"'U, donde es S una matriz simétrica de
orden m+1, que corresponde al producto de las dos matrices traspuestas:



1 1 1 1 Xo X
m
X, X X, 1 x X,
1. §=
m m m
X, X X, I x, X,

la primera es de orden (m+1)x(n+1) y la segunda es de orden (n+1)x(m+1).
Puesto que el nimero de columnas de la primera es igual al nimero de filas de la
segunda, ambas son efectivamente multiplicables. Resultando, pues, la matriz
cuadrada indicada antes, de orden m+1.

Si llamamos

m
I x, X,
m
I x X,
M =
m
1 x, X,

sera S=M'.M

Con lo cual, la ecuacidon matricial que permite obtener los coeficientes de la funcion
de ajuste queda asi:

C=(M’.M)_1U

Veamos a continuacion como actuariamos en un caso numérico elemental, en el
que para un mismo soporte de 4 puntos empleamos una base de ajuste de solo dos
potencias de x, x° y x! (ajuste lineal) en un primer ejemplo, y una base de ajuste
de tres potencias de x, x°, x! y x? (ajuste cuadratico) en otro ejemplo.
1.4.Ejemplos numéricos:

Ejemplo 1:

Soporte: {(x()’yo)a(-xlayl)7(x27y2)»(x3’y3)} = {(_17_1)’(1’1)7(372)?(471)}

Base del ajuste: {g,(x),g,(x)}= {l,x}

Matriz columna U:

3
Uy = B X,V = Xo Vo + XY, + X3y, + Xyyy = (1) +142+1=3
k=0

3
U= XV, =XV + X +X0y, + X1y, =1+1432+4.1=12
k=0

Matriz de M paso:



I x, I -1
1 1 1 1 1
M = T b , M' = , por tanto el producto:
1 x, 1 3 _—1 1 3 4
I x 1 4
, 4 77
M'M =
7 27_
Calculo de la matriz inversa del producto:
) , 4 7
- Determinante: ‘M M‘= =59
7 27
. . P 27 =17
- Matriz adjunta de la traspuesta: [(M M) } =17 4

- Matriz inversa:

(M M) = ‘M}M‘ [ mry | = % [577 _47}

Calculo de los coeficientes de la funcién de ajuste:

C=(M'M)'U-—

_[e] _[27/59 =7/591[3] _[-¥/59
[cl] - [-7/59 4/59 lel - [27/59]

1
p(x) = chxj =c,. 1+c.x=-3/59+27/59 x

J

Funcién de ajuste:

Aproximando:

p(x)=-0.0508 +0.4576.x

cuya representacion grafica es

plx)
-
-
¢ ®
- i
Il 1 Al Il .
T T o T T U
4 3 2 /—J/' 1 2 3 4 3
o i ®




Ejemplo 2:
Soporte: {(x()’yo)’(xlvyl)7(x2’y2)»(x3’y3)} = {(_17_1)’(1’1)7(372)»(4’1)}

Base del ajuste: {g,(x),g,(x),g,(x)} ={1,x,x2}
Matriz columna U:
3
Uy = B X,V = Xo Vo + XY, + X3y, + Xyyy = (1) +142+1=3

3
u, =Ex,iyk =XV, + XY H X, + Xy, =1+14+32+4.1=12

u, =Ex,f =XV X Y X0y, + X0y, =—1+1+18+16 =34
k=0
Matriz de M paso:

1 x, x:
| xo xz i ‘11 i 1111
M = S , M'=| -1 1 3 4 |, por tanto el producto:
Lx, x| |13 9 1 19 16
1 x, x32 1 4 16
4 7 27
M'M=| 7 27 91
27 91 339
Calculo de la matriz inversa del producto:
4 7 27
- Determinante: [M'M|=| 7 27 91 |=1592
27 91 339

872 84 -92
- Matriz adjunta de la traspuesta: [(M".M)'| =| 84 627 -175
~92 -175 59
- Matriz inversa:
872/1592  84/1592  -92/1592
(M’.M)-1=M+m[(M’.M)’]+= 84/1592  627/1592  -175/1592
~92/1592 -175/1592  59/1592

Calculo de los coeficientes de la funcién de ajuste:

C=(M'M)'U-—

¢ 872/1592  84/1592  -92/1592 3 496/1592
—| ¢ |=| 84/1592 627/1592 -175/1592 || 12 |=| 1826/1592
c, -92/1592 -175/1592  59/1592 34 -370/1592



Funcién de ajuste:

2
p(x)= Ecjxj =c,.1+¢.x+c,.x" =496/1592 +1826/1592 .x-370/1592 .x°

j=0
Aproximando:
p(x)= 031+1.14.x-0.23.x

cuya representacion grafica es

- ¥

L ddl

w4
w4

(%]
L
T
A
%
a3
&

2. Ajuste con Polinomios Ortogonales

En lo que sigue vamos a obtener como base del ajuste un conjunto de polinomios
que sean ortogonales en los puntos del soporte, y determinaremos los coeficientes
del polinomio generalizado del ajuste minimizando la norma euclidiana del vector
de errores, esto es, del vector definido por las diferencias entre los valores dados
en los puntos del soporte y los valores que en tales puntos toma el polinomio
generalizado.

2.1.Determinacion de un conjunto de polinomios ortogonales sobre un
soporte dado:

Dos polinomios, pj(x) y pk(x), de grados respectivos j y k, se dicen ortogonales
en el soporte {(xo,yo),(xl,yl),...,(xn,yn)} sii se verifica que

\ 09 Sl] Z k
Epj(xi)‘pk(xi) = 5]'/( =
=0

, 1=01...,n
Lsij=k

Consideremos los m+1 polinomios, ortogonales en los puntos del soporte dado



o, = )5, ()

de expresiones:
J
P(0= D Byxs j=0L.m
=0
esto es:
po(x) = /D)QOXO
pi(x) = /3)10x0 + ﬁuxl
py(x)= /3’20x0 + /3’21)61 + ﬁ22x2

0 1 2
pm(x)=ﬁmox +/3m1x +ﬁm2‘x +...+ mm'xm

. . 0 1 -1 .y . .
- Sidespejamos lasx ', x ,...,x",x"en funcién de estos polinomios

obtendremos expresiones de la forma
J
x' = zajkpk(x), j=0l...,m
o sea:
0
X =y Py (X)
1
X =a,py(x) + oy p(x)

X’ = Qo Py (X) + 0y py(X) + ayy p, (X)

-1
xm = m—10p0 (x) + am—llpl (x) +...+ am—lm—lpm—l (x)

xm = mOpo(x)+am1pl(x)+"'+ammpm(x)

gue podemos escribir en forma compacta asi:

Jj-1
x’ =a_1.1.pj(x)+20;jkpk(x), j=0l,...m [2.1_1]
=0
y en cada punto x,, i =0,l,...,n, del soporte se verifica que
j-1
x! =0(Iipj(xi)+20;jkpk(xi), j=0l,...m [2.1_2]
=0

- Si elevamos al cuadrado y sumamos respecto a i

2 ey 2( jpj(x)+2 jkpk(x)) 2( jpj(x) 2(2 kpk(x))
+2ajj2(pj(xi)2ajkpk('xi))

Teniendo en cuenta que se trata de polinomios ortogonales en los puntos del
soporte, sera:

Y pix) =1 j=0L..,m
=0



g(gajkpk(xi))z _ zgaj%kp,f(xi) = gafk
2%2(1% (xi)gajkpk (x,-)) =0

con lo que resulta:

n J-1
2 — o2 2
in =a;+ Zajk
= =0
o bien
n -l
2 _ 2j _ 2 | =
a’ = Zx,. Za_,k Jj=0l..m [2.1_3]
i= =0

- Si multiplicamos [2.1_2] por el polinomio ortogonal p,(x;)y sumamos
respecto a i:

n [j-1
=

Zx,-jph(xi) = 2aj,pj(xi)ph(xi) + Z(Zoajkpk (xi)Ph(xi)} j=01,..m

por lo que
Exl.jph(x,.)=0+ajh, j=0,1,...mh=01,..,m
i=0
Entonces
a, = Exl-.jph(xi), j=01...,m; h=0,,..,m [2.1_4]

i=0
- Sien[2.1_1] despejamos pj(x) se tiene

1 . ‘
pj(X)=a—(X’ —Zajkpk(x)), j=0l.,m  [2.1_5]
=0

Ji

La expresion recurrente [2.1_5] establece la dependencia de un polinomio
cualquiera, pj(x), de todos los polinomios de grado inferior, po(x), p:(X),...,Pj-1(X),
que podemos determinar calculando las constantes a; y aj que figuran en la

misma, usando respectivamente las expresiones [2.1_3] y [2.1_4]. Veamos a
continuacion como ir determinando todos los polinomios ortogonales desde estas

expresiones.
Uy

po(x) = [x° -Saun (x)]

o,

o) = ai [xz -Saun, (x)]

() =L [xl - zalkmx)]

[}



1 ” m-1
mﬂﬁ——%—;%muﬂ
amm =0
Calculamos las constantes de forma sistematica, usando [2.1_3] vy [2.1_4].

- Polinomio po(x):

X' - E%kpk (x)]

Puesto que el sumatorio es nulo, calculamos, usando [2.1_3]:
n 0-1 n

a§0=2xl?'°—2a§k=El—0=n+1—0=n+lea00=1/n+1
= =

i=0

@)= —

00

o) =

00

0-1
0 | 1
X = Ya,p(x)]= 1-0f=

Zo 0P )] \/n+l[ ] Jn+1
Por tanto queda:

[2.1_6]

(x) = —
Po v+l

- Polinomio p;(x):

pi(x)= L[xl - Salkpk (x)

all k=0
usando [2.1_4]:

= L[x QP (X)]

all

n 1 n
@ =2xi1p0(xi)=— X
= n+l1 =

usando [2.1_3]:

n 1-1 n 0 n n 1 n
2 2.1 2 2 2 2 2 2
a11=2xi _Z%k:in - alk=2xi _a10=2xi - in
= =0 = =0 = < Vn+l4
2 2
n 2 1 n n 2 1
= )N - —— X | 7o = Xp = —— X;
= n+l1\ £ = n+l\ &

1 1 1 4 1
p1(x)=a_H[X—a1op0(x)]= \/ ., ) ( - )2 [X—\/n_'_l 2 xi——n+1

o
& n+1

Resulta por tanto:

1 1 «
P)=—T — x—n+1§xi] [2.1_7]
St "
X - X,
20 n+1(i=0 )
- Polinomio px(x):
1 « 1
D, (x)=— x’ _Eazkpk(x) =_[x2 _azopo(x)_azlpl(x)]
a22 k=0 a22

usando [2.1_4]:

172



EXPO(x) \/—E
- Sine=§ i3

usando [2.1 3]'

22
oy, = Ex EaZk Ex ~ 05y~ 05, = Oy = \/Ex - a5, -0y,

En definitiva, se obtiene, en funcion de a,, y a,,:

! [x2 —azopo(x)—aﬂp](x)] [2.1_8]

p2(x) =TT,
4_ 2 2
\/Exi Oy — Oy

=0

Siguiendo con el proceso, el ultimo de los polinomios del conjunto, p, (x), tendria
una expresion analoga:

m

P = [ = Py (6) = Oy, (X) == Py ()]
o

mm

2.2.Un ejemplo numérico de obtencion de polinomios ortogonales en un

soporte dado:
Consideremos el soporte constituido por los 4 puntos del plano:

{(-1,-D,(1,1,(3,2),(4,D}

Y obtengamos un conjunto de tres polinomios, p,(x), p,(x), p,(x), que sean
ortogonales en tales puntos:

- Polinomio p,(x):
De [2.1_6]:

1 1 1
= = =_ 22 1
Po(x) Jn+l 3+1 2 (2211

- Polinomio p,(x):
De [2.1_7]:

1 1 &
pl(x)= > X - X;
n 1 n n+1[=
2)63—(2)@)
< n+l1\ 4

3 3
X, ==1+143+4=7, 3 x =1+149+16=27, ¥ x! =1+1+81+256 =339

i=0 i=0 i=0

y siendo en este ejemplo:
3

12



sera:

1 71 2 7
(x)=—[x——}=—x— [22_2]
AN 3 Y N RN £
- Polinomio p,(x):
De [2.1_8]:
1 2
pz(x)= . [X _azopo(x)_a21p1(x)]
\/Exf—afo—a;
i=0
y siendo:
32
2
m=2ﬁﬂﬂmﬂ%FDﬂpﬂH§ﬂ6Hfﬂ@F
i=0
_11 3 45 144 175
2459 2459 2459 2459 2459
3
729 30625 6368 6368
ay=Yx'-ai-0; =339-—- = -, =, [——
2 EO oo 4 236 236 > \236
ap (=2l 120 = LT [ 2 7 l_175x_1225
w0t 272 47 N 259|597 2459) 597 236

por lo que

27 175 1225 700 368

=0y Py (X) = Oy Py (X) = —— - ——x + T3
20Po(X) =0ty py (X) 4 59 236 236 236

se tiene, al sustituir:

236 e 700 368 236 700 236 368 [ 236
p,(x)= x X -

6368 236 636 236 6368 236 \ 6368

2.3.Ajuste con polinomios ortogonales:

Sea la funcion de ajuste o polinomio generalizado dado por la combinacion lineal de

los polinomios ortogonales en el soporte dado:

() = Y p(x)

k=0

y consideremos el valor de estos polinomio en cada punto, x,, i=0,L,...,

soporte:

p.(x;), k=0,1,...m; i=0,1,...,n

cumpliéndose, obviamente, la condicion de ortogonalidad:

n,

del

1A



0 (sij=k)

\ (x.). =0, =
;p,<x,)pk(x,> T P

Sea e, el error cometido al ajustar mediante la indicada funcién Q(x) en x=x;:
€ =Y, _Q(xi)
y consideremos el vector de los errores e=(e,e,,...,e,), cuya norma euclidiana
. 2 2 2 2
verifica |e[ =¢f +e; +...+e; .

Como pretendemos que tal norma sea minima para la funcion de ajuste O(x)
imponemos la condicién de derivada nula respecto los coeficientes ¢, introducidos

en su construccion:

e o (&, o< ) WD ) 3 P
J—J=a—g(;ei)=a—%§(yf—Q<xi)) =25 i Q0) = 2205 -0 (- 0x) =

= 22(% - chpk(xi))%(yi _chpk(xi)) = —22()/[ - chpk(xi))pj(xi) =
- —22%19_; (x;) + 22p_,(xi)2ckpk(xl.) =2c; - 22)&-1’_/(&-) =0

de lo cual

c; = Zyipj(xl.) j=0,1..,m

Y la funcidén de ajuste es

00 =Se,p,x) = 2(2”’ <xi))pj (5) =0l

Ejemplo numérico de ajuste con polinomios ortogonales para el soporte de los
anteriores ejemplos

Soporte:

{(-1,-D,(1,1,(3,2),(4,D}

Base: Sean los polinomios ortogonales encontrados en el ejemplo del apartado
2.2., esto es, las expresiones [2.2_1], [2.2_2] y [2.2_3]:

(o) 1.2 7 [236 . 700 [236 368 [236
Pl PR P =N 5 59 " T 250 V6368 236 V6368 236V 6368

Aproximando estos polinomios hasta la cuarta cifra decimal:

py(x) = % = 0'5000

1R



pi(x)= LX—L ~0'2603.x-0'4556

J59 7 2459
p,(x)= 236 »_700 /236 2288 1236 (192552 _0'5710x - 0'3001
6368 236\ 6368 236\ 6368

La funcion de ajuste:
2
Q(x) = ¥ c.p (X) = ¢ py (X) +€,py (X)+ ¢, (x)
k=0
Coeficientes de la funcion de ajuste:
3
¢y = Eyipo(xl.) =V, (Xo) + Y,Po (X)) + ¥, 0, (x,) + ¥, po (x3) ==1.1/2+1.1/2 +2.1/2 +

i=0

+1.1/2=3/2 =1'5000

3
¢ = Eyl.pl(xl.) =YD, (X,) + P, (X)) + ¥, 00 (X,) + y;p,(x;) = —1.(0'2603.(—1)—0'4556)+

i=0

+1.(0'2603.1—0'4556)+2.(0'2603.3—0'4556)+1.(0'2603.4—0'4556) =1'7538

3
¢, = EJ’;Pz (X)) =Yy P2 (X)) + Y2, (X)) + ¥, 2, (X)) + ¥ p, (X3) =

i=0

=—1 .(0'1925(—1)2 —0'5710(—1)—0'3001)+1 .(0'1925.12 ~0'5710.1 —0'3001)+
+2.(0'1925.3>2 —0'5710.3—0'3001)+1.(0'1925.42 —0'5710.4—0'3001) —=-1'2073

Resultando para la funcion de ajuste:
2

Ox)= Eckpk (x)=c,po(X)+¢,p,(x)+¢c,p,(x)=1'5000.p,(x) +

+1'7538.p,(x)~1'2073p, (x) = 1'5000.1/2 +1'7538.(0'2603.x - 0'4556) -
~1'2073.(0'1925x* = 0'5710x-0'3001) =

=[0'7500 +1'7538.(-0'4556) + (-1'2073).(-0'3001)] +

+[1'7538.0'2603 + (~1'2073)(=0'5710)].x + [(~1'2073)(0'1925) ] .x* =
=0'3132+1,1458x - 0'2324x>

Imagen grafica:
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(S
[P .
o
L

Q(x)=0'3132+1,1458x - 0'2324x’

2.4.La medida de la aproximacion en el ajuste con polinomios ortogonales:
El ajuste es tanto mas aproximado a la funcién que definen los puntos del soporte
cuanto menor es la norma euclidiana del vector de errores. La determinacion, pues,
de dicha norma nos permite saber el grado de aproximacion del ajuste realizado:

2 n n m n n m n m
|e| = 261.2 = Z(yi _Ecjpj(xi))z =2yi2 _22yizocjpj(xi)+Zzocjckpj('xi)pk('xi) =
iz i 720 iz = 7= =0 7=

1 1

ST YOO TTNUITS I NUE) (T I Je0 o
i= Jj=0 i= i= i= = i= = =

En definitiva:

m

2 N 2 2
el =Ey,» _Ec/’
i=0

i=0

3. Ajuste con Funciones Ortogonales en un intervalo

Consideramos aqui el ajuste de una funciéon en un intervalo cerrado como soporte,
utilizando como base del ajuste un conjunto de funciones que sean ortonormales en
dicho intervalo y determinaremos los coeficientes del polinomio generalizado del
ajuste minimizando, como en el caso anterior, la norma euclidiana del vector de
errores.
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3.1.Las funciones ortogonales en un intervalo:

El proceso de ajuste con polinomios ortogonales puede extenderse de forma natural
a un conjunto de funciones que sean ortogonales u ortonormales en un intervalo
cerrado.

Sea el conjunto de funciones reales de una variable real
{9o(x), 9, (%), ..., (X)}

tales que en el intervalo [a,b] se verifica que

0, sij=k
h, sij=k

diremos que se trata de un conjunto de funciones ortogonales en el intervalo
cerrado [a,b]. Si h =1 tales funciones se dicen ortonormales en dicho intervalo.

Jo,09.(0).dx=5, 1=

3.2. Ajuste:
Si aproximamos en el intervalo [a,b] la funcién y= f(x) por una combinacién

m m
lineal Ecj.qoj(x) de funciones ortonormales, se tiene que si es e(x)=y—2cj.<pj(x)
=0 Jj=0
el error cometido en cada punto x del intervalo [a,b] del ajuste, la norma euclidiana
del vector de errores vendra dada por

|e|2 =fe(x)2.dx=f(y—§cj.(pj(x) .dx

a j=0
e imponiendo la condicion de minimo:

o |e| ——f( Ec ¢J(x)) dx = f2( 'Ec qu(x)) i y—gcj.(pj(x)).dx=

Jj=0

=f—2(y Ec cp(x))wk(x)dx 2f2c @), (x).dx - 2fycpk(x>dx 0

j=0 a j=0

por tanto

m

Ecijoj ()@, (x).dx - fy.(pk (x).dx=0—c¢, - fy.qok (x)dx=0—¢, = fy.(pk (x).dx

j=0 a

[3.2_1]

resultando, para la funcidon de ajuste:

m m [ b
p(x)= Y ¢, (x) = E( [re (x).dx)an (x)

3.3. Medida de la aproximacion:

Para establecer la medida de la aproximacion en el ajuste, determinamos la norma
euclidiana del vector de errores. Cuanto menor sea tal norma, menor sera el error
cometido en el proceso de ajuste:
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a Jj=0

ff = f (y ic, ¢,<x)] o | (f—2-yic,-.cpj<x>+ﬁc,-.cm,-(x)wk(x) dx =
—fy dx~ 2fy§c cp,(x)dx+}‘,c Ckfwj(x)qok(x)dx—

m m b m
=fyz.dx—2Ecj.fy¢j(x).dx+Ecj.cqu0j(x)(pk(x).dx=fy?dx—Zch.+ch =fy2.dx—zcjz.
a Jj=0 a Jj=0 a a Jj=0 Jj=0

a Jj=0

por tanto:

ef -fy A - Ef

3.4. El ejemplo de las funciones trigonométricas:
3.4.1. La ortogonalidad de las funciones trigonométricas en [0,27]:
Sea el conjunto de funciones trigonométricas:

k=m
{cos kx,senkx}0 = {cos 0,cos x,co82x,....,COS mx,senO,senx,sen2x,...senmx}

y veamos que son ortogonales en el intervalo [0,277] :
- el producto de cosenos:

2 27 21 2
fcoij.coskx.dx = %f(cos(j —k)x+cos(j+k)x).dx = lfcos(j - k)x.dx+%fcos(j +k)x.dx =
0 0 0

x 0-0)+ 1

0-0)=0
2(j —k) 2(j -k )( :

27 1 2
= sen(j—k)x + sen(j+k)x
3G U TR g el =
2
fcos jx.d —%{(Hcosch x——fdx+ fcos2]x dx——(ZJr 0)+—(COS(2] 2m)-cos0) =
—ﬂ+0 4

por tanto es

2 ' 0, si j=k
fcowx.coskx.dx=yr6jk = ..
g m, sij=k

- el producto de senos:

2 2m 2w 2m
f senjx.senkx.dx = % f (cos(j —k)x —cos(j +k)x).dx = 1 f cos(j - k)x.dx - % f cos(j +k)x.dx =
0 0 0

1k)sen(j+k)x|(2)” 0-0)+ !

(—k) 2w
seng j X|0 + 2( _k) 2(]_k)

0-0)=0

2(j-k)
2
fsen Jjx. dx—%f(l cos2 jx dx——fdx——fcosZJx dx——(2n 0)——(cos(2] 2m)—cos0) =
0
=JT——(1—1)=JT
4j
por tanto, se cumple también que
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o 0, sij=k

f senjx.senkx.dx = 0, = o

0 T, sij=k
- producto de seno por coseno:
2w 2w 2n 2
fsenjx.coskx.dx=%f(sen(j+k)x+sen(j—k)x).dx=lfsen(j+k)x.dx+%fsen(j—k)x.dx=
0 0

"3 -l )cos(]+k)x| 2(;ik)cos(j—k)x|z” (1-1)=0

en definitiva es

2(j+ ) 2(—)

2
fsenjx.cos kx.dx =0

asi, pues, veamos como realizar el ajuste con un conjunto de estas funciones en el
intervalo de ortogonalidad.

3.4.2. Ajuste:
Aproximemos en el intervalo [0,277] la funciéon y= f(x) por una combinacion

lineal, E(ak coskx + b senkx), de estas funciones ortogonales. Se tiene, repitiendo
k=0
el proceso descrito en el apartado 3.2:

2
2 m
|e|2 = f(y— E(aj coij+bjsenjx)) dx

0 j=0
Derivamos primero respecto a los coeficientes ay:

2
2w m
—|e|2 _9 (y - E(aj Ccos jx + bjsenjx)) dx =

Jj=0

2 m
= f2( E(a cos jx+b, senjx)] ak( —E(aj coij+bjsenjx)).dx =

j=0 j=0

= f—Z( E(aj coij+bjsenjx)).coskx.dx =
j=0

2 m

= ZfE(a cos jx + b;senjx).cos kx.dx - 2fy coskx.dx =0
0 j=0
por tanto

m

E fcospc coskx. dx+§b fsen]x coskx.dx — 2fy coskx.dx=0—

=0 =0
1°?
— a, —fy.cosx.dx =0—aq, = —fy.coskx.dx
0 T 0
derivamos ahora con respecto a los coeficientes by:

2

- E(aj cos jx +b;senjx) | .dx =

J=0

abk 0
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2 m
=f2( E(a cos jx+b, senjx)] b ( —E(aj COS jx + b senjx) |.dx =
0 k

J=0 J=0

2 m
= f—Z(y - E(aj COS jx + bjsenjx))xenkx.dx =

j=0
2x m

= 2f2(a cos jx + b senjx).senkx.dx — 2fy senkx.dx =0

0 j=0

i fcospc senkx. dx+2b fsen]x senkx.dx — ny senkx.dx =0 —

J=0 0 j=0 0

12.7'5
— b, - senx.dx =0 — b, =— | y.senkx.dx
fy =t

0

En definitiva, los coeficientes de la funcién de ajuste son
1 27 1 2
a, =— [ f(x).coskxdx, b == [ f(x).senku.dx, k=0,1,....m
T I,

Con lo que la podemos expresar la funcion de ajuste en la forma:
m 1 2 1 2
Q(x)=2((— ) f(x).coskx.dx)coskx+(— ) f(x).senkx.dx)senkx)
k=0 T 0 T 0

3.4.3. Medida de la aproximacion:
Como en los apartados anteriores, determinaremos también aqui la norma
euclidiana del vector de errores.

2 m 2
lef =f(y—2(ak coskx+bksenkx)) dx =

0 k=0

= f y? 2yz(ak coskx + b senkx) + E(ak coskx + b senkx)(a; cos jx +b;senjx) |.dx =

k=0
Jj=0
m 2w
—fy dx — ZEfy(akcoskx+b senkx)dx+2ak fcoskx cos jx.dx +
k=0 0 k=0

+Eb b, fsenkx senjx.dx + Eakb fcoskx senjx.dx + Eb a, fsenkx cos jx.dx =

k=0 k=0 k=0

—fy dx - 2§akfycoskxdx 2§b fysenkxdx+zakaﬂ6 +Ebb + 7.0, +
k=0 0 k=0 0

+Eakb O+Eba 0= fy dx - ZﬂEak 27‘[Eb2+7[2ak+ﬂ'2b2

fy dx - ﬂEak ﬂEbZ fy dx - ”(Eak’LEbz)

En definitiva:
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m

le| = zfnf(x)z.dx—ﬂ(za,f +§bk2)

k=

4. Ajuste con Polinomios de Tchebycheff

Utilizando como base de ajuste el conjunto de n polinomios de Tchebycheff, desde
el orden 0 al orden n-1, estudiamos el ajuste de una funcion f(x) definida en el
intervalo cerrado [-1,1] por una parte, y por otra también en el conjunto discreto
de los puntos de dicho intervalo que son raices del polinomio de Tchebycheff de
orden n.

4.1.Los polinomios de Tchebycheff:
Se trata de los polinomios descubiertos por el matematico ruso Pafnuti Lvdvich
Chebycheff (1821-1894), que pueden definirse por

T (x) = cos(narccosx)

y podemos comprobar que son soluciones de la ecuacion diferencial de segundo
orden

(I-x")y"-xy'+n’y =0

ya que haciendo 6 =arccosx — x =cosf serd T (x)=cosnf, dT (x)=-nsennd.do,

con dx =-senf.df — ﬁ = -1 y si llamamos y=T (x) sera
dx senf
y'= iTn()c) = —nsenn@ﬁ = nsennG
dx dx sent

resultando para la derivada segunda:

., n’cosnf.senf —cosBsennd d0 —n’ cosnf + nsennf cot

2 o 2
sen-0 dx sen-0

con lo que al deshacer cambios quedara:

2 1
Y= n 3; +£2, osea, (1-x*)y"-xy'+n’y=0
1-x 1-x

Determinacion de todos los polinomios:
Los polinomios de Tchebycheff se pueden determinar facilmente desde expresiones

simples de recurrencia. Asi, llamando @ = arccosx, se tiene:

T (x)=cos(-n.f)=cos(nd)=T (x)
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=T . (x)+T _ (x)=cos(m+n)d+cos(m—-n)f =

m+n

T . (x)=cos(m+n)d
T . (x)=cos(m- n)H}
=2cosmBcosnl =21 (x)T (x)—=T .  (x)+T,  (x)=2T (x).T (x)
Yparan=1: T (x)+T, ,(x)=2T (x).I;(x), de donde

T (%) = 2T, (x) T} (x) - T, (x)
Expresion recurrente que permite determinar ya todos los polinomios:

T,(x) = cos(0.arccosx) = cos0 =1

1, (x) = cos(l.arccosx) = cos(arccosx) = x

T,(x) = 2xT,(x) = T, (x) = 2x* -1

T,(x) = 2xT,(x) - T,(x) = 4x” = 3x

T,(x) = 2xT,(x) = T, (x) = 2x(4x’ =3x) - 2x” +1=8x" - 8x” +1

Raices:
Las n raices del polinomio T, (x)=cos(narccosx) son los n puntos pertenecientes al

27+1 .
intervalo [-1,1] dados por x; =COS( ‘;+ ]l’), j=0,1,2,....,n-1
: n

En efecto:

T, (x;)=cos(narccosx;) = Cos(n.arccos(cos(zj +1 JT))) = cos(n(zgr 1 ”)) - COS((zj * 1)%) -

n n

. T , . . .
(ya que (2]+1)5 es un numero impar de veces el primer cuadrante, es decir, es

un numero impar de veces 90°, vy tiene, por tanto, coseno nulo).

4.2.0rtogonalidad en un intervalo cerrado:

. ., 1
Resultan ser ortogonales en el intervalo [-1,1] con funcidén de peso = ya
1-x
que se verifica que

0 sij=k
f_llTj()c)-Tk(x)Lz= /2 sij=k=0
I-x x sij=k=0

en efecto:
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dx

) _‘1 T,(x).T,(x). NS
-x

_ % [ Teos(j+ k)0 +cos(j-k)0].d6 = %[

T

sen(j+k)0 _ sen(j -k)al

= focost.coskG.(—dH) =f:Cosjﬁcosk6.d0 =

j+k .]_k 0
sijk: [ T,00.T,(x) & 0+0)=0
T 0T (). === =
Vi-x* 2
sij=k¢0:f_11sz(x)]/1dx 2 =f0”COs2j3.d9=%f0”(1+cos2j9.d0=%f:d9+
-x
+lfﬂcos2j0.d0=ll9|ﬂ+lsen2]0 ST
5o 270 2 25 ) 22 2

sij=k=0:f_llT02(x). dx =f_1 dx =f”d6=0|”=n
-X

\/l—x2

4.3.0rtogonalidad en un conjunto discreto de puntos del intervalo [-1,1]:

Veamos en este apartado que los polinomios de Tchebycheff hasta el orden n-1,
1,(x),T,(x),...,T, ,(x), son ortogonales en el soporte discreto constituido por las

raices del polinomio de orden n, 7T (x):

X; = cos(z‘;-lﬂ), j=0,1,2,....,n-1
' n
2j+1

r, j=0,1,2,...,n-1
2n

arccos Xi =

Para probarlo nos apoyaremos en un teorema previo.

Teorema:

Sean z y n numeros naturales y sea j=0,1,...,n-1. Si es ¢ =zn/2n y llamamos

@(2) = cos(z 2;” n) —cos(2j+ )¢, j=0,1,..n—1
n

se verifica que
0 siz#=2kn

n(=1)" siz=2kn

itp(z) = icos(2j+l)¢ =

Demostracion:

Como es
2j+1 . 1) gi
cos| 72/ 7 =cos(2j+1)¢=real{e(2’+”"”}
2n

se tiene:

n-1 . n-1 Qn-D+l)¢i _2¢i i

2j+1 )i e e’ —e
Ecos z I =realze(2’”)¢’ =real T =real
= 2n P e” -1

Analicemos el denominador de la fraccion:

e o

eZmpi _ 1
e’ -1

|
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- Si ¢’” =1entonces ha de ser 2¢i = 2kmi, 0 sea, ¢ =km — zn/2n=km — z=2nk,
con lo que:

n-1 2] + 1 n-1 ) ) n-1 . ) n-1 o .
Ecos(z J'E) = realz eI realz(e2’¢'.e¢’) = realz(ezﬂ‘m.ek”’) =
2n =0 j=0 j=0

= realnz_l(l .(—l)k) =n.(-1)"

- Si e’” =1 entonces 2¢i = 2kmi, 0 sea, ¢ = km — z7w/2n=kw — 7= 2nk,
con lo cual tenemos dos alternativas:

a) que z sea impar: en este caso 2ngi = 2n;—ﬂi= zmi — " = ¢ =—1, quedando:
n
n-1 . o _1_ ¢i e"” €_2¢i—1
ECOS(Z 2J+1Jt)=real[e¢’ — ! ]=—2.realze.—=—2.real , ( ) =
prd 2n e -1 e’ -1 (ez"'” —1)(e'2¢’ —1)
i _ i . _ : _9;
_ 2redl e; ' 62 o dred (cos ¢ —iseng) — (cos ¢ +iseng) _ aredl 2iseng
—e™—e 41 2-2c0s2¢ 2-2cos2¢
b) que z sea par: en este caso 2n¢i = 2n;—ﬂi=zm'—>e2'"”" =e¢™ =1, con lo cual:
n
n-1 .
2j+1 o 1-1
Ecos(z J* Jt)= real e¢’2—} =0
prd 2n e -1

Es decir, en los dos casos de la alternativa, el resultado es cero. Luego:

0 siz#=2kn

D #(2)= Y cos(2j+1)p= Ll siomoi 43U

con lo que termina la demostracion.

Veamos ahora la ortogonalidad, comprobando que en los puntos del soporte

indicado es
n-1 O p¢q
ETp(xj).Tq(xj)= nf2 p=q=0
- n p=q=0
en efecto:

n-1 n-1
ETp(xj).Tq(xj) = Ecos(parccosxj).cos(qarccosxj) =

J=0 J=0

n—

]
N | —
~.
— o

[cos((p +g)arccos x;) +cos((p — g)arccos x; )] =

=

E[COS((}? + q)zé—:ﬂh cos((p-q) 2;:1 ﬂ)] -

N |= =

nE_l[cos(z J+Dp,., +cos2j+1)p,., | [4.3_2]
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siendo _pP*q , ¢p_q=p_q.7'5

pra n
Utilizamos el resultado [4.3.1]:
-Sip=q:
n-1
cos(2j+1)¢ . =0
p+q=2kn ]20 e
— L —
—q=2kn L
pmd Y cos(2j+1)g, , =0
j=0

1 n—-1 ) )
— EE[cos(z J+Dg,,, +cos2j+1p,,]=0
0
por lo que en este caso es

STp(xj).Tq(xj)=o

j=0
-Sip=q=0:
n-1
Y cos(2j+Dg,,, =0
p+q=2p=2kn =0
— L —
-q=0=2kn(conk=0 L
p=a ( ) Scos2j+1,., = (-Dfn=(-1n=n
j=0
1 n-1 ] ]
— EE[cos,(z J+Dp,., +cos(2j+Dg,_,|=n/2
0
por lo que en este caso es
n-1
ETp(xj).Tq(xj)=n/2
j=0
-Sip=q=0:
n-1
Y cos(2j+Dgp,,, = (=D n=(=1)’n=n
p+q=0=2kn(conk=0) 00
L —

—g=0="2k k=0) [
P—q n (con ) ECOS(zj +D¢, = (- Dn=(=1)"n=n

j=0

1 n-1 ) )
— 52[005(2] +1)¢,,, +cos(2j +1)¢p_q] =n
0
por lo que en este caso es

STp(xj).Tq(xj)=n

=0
en definitiva:
n-1 O p¢q
ETp(xj).Tq(xj)= nf2 p=q=0
- n p=q=0
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4.4, Ajuste:

a) Ajustando en el intervalo [-1,1] con funcidon de peso 1/\/1—x2 :
Si se pretende ajustar la funcién y= f(x), Vx €[-1,1] mediante una combinacién
lineal de polinomios de Tchebycheff, se tiene para la funcién de ajuste:

P = D T)

donde hemos de elegir los coeficientes ¢, de modo que sea minimo el error que se
cometa en el ajuste.

Consideremos el error cometido en cada punto del intervalo:

e(x)= y=p(x) = y= 3¢ T,(x)

n-1

2
y su cuadrado e(x)’ =(y—zc‘,-7}(x))

Jj=0
La norma -euclidiana del vector de errores, al cuadrado, es la suma de los
cuadrados de los errores en todos los puntos del intervalo:

|e|2 =fe(x)2.dx=f(y—n2chj(x)

.dx
-1 j=0

Puesto que la norma euclidiana del vector de errores ha de ser minima para los
coeficientes de la funcidn de ajuste construida, se tendra:

9 lef =0, k=0.1,...n-1
dc,

Por tanto:

%w " (y } SCJTJ(X)] dx = 2_f1 (y -y, u))%

-1
J=0 J=0 k

(y - nz_lchi (x)).dx =

J=0

= ZJ (y - ichj (x))(‘Tk(x))-dx = 2§Qf T,(x)T, (x).dx — 2} yT,(x)dx =0

j=0 j=0 -1

o bien:
n-1 1 1

Ecjij(x)Tk(x).dx=fy.Tk(x)dx

j=0 -1 -1

por lo que, salvo una constante aditiva, es

n-1

D T (NT (%) = y.T,(x)

=0

pudiendo expresar, dividiendo por V1-x* ambos miembros:
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n-1

/T (T, (x)

=0 _ VL)

\/l—x2 _\/l—x2

N ICJT,(x) T (x).dx fyT(x) dx

=0 o J1- J1- 2

que, por la ortogonalidad de los polinomios de Tchebychef, es:

de lo cual, se tiene

2 -1 \ll—x2

c, =3fl M, k=0.1,...

AN

en definitiva, la funcidn de ajuste resulta ser:

p(x)= E( JRASIEHCIL (X)WT (x)dx)T()
X

T _j<y.Tk(x).dx _0

por tanto:

b) Ajustando sobre las raices del polinomio 7,(x):

Si se pretende ajustar la funcion f(x) mediante una combinacién lineal de n
polinomios de Tchebycheff, T,(x),...,T, ,(x), sobre el soporte dado por las raices del

polinomio 7,(x), se tiene para la funcién de ajuste:
n-1
p(x)= ¥ ¢,T,(x)
h=0
obteniéndose los coeficientes minimizando la norma euclidiana, como en el caso
anterior. El error en cada punto (x,,y,) del soporte es

2
n—1

ek=yk_p(xk)=yk—ECjTj(Xk)%€,f=(yk c]TJ(xk

J=0 J=0
n-1
C/T/ (xk
1 Jj=0

n-1 n-1

=2n_l(yk_n240j]}(xk))(_n(xk 220122(&)71(%) 2ZykT(xk) 22 _Z;ykn(%{)%

j=0 k=0

n—1

a ) a n-1 ) n-1 n-1 2 n-1 n-1
a—|e| =— e = P E[ chl.(xk)) =22( EC/T/(xk
G, g

dc, im0 Ch k=0 =0 k=0 F

1 n-1
-, =n/—2;f(xk).n<xk>

De ser

X, = cos( 2];” JT) —=T,(x,)= cos(h arccos(x, )) = cos(h arccos(cos( 2k+1 n))) =

n 2n

7Q



= cos(h 2k+1f[)

2n
o sea:

1 n-1 2 n-1
¢, = %;f(xk).Th(xk) =;gf(xk).cos

L T

Funcién de ajuste:

p(x) = ;(%;f(xk).cos 2’;1 ha [T, (x)

Se observa que cada coeficiente ¢,,h=0,1,....,n-1, depende de n. No se puede

sumar otro término al desarrollo que constituye la funcion de ajuste para ser
mejorado. Todos los coeficientes cambian si alteramos el grado n.
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