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1. Introduccion.
Sabemos que las correspondencias entre dos conjuntos dados quedan definidas, en
cada caso, por una parte de su producto cartesiano, que se denomina grafo de la
correspondencia. Esto es, una correspondencia f es simplemente una terna
constituida por un grafo, G, y los dos conjuntos, A y B, inicial y final, respectiva-
mente, que se corresponden:

f=(G;A,B)

Una relacion R es una correspondencia en la que coinciden el conjunto inicial A y el
conjunto final B: A=B. Esto es:

R=(G;A,A)
y se denomina relacién binaria en el conjunto A.

Graficamente acostumbra a representarse la relacién binaria en un conjunto
mediante un diagrama de Venn sagital, o mediante un diagrama de nodos
(digrafo), o bien, mediante una matriz cuadrada que se obtiene desde una tabla de
doble entrada.

Ejemplo: Sea el conjunto A={a,b,c,d,e} y la relacion binaria R=(G;A,A) cuyo grafo
es G={(a,a)(ac)(b,a),(b,c), (be)(ca), (de) (ee)}.

Podemos representarla graficamente mediante un diagrama de Venn, o mediante
un diagrama de nodos (digrafo), o mediante una matriz cuadrada elemental en la
que colocamos un uno en el lugar que ocupa un par relacionado, o un cero cuando
los pares correspondientes no se relacionan:

. DIAGRAMADE VENN ~—~— 3
A 4 DIGAAFO DEf<(GAA)

-
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REPRESENTACION MATRICIAL

En lo que sigue representaremos por R el grafo de la relacién, utilizando cualquier
otra letra para representar a la relacion:

S =(R:4,4)

Una relacion h=(R;A,A) se dice que es reflexiva si todo elemento esta relacionado
consigo mismo:

h=(R;A,A) reflexiva <> (VNx)(x € A4,(x,x)E R

Una relacion h=(R;A,A) se dice que es simétrica si se cumple que para todo
elemento x que esté relacionado con y, también y esta relacionado con x:

h=(R;A,A) simétrica <> (Vx)(V}/)((x,y) ER=(y,x)E /1’)

Una relacion h=(R;A,A) se dice que es transitiva si se cumple que si un elemento
esta relacionado y, estando a su vez y relacionado con z, entonces x esta
relacionado con z:

h=(R;A,A) transitiva <> (Vx)(Vy)(Vz)((x,y) ERNy,2)ER=(r,2)E A’)

Vemos, por tanto, que la reflexividad, simetria y transitividad de una relacion
binaria se puede definir sencillamente por la pertenencia o no de ciertos elementos
al grafo R que define la relacion.

Podemos, asimismo, definir la propiedad de antisimetria del siguiente modo:

Una relacion h=(R;A,A) se dice que es antisimétrica si se cumple que si un

elemento x estd relacionado con y, también y estd relacionado con x, entonces
necesariamente ambos elementos son el mismo:

h=(R;A,A) antisimétrica e((x,y)EA’A(y,x)E/?)%x=y

De todo esto deducimos que si la relacion binaria f de grafo R es reflexiva, también
es reflexiva la relacién reciproca, f*, de grafo R™*:

S = (A’;A,A) reflexiva <> ' = (1?'1;4,4) reflexiva
pues: / = (A’;A,A) reflexiva <> N (x, y) € R,(x,x)E R —

() ER (r,x)ER < /S = (1?'1;14,14) reflexiva
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Asimismo, si la relacién binaria es simétrica o transitiva, también lo son las
respectivas relaciones binarias reciprocas:

S = (/?;14,14) simétrica <> f ' = (1?'1;14,14) Simétrica

pues: f=(/?;A,A) simétrica <> (x, ) ER—=(y,r)ER) <
<>(V)V)(rxr)ER = (v, )ER ))<= /= (A’_I;A,A) Simétrica

= (A’;A,A) transitiva <> [ = (1?_1;/4,/4) ransitiva
pues: [/ = (/?;A,A) transitiva <> (N (x, y),(y,2) ER—= (r,2) E R) <

<>V(r,x) (2, NER = (z,n)ER Y= /7 =(1?_1;/4,14) Lansitiva

En cuanto a la propiedad de antisimetria, deducimos que si la relacion f=(R;A,A) es
antisimétrica en A, habrad necesariamente pares de elementos (x,y) de A tales que
al cambiar el orden, (y,x), al menos uno de los dos pares no pertenece al grafo,
salvo que x=y.

Teorema: la unidén de una relacidon con su reciproca es una relacién simétrica:

SU ST =(RUR;4,4) es simétrica
En efecto:
Y(r, ) ERUR" = (x,))ERV(x, ) ER" = (1, ) ERV(p,¥)ER—

—(y,x)ERUR

2. Relaciones de equivalencia.
Una relacién / =(R;A4,A4) se dice que es de equivalencia, si es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Se llama clase de equivalencia de representante x € .4, al conjunto [x] de
elementos de A que estan relacionados con x por la relacién de equivalencia
S =(R;4,4):

[x]={r€4/(x.r €}
Si el par (x,y) pertenece al grafo de la relacidn, esto es, si x esta relaciona-
do con y, expresaremos esto en adelante asi: xRy

Teorema 2.1: La familia {[X] E/]} de las clases de equivalencia definidas en

el conjunto A por la relacién de equivalencia / =(A&;A4,A) es una particién
del conjunto A. O sea:
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Vre 4, U [x]=A, Vx,yEA,[x]ﬂ[%]=¢V[x]=[y]

xeA

Demostracion:
a. Veamos que la union de todas las clases es el conjunto A:

Vre 4, [x]g A— U [x]g A, por definicion de clase de equivalencia.

xeA

Por otra parte se cumple que Y.x € A4, xRy (por ser reflexiva) — x € [x] —

—re U [x]—>/4§ U [x]

xreA xeA

de ambas inclusiones se deduce la igualdad U [x]= A
xEA

b. Veamos ahora que la interseccidn de dos clases es vacia, salvo que sean
la misma clase:

Si [x]ﬂ[y]¢¢, entonces, EIL/EA/ue[x]/\ue[y]ex&u\y/?ue
XRu

— Ry }—>xﬁ’y—>x€[y],obien, ye:x]

N

VZE[X]%ZRXAXR)/%ZR)/%ZE[}/]%:x]

/]

VZE[}/]%ZR)/A}/&%ZRXeZE[x]%:)/]Q[x]

y de ambas inclusiones se deduce la igualdad: [x]= [}/]

En definitiva, si la interseccidn es no vacia, ambas clases son la misma.

Teorema 2.2: Toda particion {p/} del conjunto A induce una relaciéon de

equivalencia en A, cuya familia de clases, {[x]} , coincide con la particion

xEA
dada.
Demostracion:
Bastara definir en A una relacion f, de forma que sea de equivalencia y tal
que la familia de sus clases coincida con la particion dada.
Definamos la relacion

S =(R:4,4)
por la condicién:
#={(r. )1 @, €{r, Pr.r € 2}
(todo elemento del grafo pertenece a alguna de las partes de la particion)

a. Veamos que es de equivalencia:
Reflexiva:

Vyreddp e {p/}/prl, = r,x € p —akx
Simétrica:
xRy —dp. E{p/}/x,yela]. — VX € p — yhx
Transitiva:
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wy | W E{pfrrey,

—rveEpNp —
YRz Iy, E{/ﬂ,}/y,zep‘,

— p.=p,, pues son partes de la particion dada—x,z € p, — xRz

b. Veamos que la familia de las clases de equivalencia coincide con la
particion dada:

Vze[x],zﬁxﬁflp],E{p/}/z,pr/,—>z€p/.—>[x]§pl.
VzEpi—>x,z€piexﬂ’z—>26[x]—>p[§[x]

Y de ambas inclusiones se deduce la igualdad:
[x]gp/
2, < [x]

(o=,

El conjunto de las clases de equivalencia definidas por la relacion de equivalencia
f=(R;A,A) en el conjunto A, se denomina conjunto cociente de A por la relacién de
equivalencia f, y se representa generalmente por A/f. De los dos teoremas anterio-
res se infiere que A/f, con f de equivalencia, es una particion del conjunto A, y que,
a su vez, toda particion {p;} del conjunto A induce una relacién de equivalencia en
A cuyo conjunto cociente es la particién {p;} dada.

- s-f]

por tanto:

3. Relaciones de orden.
Una relaciéon /" =(A&;A4,4) se dice que es de orden, si es reflexiva, antisi-

métrica y transitiva.

Estas relaciones, al tener la propiedad de antisimetria, no permiten que un
par (x,y) y su opuesto, (y,x), pertenezcan ambos al grafo R, salvo que
ambos elementos, x e y, coincidan (x=y).

Si puede ocurrir que para dos elementos cualesquiera, x e y, del conjunto
A, el par (x,y), o bien, el par (y,x), pertenezca al grafo R. En tal caso
diremos que la relacion de orden es total en A:

J=(R;A,A) de orden total <N (x, y)E A,(x, ) ERV(y,x)ER

El orden definido por la relacion serd solo parcial si existen pares de
elementos de A, que no pertenecen al grafo R ni tampoco pertenecen al
grafo R sus pares opuestos:

J=(R;A,A) de orden parcial <> 3I(x, y)E A,(x, V) ERN 1y, x)ER

Conjunto ordenado:

Un conjunto dotado de una relacion de orden, total o parcial, se dice
conjunto ordenado, que sera, respectivamente, totalmente ordenado o
parcialmente ordenado.
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Primer elemento:

Si en un conjunto ordenado por una relacion de orden f hay un elemento, X,
que esta relacionado por f con todos los elementos del conjunto, se dira que
x es primer elemento del conjunto por el orden f.

Buen orden o buena ordenacion

Una relacion de orden f en un conjunto A se dird que es un buen orden en A,
0 que A tiene una buena ordenacion, o que A estd bien ordenado, si todo
subconjunto de A tiene un primer elemento.

Teorema 3.1: Todo conjunto bien ordenado esta totalmente ordenado.
Demostracion:

Si un conjunto estd bien ordenado, entonces, por definicion, todo
subconjunto o parte del mismo tiene un primer elemento, por lo cual, si
elegimos un subconjunto cualquiera de solamente dos elementos, un par,
uno de estos dos elementos sera el primer elemento de dicho par, por lo que
ambos elementos estan relacionados. Es decir, todo par de elementos del
conjunto dado esta relacionado por el orden del conjunto. El orden es, por
tanto, total.

Teorema 3.2: Todo subconjunto de un conjunto bien ordenado es también
un conjunto bien ordenado.

Demostracion:

Si un conjunto A esta bien ordenado, todo subconjunto A’ del mismo tiene,
por definicion, un primer elemento, por lo que todo subconjunto A” de A’
tiene también un primer elemento ya que A” , al ser subconjunto de A’, es
también subconjunto del conjunto bien ordenado A.
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