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Construccion del producto tensorial de espacios vectoriales

La definicion y desarrollo del concepto de producto tensorial de espacios vectoriales
ha sido de gran importancia en el devenir de la fisica del siglo XX. Veremos en las
paginas siguientes el intento de definir esta importante operacion, mostrando
algunos ejemplos elementales y tratando de establecer la unicidad del producto
tensorial, y su existencia real desde un conjunto cualquiera de espacios vectoriales.

Es decir, intentaremos contestar a las preguntas éQué es realmente el producto
tensorial de varios espacios vectoriales?, éHay en la matematica ejemplos
concretos de productos tensoriales?, éCaso de que exista, es Unico?, ¢Podemos
construir desde un conjunto de n espacios vectoriales, su producto tensorial?.
¢Existe el producto tensorial de un nimero n de cualesquiera espacios vectoriales?.

Producto tensorial
Sean V,; y V, dos espacios vectoriales sobre el cuerpo conmutativo K, y sea f una
aplicacion bilineal de V;xV, en otro K-espacio vectorial 7.

Diremos que el par (f, T) es el producto tensorial de los K-espacios V; y V> sii para
toda aplicaciéon bilineal f° de ViV, en otro K-espacio vectorial cualquiera, T,
siempre existe un Unico homomorfismo de espacios vectoriales g:7 — T"', tal que

gof=/"
/f/fﬂ

T

Vix W)

Diagrama 1

Denotaremos al espacio 7 por V, ®V, y la imagen f(x,y)del par (x,y) por x® y.

Es decir:
V(x,y)eVxV,, f(x,y)=x®yeTlT =V, ®V,

cumpliéndose las condiciones de bilinealidad para la aplicacion f:
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(X +x,)®y=(x,®y)+(x,®y)
XY +1,)=x®y)+(x®y,)
(A)®y=x®(A)=AUx®y)
Teorema 1:
a) Si en el anterior diagrama 1 el par (f,7) es el producto tensorial de los espacios
vectoriales V; y V,, es decir, si para cualquier otro par (f,7°) con f” bilineal y T’
espacio vectorial, se verifica que existe un homomorfismo g:7 — 7' Unico que

hace conmutativo al diagrama, entonces el conjunto imagen f(V,xV,) del espacio
producto cartesiano de ambos espacios vectoriales genera al espacio 7"

g:T > T'anico= L(f(VxV,) =T
b) Y reciprocamente, si en el anterior diagrama 1 se verifica que el espacio
generado por f(V,xV,) coincide con 7, entonces el homomorfismo g es

necesariamente Unico y el par (f,7) es, efectivamente, el producto tensorial de
ambos espacios vectoriales:

L(f(VxV,)=T = g:T — T'lnico
Demostracion:
a) Sea L(f(V,xV,))< T el espacio engendrado por f(V,xV,)y sea j:L(VxV,)—>T
la inmersién candnica (j es la identidad sobre L(f(V,xV,))).
Al ser la identidad es j € Hom(L(leVz),T), teniéndose el siguiente diagrama:

Vix Vo

\_f\

L TRLOR(V )T

Diagrania 2
se tiene:
Jjef'=f gef=1"
premultiplicando la segunda de estas expresiones por j:
Jjo(gef)=jofl=f>(egef=f>jog=i,
Al ser jog la identidad i, nos encontramos que la inmersién j es realmente un
isomorfismo, por lo que L(f(VxV,))=T
b) Sea L(f(V;xV,))=T A g:T — T"homomorfismo
Supongamos que existe otro homomorfismo g*:7 — T

Diagrama 3
Se tendria entonces que
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f'=gof ~ [f'l=g¥*of
gof=g%f—>(g-g"e /=0
VxeT —»xeL(f(xV,) > x=) 4f(x,y,), con (x,y,) eVixV,
por lo cual Vx e T, (g - g*)(x) = (g - g*)D A4S (5.3))= D Alg g/ (x,.7,) =

=2 Age N2 = 2 A(g*o N3 y) = D AL (x5 y) = D A (%, 7) =0 —
—>g-g"=0—>g=g"

es decir:

Por tanto, g es homomorfismo unico.

En definitiva, para probar la unicidad del homomorfismo g:7 — T'bastard probar,
equivalentemente, que el espacio engendrado por f(V,xV,) coincide con el espacio
T de la definicion.

Ejemplos:

Ejemplo 1: Consideremos el cuerpo R de los numeros reales. Sea el R-
espacio vectorial (V;R), y consideremos también el mismo cuerpo R como
espacio vectorial sobre si mismo.

v
1:
RV 9 g.f=o
iy
H"“‘x
P
*H

Si definimos la aplicacién f: RxV — V por la condicién de que
V(a,x)e RxV, f(a,x)=axeV
el par (f,V) serd producto tensorial de los espacios vectoriales Ry V.

Para comprobarlo veamos que se verifica la definicidon, esto es, que f es
aplicacién bilineal de RxV en V, y que, si existe otra aplicacién bilineal ¢ de

RxV en otro espacio vectorial H, entonces existird un Unico

homomorfismog:V — H talque go f=¢.

1.a) f es aplicacion bilineal:
Va,feRNVx,yeV
fla+p.x)=(a+p)x=ax+px=f(a,x)+ f(B,x)
flax+y)=a(x+y)=ax+ay=f(a,x)+ f(a,y)
f(Aa,x)=Aax = Af (a,x) = f(a,Ax), VA€R

1.b) Definamos g:V — H por la condicion de que

VxeV, g(x)=¢(,x)e Hy veamos su linealidad:

gx+y)=p(Lx+y)=plx)+ ol y)=g(x)+g(»)

g(Ax) = (1, Ax) = (1, x) = Ag(x)

1.c) Veamos que go f =¢:
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V(a,x) € RxV, (g o )@, x) = g[f (@, )] = g(x) = ag(x) = ap(l, x) = p(a, x)
por tanto go f =¢
1.d) La unicidad de g:
De la definicién de f:

V(a,x)e RxV, f(a,x)=oax eV
se tiene que f(RxV)=RxV =V, por lo que es obvio que L(f(RxV))=V,y
aplicando el teorema 1, g es Unico.

En definitiva, el par (f,V) es producto tensorial de Ry V.

Ejemplo 2: Consideremos de nuevo el cuerpo R de los niumeros reales. El
espacio M __(R)de las matrices rectangulares reales, de m filas y n

mxn

columnas, junto con la aplicaciéon f:R"xR" —> M, (R), es el producto

tensorial de los espacios R"y R", si dicha aplicacion f'se define en la forma:

ab, .. ab,
Y(dyyenstt,)s(Bysnsh,) € R"XR", £((a)se-nr ) (Byonnb,)) =
ab .. a,b,
M, (R)
/fﬁﬁ
RYR" 9 of-e
P T~
“H

Comprobamos, pues, a continuacién, que se verifican las condiciones de la
definicion, esto es, que f es bilineal y que para cualquier otra aplicacion
bilineal definida hacia otro espacio H, ¢:R"xR" — H , cualquiera que sea,
siempre existe una Unica aplicacion lineal g: M, (R)— H talque go f =¢

mxn

2.a) f'es aplicacion bilineal:
Llamaremos, para simplificar:

(@), =(a,...a,), (b)), = (by,....0,) , ¥
ab, .. ab,
(aibj)mxn:
ab .. ab,

Se tiene, por tanto:

(a),. (b)), € R"<R", f((a),.),)=ab,), €M, (R
- fl@),, + (@), ), =@, +a,)b,) =(ab +ab,) =
=(ab,)  +ap,) = rl@),.0),]+ fl@),.0),]
- Sl@),. ), + ), |=la. b, +8,)) =lap,+ab,) =
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=(aby,) +lab,,) = fl@),. @)1+ fl@),. ),

- VAeR, flia),.®),]= fla),.®),]=(ap,) =alap,) =
= @), ), ]= fl@),.(b), ]

2.b) Definamos g: M, . (R)— H por la condicion siguiente

v(cij)mxn eM,.(R), g|_(cij)man: ¢[(1909"'90)9(Cll’CIZ""’cln)]+
+ 0[(0,1,...,0),(Cyy» Cyprers Co )|+ oo H @[(0,0,..1),(Cp 5 Cpppsens €]
Veamos que g asi definido es lineal:
= &) n + ()| = 001010001 + (A ey )]
A 0[(0,0,..1),(C,15 s € )+ (d oy ennd, )] =
= 9[(1,0,...,0),(¢, 1, C1p5emr ) |+ 2[(L,0,...,0),(d, ,dy se.n ) ]+ ..
A 9[(0,0,...1),(¢, 15,0 ¢, )]+ 0](0,0,..0),(d o d, s ond,, )] =
={0[(1,0....,0), (¢, 1, C1yseemr €)oo @[(0,0,0.0,1),(C, 10 Cpppoeven Co ) ]} +
+{0[(1,0....,0),(d,,.d,, ....d, )]+ ...+ ©[(0,0,...1),(d,,.d,,,....d )]} =
= gl(e;) [+ £l(@)),.]
- VA€ R, g|A(c;) ] = &l(A¢)) s | = £[(10,...0), (e, Ay A0y, )]+
+@[(0,1,...,0), (ACy,, ACsy seiis Ay, )|+ oo+ 9[(0,0,....0), (Ae, 1, AC, 5 5ens A, )| =
= 20[(1,0,....,0), (¢, 1,1y 0rver € ) | oo+ A0[(0,0,...,1), (€11 Cppy0evn €y )| =
= Up[(1,0,....0), (¢, C1yseer e, ) oo+ 0[(0,0,..0,1), (€15 o oeees ) |} =
= 2.8[(¢) ]
2.c) Veamos que go f=¢@:
V((@),.(5),)€ R"xR", (g o (@), (), ]= gl (@), ), |=ellap,),, |=
= 0[(1,0....,0), (@, ...,a,b,) |+ @[(0.1,...,0), (a,b,....,a,b,) |+ ...
+¢[(0,0,...,1),(a,b,.....a,b,)]= ¢[1,0....,0),a,(b,,...b,)] +...
+0[(0,1,...,0),a, (b ... b)) |+ ...+ 9[(0,0,....1),a, (b,,....b,) ]| =
= 4,0[(1,0....,0), (B,,....b,) |+ a,0[(0.1....,0), (b, ....5, ) |+ ...
+a,0[(0,0,...1),(b,.....b,)] = 9[(a,.0,...,0), (,.....b, )| +
+9[(0,a,,...,0), (b ... b)) |+ ...+ ©[(0,0....,a, ), (b,.....b,) ]| =
= ol(a,,r a,), (byoe )] = 0|(a),. (5)), |
Por tanto, (g /)|(@),,» (), ]=0l(@),. (), | > g f =9
2.d) La unicidad de g:
Demostraremos a continuacidon que el espacio generado por f(R"xR"), esto
es, L[f(R'”xR”)], coincide con M
que el homomorfismo g es Unico.
Como es L[f(R’"xR") c M, (R), probaremos que también tiene lugar la
inclusién inversa, M, (R)c L[f(R'”xR”)].

mxn

(R), lo cual, por el teorema 1, implicaria

mxn
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4y 4y y a, 0 0
0O 0 .. O
VAdeM,, (R), A=(a,) = @ v Gl ¥
. a,, 0O 0 .. O
0 a, .. 0 00 .. 0 1 0 .. 0
10 0 .. 0 0 0 .. O 0 0 .. 0
+ +..t =a, +
0 0 0 0 0 a, 0 0 0
0 1 0 0 O 0
oo .. o0 0 0 .. 0
+a,, +..+a, = a,,f](1,0,...,0),(1,0....0) ] +
0 0 .. 0 0 0 .. 1

+a, f]1,0,..,0),(0,1,...0)] + ...+ a,, £[(0,0,...,1),(0,0,...1)] =
= S a, Al ), Je Ll m)
Por ConSiQUiente’ men (R) < L[f(Rmeﬂ)],

LR xR M, (R) R
men(R) - L[f(RmXRn )]} - L[f(R xR )]_ men(R) , de lo cual, por el

teorema 1, concluimos que el homomorfismo g es Unico.

Generalizacion:
La idea de producto tensorial es de inmediato generalizable a un nimero cualquiera
de espacios vectoriales sobre un cuerpo conmutativo, considerando ahora

n
aplicaciones multilineales definidas desde 11 VJ. hacia un k-espacio vectorial.
Jj=1

Cuando se trata de n espacios vectoriales, V},...,V, , sobre un cuerpo conmutativo K,
el producto tensorial se define como el par (f, 7) donde T es un K-espacio vectorial

n
y f:HVj — T es una aplicacion multilineal tal que para cualquier otra aplicacion
J=

n
multilineal f": 11V, > T', cualquiera que sea el K-espacio T’, existe un unico
J=l

homomorfismo g:7 — 7" tal que go f = f".

En forma general podemos, asimismo, definir la idea de producto tensorial de n
espacios vectoriales dentro de la teoria de categorias:

Dados n espacios vectoriales V,,...,V, , consideremos la categoria @ cuyos objetos
son los pares (f,T),(f',T"),(f",T"),.. donde los 7T, T’, T”,... son K-espacios

n
vectoriales, y las f, f°, f”,... son respectivas aplicaciones n-lineales, f":11V, —>T",
j=1

de forma que los morfismos del par ((f",T’),(fS,TS))q) son los homomorfismos

g:T" > T tales que go f" = f’. Se define entonces el producto tensorial de los n
espacios vectoriales dados, V,,...,V,, como un objeto inicial de la categoria @ .

oV
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Es obviamente valido para n>2 el teorema 1, expuesto antes para n=2, es decir:
Si (f, T) es un producto tensorial de los espacios V,,...,V, , entonces f(V x..xV))

no
genera al espacio 7, y, reciprocamente, si f(V,x..xV,) genera a T, siendo la

aplicacién f(V,x...xV,) multilineal, entonces se verifica que, cualquiera que sea el
n

par (f, T’) con f": HlVf — T"'multilineal, existe un homomorfismo g:7 — 7", Unico,
J=

tal que go f=f".

Esto permite la expresion de un tensor, t, elemento del espacio tensorial, del tipo
siguiente:

VieT,t= Zr:ﬂif(x”,...,xm)z Zr:iixil ®..Qx,
i=1 i=1

En particular, si consideramos bases de los espacios vectoriales V,,....V :
B, = {”ul },zl el,B, = {“11‘2 },12 el,,...B, = {”u” },Zn el,
un sistema de generadores seria:
B= {”ul ®..Qu, }, i,el;

Por otra parte, es inmediato que nunca podra identificarse el producto

vectoriaIHlecon una parte del espacio producto tensorial 7'=Q®V, pues la
J= J=
aplicacion
OV, 5T=QV,
=7 =t
no es inyectiva, ya que
flax;,xy,x,) = f(X,005,00%,) = oo = (X, Xy,.0%,),

siendo, como es obvio,
(0, X500y X)) # (X, 0 ey X)) F e # (X, Xy ey OX))

Unicidad y existencia del producto tensorial de n espacios vectoriales:
El teorema de unicidad:
Supongamos que (f,T) y (f, T") son, ambos, productos tensoriales de los k-espacios

vectoriales V,...,V, . Veamos que son isomorfos.

T

//f//
V¥, ¥, h| |g

' T

por definicién, existen homomorfismos Unicos
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gef=r" [1] ho f'=f [2]
entonces:
- premultiplicando [1] por h:

ho(gof)=hof'=f—>(hog)e f=f—>heg=i,
osea: 3i,:T —T (ident)/i,o f=fAhog=i,

- premultiplicando [2] por g:

go(ho fY=hof=[">(goh)o f'= "> goh=i,

analogamente: Elid. "> T'(ident) /i, o f'= f'Agoh=1i,
en definitiva:
hog=i, (ident enT)

— h = ¢ isomorfismo
goh=i, (ident en T')} & 7

El teorema de existencia:
Consideremos un cuerpo conmutativo K y un conjunto de n+/ K-espacios

vectoriales, V,,....V, W .

no

Sea h una aplicacién del producto cartesiano V xV,x..xV, en W :

h:VxVyx.xV, ->W,

0 sea:
V(X5eeenX,) €ViXVox. XV, H(X,,..0x,) €W

Sea también un subpespacio ScW vy una relacion R en W definida por la
condicioén:
uRveu-veS, uvelW

gue es de equivalencia por ser, trivialmente, reflexiva, simétrica y transitiva.

Llamemos W /S al conjunto cociente de W por tal relacion de equivalencia, esto
es:
w/S={x]/vyelxlx-yeS}

y sea, finalmente, el homomorfismo de inmersién canénica j:W — W /S, es decir:

VxeW, j(x)=[x]ew/s
(es claro que si xe S W, entonces j(x) = [0], pues x—0eS§) [1]

Entonces, veremos que el par (joh,W/S), donde es joh:V xV,x.xV, >W/S,

sera el producto tensorial de los n k-espacios vectoriales V xV,x..xV,

n!

siempre que
el subespacio S sea el espacio generado por los elementos de la forma

0

h(x,,...,Ax;, + ,wcl.o,...,xn)—ﬂh(xl,...,xl....,xn) — Hh(X, ey X} 5oy X))
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Es decir, veremos que, con esta condicion, el producto tensorial sera el par (f,T)
construido en la forma que se indica en el diagrama, que sera conmutativo para
cualquier otro espacio T’ y cualquier otra aplicacion n-lineal f’:

T=W/5

f.

I-I-ll

Diagrama 5

La prueba de que el par asi construido es producto tensorial de los n k-espacios
indicados, requiere dar tres pasos:
- Primero, probar que la aplicacidn f'es multilineal (n-lineal).
- Segundo, que existe un homomorfismo g tal que el diagrama 5 es
conmutativo, esto es, tal que f'=go f.
- Tercero, que el homomorfismo g es Unico.

1) La aplicacién f es n-lineal:
L ees A+ 400 1000 X,) = A (X yees Xy X,) = Ll (Xeres X s X,) =
= joh(x,,...,Ax, +,wc,.°,...,xn) — Ao h(Xyyees Xjyeey X)) — 1 © h(xl,...,x?,...,xn) =
= j[k(xl,..., Ax, + ,u.x;),..., X,) = Ah(X) s X,y X)) — ph(X,,..., x?,..., xn)]: 0
puesto que, por construccion, es
h(X,,..., Ax, + ,uxio,...,xn) —/lh(xl,...,xl.,...,xn)—yh(xl,...,x?,...,xn) eS
y hemos visto en [1] que j(x)= [0],si xeScw.
2) Existe el homomorfismo g:

Veamos que si f es bilineal, cualquiera que sea el k-espacio H, existird un
homomorfismo g:7 — H tal que f'=go f

Sea un homomorfismo cualquiera »: W — H . Se tiene
r[h(xl,...,/lxl. + ;tx?,...,xn) —lh(xl,...,xi,...,xn)—yh(xl,...,x?,...,xn)]z
= r[h(xl,...,ixi +,wcio,...,xn)]—/lr[h(xl,...,xi,...,xn)]—ry[(xl,...,xio,...,xn)]:
= (PO M) yerey AX, + 4] ey X, ) = AT 0 RY(X ey Xy s X, ) = (110 B)(X iy X oy X, ) =
= 10X, ey A, + L0 ety X)) = A (X erer Xy X, ) = (X pern X s X, ) = 0
ya que f” es, por hipdtesis, lineal.
Por tanto, S < ker(r)por lo que se induce un homomorfismo g:7 — H tal
que goj=r,delocual: gof =go(joh)=(goj)oh=roh=f"

3) El homomorfismo g es Unico:
Pues si hubiera otro g*:7 — H tal que g* f = f', repitiendo el razonamiento

del teorema 1, diriamos que, puesto que f(V,x..xV,) generaa T=W /S, se
tendra:
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VieT=W/S,t=) [ (X, X,) > g*() =D (g% f)X;yns X)) =

i=1 i=1

- zaif'(xil"“’xm) =gt)>g*=g
i=1
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