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En la exposicion de definiciones, teoremas, conclusiones relativas a afirmaciones,
negaciones o interpretaciones de muy diversos resultados, aparecen siempre en la
matematica, y en todas sus ramas, expresiones de tipo ldgico que estan
generalmente controladas por cuantificadores tanto universales como existenciales.
Son funciones de simbolos cuya estructura légica es la de una funcion
proposicional.

Funcion proposicional

Sea S un conjunto de simbolos y sea (P,/\,v) el algebra de Boole de las
proposiciones légicas. Denominamos funcion proposicional en variable sobre S, a
una correspondencia tal que a cada simbolo de S le corresponda una proposicion de
P.

f:S—>P
VxelS, f(x)=a,eP

Obviamente, la imagen, a_, del elemento x puede ser una proposiciéon verdadera o
bien una proposicién falsa. Llamaremos Vf al conjunto de valores de S para los

cuales f(x) es una proposicién verdadera. O sea:

Vif ={xeS/ f(x)]

Esto nos indica que la condicidn necesaria y suficiente para que un elemento
h € S pertenezca al conjunto Vs f es que f{h) sea una proposicién verdadera:

heVsf < f(h)

Se definen la conjuncion, disyuncion o negacion de funciones proposicionales del
mismo modo que se definen para las proposiciones logicas:

Negacién: es el conector que cambia el valor de verdad de la proposicién que
conecta. Su tabla de verdad:
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Conjuncion: es el conector de dos funciones proposicionales, f{x), g(x), que da lugar
a una proposicién verdadera si ambas funciones son proposiciones verdaderas y a
una proposicion falsa en caso contrario



o g f(x)ng(x)
1 1 1

1 0 0
0 1 0
0 0 0

Disyuncidn: es el conector de dos funciones proposicionales, f(x), g(x), que da lugar
a una proposicion falsa si ambas funciones son proposiciones falsas y a una
proposicion verdadera en caso contrario

J) g fx)ve)
11 1

1 0 1

0 1 1

0 0 0
Es util el uso de los simbolos de cuantificacion, los cuantificadores ordinarios, para
representar la conjuncion o disyuncion de un numero discreto de valores de una
funcion proposicional:
Sea S=[h1,h2,...,hk,...]. Podemos simbolizar:

. YA f(R) A A ()AL por (WVxeS)f(x), o bien, (Vx)f(x)sise

sobreentiende la pertenencia de x al conjunto S.

[f(h)v f(h)v...v f(B)v..] por (AxeS)f(x), o bien, (3x)/(x) sila

pertenecia a S se sobreentiende.

Es decir, se verifican las equivalencias:

(vVx)f (o) = S A L) A S A
@x)f ) = [fh)v f) v f(h)v..]

Siempre que x € [hl,hz,...,hk,...]

Propiedades:
Se verifican, para la conjuncién, disyuncion y negacion de funciones
proposicionales, las propiedades elementales siguientes:

1. Vs(f(x) A g(x) =V, f(x)NVg(x)

Demostracion:

heV(f(x)ng(x)) <> f(B)Ag(h) < heV f(x) AheVig(x) <
S heVof(x)NVg(x)

2. Vi(f(x)v g(x)=Vs f(x)UVsg(x)

Demostracion:



heVy(f(x)v g(x) e f(h)vgh) < heVf(x)vheVg(x) <
& heV f(x)UVg(x)

3. Vs(f() A g'(0)=Vsf (x)~Vsg(x)

Demostracion:
he VS(f(x)Ag'(x))(:) fWng'(hyoshelVif(x)AhelVg'(x) <

ShelVsf(x)nheV,g(x) s heV f(x)-V,g(x)
4. Vo f'(x)=z Vs f(x) (el simbolo & significa “complementario de”)

Demostracién:
heVof'(0) & f'(h) & heVf(x) & heaVf(x)

Propiedades derivadas del uso de los cuantificadores:
Es sencillo establecer relaciones muy simples entre expresiones que usan el
cuantificador universal, ¥, con expresiones que utilizan el cuantificador existencial

. Se tiene:
@) v Ex)g)] e @) v )]

30)f () A (3x)g(0)] & @)/ (x0) A g(0)]

Vx)f (x) v (Vx)g(n)] = (vx)[f () v g(x)]
[(vx)f (o) A (W) n)] = (W) (x) A ()]
(VX)) = S (xy) = (3x) /(%)
Nvx)r@le @)@
[Ex)rele (vx) ()

Las dos ultimas féormulas, en concreto, permiten escribir las leyes de De Morgan de
manera sencilla:
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(3x)f (x) = [(vx)f'(x)]
(vx)f(x) & [@x) /' ()]

Las funciones proposicionales de dos o mas variables:
Sean S,,5, dos conjuntos de simbolos y sea (P,/\,v) el algebra de Boole de las
proposiciones logicas. Denominamos funcion proposicional en dos variables sobre S,
y S, a una correspondencia tal que a cada simbolo del producto cartesiano S;xS> le
corresponda una proposicion de P.

f:5xS, > P



V(x,y)€8xS,, f(x,y)=a,eP

Asimismo, si consideramos n conjuntos de simbolos, §;,5>,...,S,, Y siendo (P,/\,v) el

algebra de Boole de las proposiciones logicas, denominamos funcién proposicional
en n variables sobre S; ,..., S,, a una correspondencia tal que a cada simbolo del

producto cartesiano §; x...x S, HIS le corresponda una proposicién de P.
1

f:li[lSi—>P

v(‘xl""’xn)eli[lSi’ f(xla'--axn)za EP

Xp X,

Podemos disminuir el nimero de variables de la funcidon proposicional fijando
algunas de ellas. Asi, por ejemplo, las funciones proposicionales siguientes son
funciones de una sola variable:

(Vx)f(x,y), (Elx)f(x,y) son funciones proposicionales de la variable y.
(Vy)f(x,y), (Ely)f(x, ») son funciones proposicionales de la variable x.

Y las propiedades para estas funciones proposicionales son las mismas que las
propiedades vistas anteriormente para funciones proposicionales de una sola

variable.

En general, con respecto al uso de los cuantificadores se verifican de forma obvia
las propiedades:

1) (@) I)f (x,¥) < @)3)f (x, )
2) (Vx )W)/ (x,») < (V¥ )vx)f (x, »)
3) @x)Wr)f (x,p) = (W) 3x)f (x, »)

y, si los espacios de simbolos coinciden (5;=S,), se tiene:

1) (Vx,»)f (x,3) = (¥x) £ (x,x) = (3x) £ (x,%) = (3, ») £ (x, )
2) (@) f () Ag®)= @y () ag(n)= @x)f () AGy)g(r) <
< ((@x)/(x) A (Fx)g(x))
) (V) f(x) v g(x)= (Vx, y N f(x) v (1) = (vx ) f(x) v g(x))

Ejemplos:

1) La expresion de la continuidad de una funcién f en un punto x, € R es, en
la formulacion de Cauchy:

(Ve)ASNVANh|< 8= |f(xy+ 1)~ f(x,)|< ), con £>0,6>0

2) La continuidad de una funcién f en un intervalo abierto a<x<b se
expresa por:

(Ve)vx)3S)VA)H < 8 =|f (x+h) — f(x)|<é)



3) Si intercambiamos en la expresidon anterior (35) por (Vx) tenemos la
condicién de la continuidad uniforme:

(Ve)3SNvx)Vh)H < 6 =|f(x+h)— f(x)| <)
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