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Sobre Problemas de Contorno para Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias

01. Problemas de contorno
El teorema de existencia de la integral de una ecuacidon diferencial ordinaria de

orden n, y'=f(xyy.,y"...y""), establece bajo conocidas condiciones la
existencia y unicidad de la solucidn cuando se conocen los valores de la funcion vy
de sus n-1 primeras derivadas, , ', y",....,y"", en un punto X=X, inicial.

Verificadas, pues, las condiciones de existencia, el problema de encontrar la
integral particular que verifique ciertas condiciones iniciales, es un problema
perfectamente determinando.

Ejemplo:

Dada la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden
A(X).y"+AX).y+A(Xx).y=f(X)

veamos la determinaciéon de una integral particular en un dominio en el que
suponemos continuas las funciones A (X), A (X),A,(X)y f(x), con A (x)#0.

Una vez hallada la forma de la integral general y(X)=C,Y,(X)+C,Y,(X)+h(X), donde
son ¥(X), ¥,(X) soluciones particulares de la ecuacién incompleta (homogénea),
ambas linealmente independientes, y h(Xx) una solucién particular de la ecuacién

completa, el problema de determinar una integral general con alguna condicién
inicial preestablecida exige la determinacion de los coeficientes ¢, y C, de forma

gue se cumpla tal condicién inicial.

Pueden considerarse varios tipos de condiciones iniciales. Veamos algunos casos:

a) Determinar la solucidn general para los valores y(X,), y'(X,), esto es, para
X=X,. Se trata de resolver el sistema de ecuaciones linealesen C vy C,:
V(%) =CYi(%)+C Y, (%) +h(X)
y(xo): Cl-yyl(XO)+CZ-y'2(X0)+hV(XO)

sistema que, al ser linealmente independientes Y,(X,),),(X,) para X=X,, tiene

solucién Unica, ya que la matriz de los coeficientes tiene rango 2, porque su
determinante, el wronskiano, es no nulo

i W
Y, Y

el sistema se puede representar elementalmente asi:

#0



Sobre Problemas de Contorno para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Carlos S. Chinea

Clyl(XO)+Czy2(X0) = Y(Xo)_h(xo)
Cl.Vl(Xo)+Cz.V2(X0) = y'(XO)—h'(XO)

Yi(%)  Y(X)

yvl(XO) y'z(xo)

.yl(XO) Y2(X0) y(xo)_ h(xo)
yvl(Xo) yvz(Xo) y'(Xo)_h'(Xo)

Matriz de los coeficientes: M =
Matriz ampliada: M'=

b) Determinar la integral general para su valor en los puntos extremos de un
intervalo [X,, X ], Y(X),/(X,), esto es, para X=X,y X=X. Se trata ahora

de resolver el sistema de ecuaciones lineales en C, y C,:
V(%) = G Y (%) +C Yy (X)) +h(X,)
Y() =Gy () +CYs(X)+h(x)
gue también podemos escribir elementalmente:
GY(X)+C Y, (%)= Y(X)—h(X,)
GY(X)+C Yy (X)) =Yx)—h(X)

-)/I(XO) y2(XO)
Nx) y(x)
N) (%) You)—hx) |
yl(xl) yZ(XI) y(xl)_h(xl)}

Matriz de los coeficientes: M =

Matriz ampliada: M'=

Al tratarse de puntos diferentes, pudiera ocurrir en este caso que fuera nulo el
determinante de la matriz de los coeficientes, por lo que en tal caso el sistema
pudiera ser incompatible, o bien compatible indeterminado.

c) Determinar la integral general para su valor en un extremo de un intervalo
[X,,X ] vy el valor de su derivada en el otro extremo, J(X,),Y'(X,), esto es,

para y(x) en X=X, Y y(x) en X=X,. Se trata ahora de resolver el sistema
de ecuaciones linealesen C y C,:

y(xo): clyl(xo)+czy2(x0)+h(x0)
Y(X)=cy,(x)+6y,(x)+h(x)
Donde pueden darse las mismas circunstancias que en el caso b) anterior.

d) Determinar la integral general para el valor de la derivada en los puntos
extremos de un intervalo [X,,X ], ¥'(X)),Y'(X), esto es, para X=X,y X=X

Se trata ahora de resolver el sistema de ecuaciones lineales en C, yC,:
Y'(X)=¢Y' (X)+ 6y, (X)+h'(X)
Y (x)=6y(x)+6y,(x)+h(x)
Donde pueden darse también las mismas circunstancias que en el caso b).
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Estos problemas acostumbran a denominarse problemas de contorno, pues en
realidad se establecen bajo condiciones iniciales impuestas en el contorno de un
cierto recinto, en general un intervalo.

El enunciado general de un problema de contorno para una ecuacion diferencial de
orden n-simo, donde cada una de las funciones coeficientes de cada uno de sus
términos es al menos tantas veces derivable con continuidad como sea el orden de
la derivada del término del cual es coeficiente, se puede establecer del siguiente
modo:

Sea la ecuacién diferencial ordinaria de orden n con coeficientes p,variables:

Lo[Y]= R(X).y" + R (X).Y™" 4.4 P (X).y= £(X)

o bien
L,[Y]|=2.p(X).y " =f(x), con p(x)eC", i=0,1..,ny p,(x)#0, Vx e[ab]
i=0

se pretende encontrar una solucidn general que verifique las n condiciones iniciales
en los extremos del intervalo [a,b] :

uly] EZ[aik‘ykil)(a)+/Bik(x)')/<71)(b):|=7//" i=1,..,n, o,pBeR

El problema de contorno se denomina homogéneo sies f(x)=0y y, =0, i=1,...,n
y no homogéneo en caso contrario.

02. El Teorema de la Alternativa

Cuando tratamos de encontrar aquellos problemas de contorno que tienen solucién
Unica, o infinitas soluciones, o bien son incompatibles, nos encontramos que existe
una alternativa entre las soluciones del problema homogéneo y las del problema no
homogéneo, que se establece mediante un sencillo teorema.

Teorema 01 (Teorema de la alternativa)

Si el problema no homogéneo tiene solucidon Uunica, entonces el problema
homogéneo no tiene solucidén (excluyendo la idénticamente nula), y si el problema
no homogéneo es indeterminado o incompatible, entonces el problema homogéneo
tiene infinitas soluciones.

Demostracién:

Podemos hacer la demostracion reduciendo el problema a la expresion de un
sistema matricial de ecuaciones lineales, y aplicando el Teorema de Rouché-
Frobenius para discutirlo.

Sea, pues, la ecuacién diferencial lineal con coeficientes variables

L,[¥]=py(X¥).y" +p(X).y"™" +...+ p,(X).y= f(X)

y sean las n condiciones de contorno dadas por

u[y]=2] ey @+ B0V D)=y, i=1n
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asimismo, la solucidon general sabemos que se expresa por

n
¥(X)=2.6y,(x)+h(x)
j=1
donde las yj(x),---jzl,...,n son soluciones particulares linealmente independientes

de la ecuacion homogénea y h(x) es una solucion particular de la ecuacién
completa. Las C; son constantes arbitrarias.

Al aplicar las condiciones de contorno:

ulyl=u chy/.(x)+h(x) ZZC]-U,-I:yj(X)]+U,[h(X)]=}/, i=1,..,n
O sea.

>culy,(0]=r-u[hx]. i=L..n
j=l
0, en el caso homogéneo:

n

Yeuly,(0]=0, i=1..,n

j=1
que, en forma matricial:

u[y] uln®] - w[yne] || ¢ 7 —u[h(x)]
uz[yl(x)] uz[yz(x)] uz[y,,(x)] C, }/,—U,[h(X)]

U] u[BM] . G y] || G 7~ [h(x)]
o bien, par_a el caso homogéneo: ) _ ) _
Uy wlpeo] - wlye] e | [, ]
WK wnX] - w[ne] || . 0
b0 w00 - wlno] || 6 || o |

Si el sistema completo tiene solucion Unica, el teorema de Rouché nos dice que la
matriz de los coeficientes ha de tener el mismo rango que la matriz ampliada, y tal
rango ha de ser igual al nUmero n de incdgnitas. Es decir, el rango sera igual a n,
con lo que su determinante serd necesariamente no nulo. Esto quiere decir que en
el caso homogéneo la solucion Unica que existe es la trivial (soluciéon nula), tal
como afirma el teorema de la alternativa.

Finalmente, si el sistema completo no tiene solucidn o bien tuviera infinitas
soluciones, esto indicaria que la matriz de los coeficientes tiene rango inferior a n,
es decir, tiene determinante nulo, de lo cual se deduce que el sistema homogéneo
ha de tener infinitas soluciones.
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03. Algunos ejemplos elementales
03.1. Encontrar la solucién o soluciones de la ecuacion diferencial y"'+y=0 que

verifiquen las condiciones de contorno dadas por Y(0)=0y Wx/2)=1.
Resolucidn:
r*+r=0—r=4i,delo cual, al ser homogénea, obtenemos ya la solucién.
Solucién general: y(X)=C, cos X+ C,Senx
Aplicamos las condiciones de contorno:

Y(0)=c,cos0+c,sen0=0 ¢ =0

_)
W7/2)= ¢ cos(7/2)+csen(7/2) =1 c.0+c =1

Solucion que verifica las condiciones de contorno:
W(X) = senx

—-¢=0, ¢ =1

03.2. Encontrar la solucién o soluciones de la ecuacién diferencial y"+7°y=0 que
verifiquen las condiciones de contorno dadas por Y0)=1y W1)=0.
Resolucion:
r’+z* =0— r==7i, que al ser también un caso de ecuacién homogénea, se tiene:
Solucién general: Y(X)= C, cos(mX)+ C,sen(zX)
Aplicamos las condiciones de contorno:

W0)=c cos0+c,sen0 =1 c =1

- incompatible
y(1)=¢, cos(x)+c,sen(z)=0 -¢+0=
03.3. Encontrar la solucién o soluciones de la ecuacién diferencial y"-3y'+ y=2senx
que verifiquen las condiciones de contorno dadas por y(0)=2y y'(0)=0.

Resolucion:
3+\/§X 35
, solucion de la homogénea: y(x)=ce > +ce ?

X

+
r2—3r+1:0—>r:3_

Obtenemos una solucién particular de la ecuacién completa:
Yo"=3Y,'+ ¥, = (—Acos x— Bsenx) —3(—Asenx+ Bcos X) + (Acos X+ B)senx) = 2senx —
— —3Bcos x+3Asenx=2senx —> B=0, A=2/3 - y,(X)=(2/3)cos x
3+\/gx ﬂx
Solucién general: y(x)=ce > +ce? +(2/3).cosx
Aplicamos las condiciones de contorno:

N0)=ce€’ +c,e +(2/3).cos0=2

c+C +2/3=2
_)
Y(0)= 3**/_ £3= ‘/—ce —(2/3).510=0 (B+5)c +(3-V5)c, =4/3
Resultando:

10— 65

c=——
15

_10+6\/§
? 15

Solucion que verifica las condiciones de contorno:
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10-6v5
15

e

¥(X)

3+\/§X &X
2 —i—@e2 +(2/3).cosx

03.4. Encontrar la solucién o soluciones de la ecuacién diferencial y"+4y=¢€" que
verifiquen las condiciones de contorno dadas por Y(0)=1y y(z/4)=-1.
Resolucion:

Solucién general: y(X)= ¢ cos2Xx+C,sen2x+(1/5)e"

Aplicamos las condiciones de contorno:

Y(0)=G.1+0+1/5=1 G =4/3

_S+ef
5

y(7z/4):0+02.1+(1/5)e%:—1 c =

Solucidn que verifica las condiciones de contorno:

z
4

y(x)=%c052x— >t

sen2x +(1/5)€’

03.5. Encontrar la solucién o soluciones de la ecuacién diferencial y"— y'-2y= x

que verifiquen las condiciones de contorno dadas por Y(0)=0y Wl)=1.
Resolucidn:

Solucion general: yY(X)= cle“ +c,e” +i_lx

Aplicamos las condiciones de contorno:

1 1

w0)=c +c,+1/4=0 c+c =-1/4 Cl:Z;eJrl
- -

y(l):cl.ez+cz.e’1—l:1 cl.e3+02:§.e 1e+5

4 4 ERVEpE

Solucidn que verifica las condiciones de contorno:
1 5e+1 1e€+5 , 1 1
X)== T e ——X+—
0= 4o TaiZe © 2

04. Los problemas de contorno con autovalores y homogeneos

04.1. Definiciones

Si consideramos una ecuacién diferencial lineal con coeficientes variables, podemos
plantearnos el problema de encontrar una solucién que cumpla ciertas condiciones
iniciales para diferentes autovalores.

Supongamos un operador Ln tal que

L.V=pY"+py™" +..+ Dy
donde sobre un cierto intervalo [g,b] son p, € C™,j=0,1,..,nyes p,(t)=0.
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Nos planteamos el problema siguiente:

Hallar los valores de A (autovalores) para los cuales el sistema
L.(y)=2y
Uy=0

tenga solucién (para que existan las correspondientes autofunciones).

Supongamos que se conocen n soluciones de la ecuacion diferencial L (y)=Ay:

gojzgoj(t,/l), j=L2,..n
que satisfacen la condicidn inicial de que para algun punto c del intervalo [a, b] se
verifica que

k-1 :

¢; (GA)=0, Jk=1..,n
lo cual nos asegurara que son linealmente independientes, ya que su wronskiano en
el punto ¢ € [a,b] es no nulo:

W(o.,0,,....0,](c) %0

Puesto que cualquier solucién de la ecuacion diferencial L, (y)= Ay es combinacién
lineal de las soluciones ¢;(f, 1), el problema tendra a A como autovalor si y
solamente si existen constantes C;, no todas nulas, tales que y satisface la
condicion impuesta Uy=0, es decir, si el sistema de ecuaciones homogeneo

n n
U =U,| 2 cio;(t 1) |=D cU(p;(t, 1)=0, para k=1,..,n
j=l j=l
tiene solucion distinta de la trivial (distinta de la solucién nula). Para que ello ocurra
es necesario que la matriz de los coeficientes del sistema sea de rango inferior a n,
es decir, es necesario que su determinante sea nulo:

Ui(o;(t, 2))[=0

gue es la ecuacién de determinacion de los autovalores.

04.2. Ejemplos:
a) Sea la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden dada por L,(y)=-y"

y consideremos la ecuacién de autovalores L,(y)= Ay con las condiciones
de contorno Y(0)=0, Y7)=0.
Se tiene, entonces:

y'+Ay=0
W0)=0, r)=0
Veamos como determinar los autovalores:

Si 41<0:
Y(X)=Ce™+c,e™, con p=v-1>0

Al imponer las condiciones de contorno:
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N0)=¢+c,=0
Ur)=c€eP+ce™ =0
¢,=—C—>ce”—ge"=0-¢(e"-e")=0>6=0-c=0

Puestos que todas las constantes son nulas, A <0 no puede ser

autovalor.
SiA=0:
En este caso, y"'=0—> Y(X)=C +CX
0)=c¢+¢,0=0

—-¢=0,¢=0
Nr)=c+c,r=0

Tampoco en el caso A =0 puede ser autovalor, pues todas las
constantes se anulan.

Si A>0:
Y(X)= G cos pX+C,senpx, con p=~/1>0
0)=¢+0=0 N ¢ =0
W)= ¢, cos pr+c,senpr=0 c,senpr =0

A podra ser autovalor si ¢, #0, es decir, en los casos en los que
senpr=0:
pr=nz, n=12,..—->JA=n n=12,.->1=12%3..

En definitiva, el problema tendra solucién solamente si es ¢, #0, obteniéndose los
autovalores 4, =1, 1,=2%..,4 =n,..., para los que existen las soluciones no
triviales, y (X)=c,sennx, n=1,2,...
Se obtienen, en definitiva, las infinitas autofunciones: {sennx}, n=12,..
Tales autofunciones son ortogonales en el intervalo [(), 7[] establecido por el
problema de contorno:

Vabe N, ]‘ senax.senbx. dx = % I [cos(a—b)x—cos(a+b)x].dx=0, a=b

0 0

b) Sea la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden dada por L,(y)=-y"
y consideremos la ecuacién de autovalores L,(y)= Ay con las condiciones
de contorno y'(0)=0, y'(7)=0.

Se tiene, entonces:
y'+Ay=0
y'(0)=0, y'(7)=0
Veamos como determinar los autovalores:
Si 1<0:
nx)=ce™+c,e™, con p=+-4>0
Al imponer las condiciones de contorno:
y'(0)= pce” - pc,e ™ =0 p(c,—¢,)=0
%
Y'(7)=pce™—pc,e™ =0 p(ce”-ce™)=0
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- p(ceP-ce™)=0—->¢=c,=0
Puestos que todas las constantes son nulas, A <0 no puede ser

autovalor.
Si 1=0:
En este caso, y"'=0—> (X)=¢ +C,X
'(0)=c, =0
y'() : —¢=0,¢=0
y(7z):02=0

Tampoco en el caso A =0 puede ser autovalor, pues todas las
constantes se anulan.

SiA1>0:
Y(X) = ¢, cos pX+C,Senpx, con p:\/z>0
Y'(0)=—¢ psenp0+c,pcos0=0 N c,=0
y'(7)=~c, psenpr+ ¢, pcos prr =0 —c senpr =0
A podra ser autovalor si ¢, # 0, es decir, en los casos en los que
senprz =0:
pr=nz, n=12,..—>Ji=n n=12,.->1=12%3"..
En definitiva, el problema tendra solucion solamente si es ¢, #0, obteniéndose los
autovalores 4, =1, /12=22,...,/1n=n2,..., para los que existen las soluciones no
triviales, y (X)=ccosnx, n=12,..
Se obtienen, en definitiva, las infinitas autofunciones: {cosnx}, n=1L2,...
Tales autofunciones son ortogonales en el intervalo [0, 71] establecido por el
problema de contorno:

Vabe N, j{ cosax.cos bx. dx = % .T [cos(a—b)x+cos(a+b)x].dx=0, azb

0 0

c) Veamos ahora la ecuacién diferencial ordinaria dada por L,(y)=-y"y
consideremos la ecuacién de autovalores L,(y)= Ay con las condiciones de
contorno y'(0)=0, y1)=0.

Se tiene, entonces:
y'+Ay=0

y'(0)=0, y1)=0

Autovalores:
Si 1<0:

wx)=ce”+c,e™, con p=v-41>0

y'(x) =G pepx -G peipx
De las condiciones de contorno:
y'(O)ZCl,O—CszO—)p(Cl—Cz)ZO—)Cl—Cz =0->¢=¢
y)=c€e’+ce’=0->ce’+ce’=0->c(e+e”)=0>¢=c,=0
Y, por tanto, A <0 no puede ser autovalor.

Si 1=0:
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En este caso, y"'=0—> (X)=¢ +C,X

{ym)—cz—o o060

yl)=c¢+c¢,=0
A =0 no es, por tanto, autovalor.
SiA>0:

Y(X) = ¢, cos pX+ C,Senpx, con p:\/z>0

y'(0)=—c, psenp0+c,pcos0=0 c,=0
%
y(1)=c¢ cosp+c,senp=0

Para que A >(sea autovalor, ha de ser ¢ #0, lo que implica que es cos p=0:

1 2n-1
cosp:0—>pn=n7z—§7z=

7z, n=12,...

(2n-1)
Los autovalores son A, = p’ :Tﬂz, n=12,..

Para los cuales existen las soluciones no triviales:

C, cos p+c,senp=0

2”_1};)(, n=1.2,..
2

—¢ cos p=0

Se obtienen las infinitas autofunciones: {cos( 2_ jﬂ'X}, n=12,...

Tales autofunciones son ortogonales en el intervalo [O,l] establecido por el

problema de contorno.

Vabe N, jcos(

0

0

,azb

2a- ljﬁx. COS(zbz_l)ﬁX. dX=% j [cos(a—b)wx+cos(a+b-1)zx].dx=0

d) Consideremos finalmente la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden
dada por L,(y)=-y" y la ecuacién de autovalores L,(y)=Ay con las

condiciones de contorno y'(0)=0, y'(1)+y(1)=0.
Se tiene, entonces:
y'+Ay=0
y'(0)=0, y'()+y1)=0
Veamos los autovalores:

Si A<0:
Y(X)=Ge” +c,e™, con p=v-1>0

y'(X)=c¢ pe” -c,pe’™

De las condiciones de contorno:

y'(O):qp—c2p:0—>p(cl—cz):O—>Cl—cz:O—>q=02

y()=cpe’-c,pe”
yl)=ce’+ce”’

yO)+yl)=cpe’—c,pe’+ce’ +ce’=c(p+1)e’+c,(-p+1)e’ =

10



Sobre Problemas de Contorno para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Carlos S. Chinea

=cl[(p+l)e”+(—p+1)ef"]:0—>c1 =0—¢=¢=0

Y, por tanto, A <0 no puede ser autovalor.

Si 41=0:
En este caso, y"'=0— Y(X)=C +CX
y'(0)=¢,=0

—¢=0,¢,=0
y+yl)=c +c¢+¢, =0

No es, pues, autovalor.

Si A>0:
Y(X) =, cos pX+C,8enpx, con p=~/1>0
Y'(X) =—c, psenpx + ¢, pcos px
¥'(0)=—c,psenp0+c,pcos p0 =0
y'(1)=—c psenp+c,pcos p -
y(1)=c¢, cos p+cC,senp

y'(0)=—c, psenp0+c,pcos p0=0
%
Y'(D+ y(1)=—c psenp+ ¢, pcos p+ ¢, cos p+c,senp=0

c,=0
_)
C,(—psenp+cos p)=0

Para que A > (seaautovalor, ha de ser ¢, #0, lo que implica —psenp+cosp=0, o

bien:
tgp=1/p—>tg\/1=1/x/z

nos encontramos aqui con un caso en el que no podemos determinar de forma
explicita los autovalores del problema. Solo indicamos la ecuacién que verifican.

05. Los problemas de contorno con autovalores y no homogéneos
05.1. Definiciones
Nos planteamos ahora el problema asi:

Hallar los valores de A(autovalores) para los cuales el sistema
L[y]=Ay+f
Uly]=0

tenga solucidn.

Donde es f € Cen [a, b] (derivable con continuidad en este intervalo).

Supongamos, al igual que en el caso anterior, que se conocen n soluciones de la
ecuacion diferencial L (X)=Ax:

0 =¢,(tA), j=12,..n
que satisfacen la condicidn inicial de que para algun punto c del intervalo [a, b] se
verifica que

11
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P ()=, jk=1..n

A partir de estas n soluciones, vamos a iniciar un proceso que nos permita
determinar una solucién Uu=u(t, 1) de la ecuacion diferencial no homogenea con

autovalores, L[y]:/iy+ f(x), y, a continuacién, mediante una modificacién, hacer

gue verifique también las condiciones de contorno U[y] =0del problema.

05.2. La funcion auxiliar Kk(f, 7, 1):

Construyamos una funcién k(t, 7, 1), definiéndola de la siguiente manera:

o (L) ... @A)
gol(z‘,ﬂ) e @ (1,4)
kit,z,A)= ()W[ i 1/1) ( /1)] ,sit>1
T T, s P 7, n— n—
i1 v o) . P (nA)
p(r,A) . (7, 4)
k(t,7,A)=0,si t<t
Graficamente queda definida en el rectangulo de la figura:
k
T2
[ 1
EaT
T1
. 0 T

Veamos dos propiedades basicas:
J
a) %k(r+0, ,A)=0 j=0,L...n-2

Es obvio, puesto que el determinante con el que se define la funcién se anula
cuando son iguales dos filas, por construccidon funcién continua de t.

n—1 n-1

0
T k(z+0,7, l)—Fk(T—O, 7,0)=1/p,(7)

pues en el tridngulo T2 de la figura es:

b)

12
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A (7 S A (73
y 9 (,A) .. @ (5,A)
a—,Hk(t,r,i): !
at po(T)W[(Pp%a---a(Dn] ¢f‘l*2)(2_ /1) (anZ)(z_ /1)
X , .. @ ,
o7, 4) o (7 A)
y en el tridngulo T1:
an—l
o k(t,7,4)=0
Resulta, entonces:
A G R ()
N p(1,A) .. @5, A)
O K(r+0,2,2)= !
t pO(T)W[(Dl’@Z"'"gpn] ¢f‘l*2)(2_ /1) (Dn72)(z_ /1)
X , . @ ,
o, 4) o (7 A)
= 1 Wi, 0ss-es 0] =
P (OW[@0sen,] 5T ()
an—l
k(z-0,7,4)=0
ot™! ( )

y de ambas expresiones, se obtiene la propiedad indicada:
n—1 n-1

0
K+ 0.0 )= k(7 =0,7,0)=1/p,(7)

Por otra parte, existen y son continuas en ambos tridngulos T1 y T2, las derivadas

o8 .
ﬁk(t, ,A), j=n-1n

Asimismo, k es funcion de t y ademas combinacion lineal de las ¢,(f, A1), soluciones

de la ecuacidon L (x)=Ax, por lo que satisface dicha ecuacién. Pero para =7 la

funcion K(t, 7, A1) deja de ser solucién de la ecuacién L (X)= AX.

05.3. La funcion u=u(t,1):

A continuacion vamos a obtener una funcién que verifique el problema de contorno
no-homogéneo con autovalores. Lo haremos por modificacion de la funcidon que

definimos a continuacion.

Teorema:
La funcién u=u(t, A)definida por

ut, A)= f kt,z,2)f(z).dz

a

13
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Es de clase C"(ue C") y verifica la ecuaciéon diferencial no homogenea con

autovalores.
Demostracion:

Veamos que se verifica que L[u]= Au+ f(X), donde es
L,[u]=pu" +p U™ +...+ p, U+ pu
De las propiedades basicas vistas antes para la funcién auxiliar k(t, 7, 1) se tiene:

Ut A)=k(t—0,t, 1)+ f K\t z,2). f(z).dr = f K\t z,A).f(r).dr

a a

Ut A)=K'(t—0,t 1)+ f K'(t, 7, 2).f(7).dr = f K'(t, 7, A). f(z).dr

a a

U’H)(t, )= kH)(t—O, tLA)+ j- k’H)(t, ,A).f(7).dr= j k”’”(t, 7,A).f(7).dr
Veamos ahora la derivada n-sima, para lo cual aplicamos la definicién formal:

Ut AL - U (G A)

U"(t, A)=lim
At—0 At
~ lim _tTtk’”)(HAt D). de= | k(b 7,2 F(e).dr |=
—A}E%E—a , T, 7).dr J , 7, 7).d7|=
. 1 _tTt 1) 1)
:BE(I)E_ ) K™ (t+ At 7, ) f(7).dr— J K™ (t+At 7, A)f(7).d7 |+

+limi“ K™V (t+At 7,A)f(r).dr— | K™(t,7,2) f(r).dz'}z

A0 At

L 1 At ) ") B
_BE(IJE'!AK (t+AtLz, ) f(7).dr+ | K'(t, r,A)f(7).dr=

= k’H)(t+ 0,t%, A) F(t*)+ j k”)(t, ,A).f(r).dr, tFe [t,t+At]
En definitiva, teniendo en cuenta la propiedad b) del apartado anterior:

u(tA)= ! f(t)+ j K" (t,t,A).f(7).dr
0 a
Sustituyendo las derivadas sucesivas en la ecuacion diferencial:

L,[u] = pu” +pu"™" +...4 p, U+ pu= p{ f) + j K" (t, 7, 2). f(7). dr}

0 a

+p, j K"Vt t,A).f(r).dr+...+p,, _f K'(t,z,A).f(7).dr+p, j k(t,z,A).f(r).dr =

= f()+p, j K"t 7,A).f(r).dr+p, j- K™Vt 7, ). f(r).dr+...+p,, J' K'(t,z,A).f(7).dr+

p, f k(t,7,2). f(7).d7 = f(t)+ f[ PR (L, A) 4ot Py K (7, A)+ okt 7, )| F(2). d =

a a

14
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= f(t)+ j L kt,7,2)f(z).dr = f(t)+ f Ak(t, 7, A) F(z).dr = f(t)+ ,ﬁ kt, 7, 1) f(z).dr =

a a a

=f(t)+Au
ya que la funcién auxiliar k(t,7,1) es soluciéon del sistema homogéneo, por ser
combinacién lineal de soluciones. Esto es, L k(t,7,4)=Ak(t,7,1).

La funcién u=u(t, 1) verifica la ecuacién de autovalores completa. Sin embargo no
satisface en general las condiciones de contorno U[y] =0. En lo que sigue vamos a
modificar la funcién para que también verifique las condiciones de contorno.

05.4. Modificacion de la funcién u=u(t,1). La funcién de Green:

Sea la funcion

n
G(t, 7, ) =k(t, 7, 1)+ Y C,p,(t, A)
j=
donde elegimos las constantes o (j=1,...,n) de manera que para cada 7 fijo de

(a,b), G como funcién de la variable t satisface las condiciones de contorno
U[y]=0, es decir, UG=0.0 sea:

UG=Uk(t 7, 1)+ cp,(t )=0 (k=1,...,n)
j=l
y puesto que U,k puede extenderse hasta ser continua para a< r <, se tiene:

D cUt )=-Uktr,4) (k=1,..,n) [1]
j=1
donde el segundo miembro es continuo en (T,/l) para a<7<by todo A es una

funcion entera de A para un 7 fijo. Puesto que el determinante A es una funcion
entera de A con ceros para los autovalores del problema de contorno homogeneo

[2]
Uly]=0

se sigue que si A no es idénticamente nulo, el sistema [1] determina las
constantes ¢; (j=1,...,n1) como funciones de (7, 1) continuas para 7 sobre [&,b] y

para todo A excepto para los autovalores de [2].

Para un 7 fijo, las funciones ¢; (j=1,...,n) son funciones meromorfas de A. En
definitiva, G esta determinada, exceptuando para los autovalores de [2].

15
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Al ser u(t,A)= jk(t, 7,A)f(r).druna solucién de L, [y]=Ay+f, es obvio que la

a

funcién u(t, 1)= j] G(t,7,A)f(7).d7r es una solucion, excepto para los autovalores de
a
[2]. En definitiva, se puede establecer lo siguiente:
Si al menos para un valor de A el problema de contorno con autovalores (2) no
tiene solucién excepto la trivial, entonces existe una unica funcién G(t,7,1)
definida para (f,7) en el cuadrado a<t<b a<r<hby para todo complejo A
excepto para los autovalores de [2] con las siguientes propiedades:
a) Las derivadas parciales
k
G
oG k=011,..,n-2

ot
existen y son continuas en (f,7,1) para (t,7) en el cuadrado a<t<h a<r<by A
no es autovalor de [2]. Para (f,7)fijos aquellas funciones son todas funciones

meromorfas de A.

b) Se verifica que
n—1 n-1

0
G(r+0,7,1)—
atn—l (T 1 ) atn—l

c¢) Como funcién de t, G satisface L [y] =Ay,sit#r.

G(T_Oa 7, ﬂ’) = l/pO(T)

d) Como funcién de t, G satisface las condiciones de contorno U[y]=0 para
asr<b.

e) La funcién definida por u(t, 1) = jl G(t,7,A)f(7).d7 es solucién del problema
de contorno

L[y]=Ay+f
Uly]=0

La funcion G es llamada Funcion de Green para el sistema
L.[y]=4y
Uly]=0

05.5. Ejemplos elementales de aplicaciéon de la funcion de Green:

a) Sea la ecuacion diferencial p(x).y"+q(X).y+r(x)= f(x), donde son p(x)=1,
q(x)=0, r(x)=0, f(x)=1, y con condiciones de contorno y(0)=0, y1)=0. O
sea:

y'(x)=1
¥(0)=0, y(1)=0

El problema homogéneo seria:

16
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y'()=0
¥0)=0, y1)=0

Consideremos dos soluciones no triviales, @,(X), »,(X), del problema
homogéneo que cumplan las condiciones de contorno. Sean, por ejemplo:

¢1(X):X
¢2(X):X_1
¢, (X)  9,(X) X x-1
w 1\A)s &, = = =
[ £:9] ‘mx) o0 | |1
Funcién de Green:
G 1) =———p(D)y(x), 0<r<x

p(xX).W[o, ¢, ]
G(x,7)

1
= (X).0,(7), x<7<1
p(x).W[%%]co(X)co(f) X<t

Solucion que verifica las condiciones de contorno:

WX)= J‘ G(x,7).f(7r).dr= j( G(x,7).f(r).dr+ j G(x,7).f(r).dr=

:If.(X—l).l.dr+JX.(T—I).I.dT:(X—l)Irdr+x}‘(r—1).dr:
I SR S X
=(x 1).7+x( 5 2+x)_2(x X)

Solucién : %(xz—x)

Que obviamente verifica el problema, ya que y"(x)=1, 0)=y1)=0

b) Sea la ecuacion diferencial p(X).y"+q(x).y+r(x)= f(x), donde son p(x)=1,
q(x)=0, r(x)=0, f(X)=x, y con condiciones de contorno y(0)=0, y(1)=0. O

sea:
{ y'(0=x
0)=0, y1)=0
El problema homogéneo seria:
y'(x)=0
¥0)=0, y1)=0

Consideremos dos soluciones no triviales, ¢ (X), »,(X), del problema
homogéneo que cumplan las condiciones de contorno. Sean, por ejemplo:
(01()(): X
¢2(X):X_1

17
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P 0.0 |
20 9,

X x-1
1 1

W[ (x), 9,(X)] =

Funcion de Green:

Gx7)=— |
p(xX).W[o,, ¢, ]
1

) p(xX).W[o,, 0, ]

@, (7).90,(x), 0<7<x

G(x 1) @, (X).0,(7), X<7r<l

Solucion que verifica las condiciones de contorno:

WX)= j. G(x,7).f(7r).dr= I G(x,7).f(r).dr+ j G(x,7).f(7).dr=

0 0

=IZ'.(X—l).T.dT+jX(T—l).T.dTZ(X—l)_TTsz-l-Xj-(Tz—T).dT:
X X x“xx” 1 0
:(x—l).?—g—?+?:g[x3—xJ

Solucién : %()?—X)

X

Que obviamente verifica el problema, ya que y"(x)=Xx, (0)=y1)=0
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