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Operadores funcionales. Invariancia.

01. El Espacio vectorial de las funciones definidas desde un espacio
euclidiano:

01.1. El espacio vectorial euclidiano. Operadores en el espacio.

Un espacio vectorial euclidiano es un grupo aditivo (V,+) que se denomina grupo de
los vectores, y un cuerpo (K,+,.), que se llama cuerpo de los escalares, tal que V es
conmutativo y existe una ley externa “.” de kxV en V (escalares por vectores), tal
que:

Vx,ye€V,Va€k,a(x+y)=ax+a.y
VxeV,Va,bEk,(a+b).x=ax+b.x
VxeV,¥Va,bEk,(a.b).x=a.(b.x)
ANek/lx=x,VxEV

y en el que existe un producto interior de VXV en k tal que para dos vectores dados

n

de V, x=(x,....x,),y=(y,...,y,) se verifica que x.y=2xl.yl.ek , donde los
i=1

elementos x,,...,X, y ¥,...,y, son escalares que se denominan componentes de los

vectores x y y, respectivamente. Tal producto interior se denomina producto
escalar en el espacio euclidiano, y la raiz cuadrada positiva del producto escalar de
un vector por si mismo se llama norma o maédulo del vector.

Producto interior:

Vx,yEV, x.y= Ex,.yl. Ek/x=(x,0sX,), V=Vseesy,)

i=1

Norma o moddulo:

|x| =mod(x) = +\/E =+ /ixf [x=(X,....X,)
i=1

Representaremos en adelante por (E ,+,.;k) a un espacio vectorial cuyo cuerpo de

n

escalares es k y donde n es el nimero de componentes de los vectores, o
dimension del espacio.

Un operador en el espacio euclidiano es una aplicacién T del espacio en si mismo,
de modo que a cada vector le corresponde otro vector del espacio:

T E, —FE,
o sea,
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VxEE x—>x'EE,

n’

0 bien, podemos escribir
VxEE tx=x'EE,

Esto quiere decir, usando la notacion de las componentes del vector, que para cada
operador existe una matriz de escalares cuadrada de orden n, que llamaremos
matriz A asociada al operador, tal que

VxE€E, , x=(x,..x,)ATx=x'—>| ™ " 7 =

Por lo que también podemos representar la igualdad Tx=x' por la expresion
Ax=1x',donde es A la matriz asociada al operador 7.

Llamaremos 7, al conjunto de los operadores definidos sobre el espacio euclidiano
E , y A al conjunto de sus matrices asociadas.

n

01.2. El espacio de las funciones definidas desde el espacio euclidiano.
Operadores.
Si consideramos las funciones definidas desde el espacio euclidiano real (E ,+,.;R)

en un conjunto cualquiera M, ¢ :E, — M, es inmediato que el conjunto de todas

ellas
D, ={(p/(p:En %M}
tiene estructura de espacio vectorial sobre R, pues
Vo,p, €, ,Va,FERVXEE , ap,(x)EMAL.p,(X) EM —

—=a.p(x)+pe,(x)EM = ag + L., ED,

Llamaremos al espacio (<I>M,+,.;R) espacio vectorial de las funciones definidas

desde el espacio vectorial euclidiano real (E,,+,.;R) en el espacio de objetos M.

También sobre el espacio (®,,,+,.;R) podemos definir operadores y:®, =@, , y
lamaremos O al conjunto de todos estos operadores:
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o={yly:®,—o,}

En lo que sigue se pretende relacionar los operadores T del espacio euclidiano real
(E,,+,.;R) con los operadores y del espacio (<I>M,+,.;R) de las funciones definidas

desde E, en M.

02. Los operadores O, :

02.1. Definicion.
Consideremos un operador 7 cualquiera en (E ,+,.;R):

VteT,t:E, —E,

es decir
VteT, VXxEE txEE,

Si es @,, el espacio de las funciones de origen en E, e imagen en M, se define el
operador O, como un operador O, : ®, — ®,, tal que

Vped, VXEE ,O.p(tx)=p(x)EM

En definitiva, el operador O, queda definido por la condicién de que la imagen de
XE€E, por @ coincida con la imagen de Tx € E, por O, . Graficamente:

X
P

T o(x)= 0@(™)

(073

™
Diremos, por consiguiente, que el operador O, estd asociado al operador 7.

Si llamamos U =0,¢ se cumplird que U(tx)=@(x) y si llamamos z=7x se
tendra:
U(z) = @(x) o bien U(z)=@(t7'7), lo cual nos permite expresar U(x)=q(t 'x). Es
decir:

0,9(x)= (%)

02.2. Estructura.
Teorema: Los operadores O, son lineales, es decir:

DVped, ,VaER,O,09=00,¢
)V, €P,,0.(p,+¢,)=0,¢,+0,¢,
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Demostracion:
1) Vpe@, VaERNVXEE,, 0,ap(x)=ap(t 'x) = a0,p(x) = 0,a¢ = ¢0,¢
2) Vo0, ED, VX EE,, 0.(¢,+@,)(x)= (¢, +@,)(T"'x) =

= @1(7_1)‘) + @, (T_lx) =0,¢0,(x)+0,9,(x) = O, (¢,+¢,)=0,¢,+0,¢,

Teorema: Sison O,,0, €0 los operadores asociados a 7,,7, €T, se verifica que
07271 = 072 071

Demostr.:

De ser

0,9t x)=@(x), O, ¢(1,x)=¢(x), O, ¢(T,7,x)=p(x)
llamando O, ¢ =@,, T\ x=1x;:

Orz(pl (sz]) =@ (xl) g OTZOT](P(Tlex) = OT](P(TIX) = (P(x) g
— OrZOquy(rzrlx) = OTzrlqa(rzr,x) =qp(x)— 0rzrl =0_0

L7

Teorema: Si los operadores T €7, forman grupo multiplicativo también forman

grupo multiplicativo los operadores O, € O asociados.
Demostracion:

a) La multiplicacion es ley interna:

vo,,0,€0, 0,0,=0,, €0

b) Tiene la propiedad asociativa:
VO,,OM,OU €0, 0,.(0”.0,) = OT.OMU = O‘r(yv) =
= O(W = OW.OU = (Or.Oﬂ).Ov

c) Existe elemento neutro:

Sea 1€ 7T, el operador neutro del grupo de los operadores 7 €T, :
YO, €0, 0,0 =0, =0, — Oneutro

d) Todo elemento tiene simétrico:

Sea TET, At €T, el operador simétricode TET, =1 '.T=1
0,.0_,=0__,=0,—0_,simetrico de O,
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03.Acerca de la invariancia de las funciones ¢ € ®,, definidas desde el
espacio euclidiano respecto a los operadores 7€7,y O, €0:

a) Invariancia con respecto a los operadores 7 €7, del espacio E, euclidiano.
Una funcién @ € ®,, se dice invariante respecto al operador v €T, sii
p(tx)=@(x),VXEE,
@ € ®,, es invariante respecto al grupo 7, sii
VteT, p(tx)=px),VxEE,

Ejemplo:
Sea ¢:E,—R tal que VxEE, ¢(x)=|x|ER y sea T €T, un operador unitario,

esto es, un operador rotacién en el espacio E, . Se tiene que [zx|=|x

, por lo que:
VxEE, ¢p(tx)= |rx| = |x| =@(x)ER

b) Invariancia con respecto a los operadores O, €0 del espacio ®, de las
funciones:

Una funcién @ € ®,, se dice invariante respecto al operador O, € O sii
O0,9p(x)=¢(x),VXEE,
Obviamente respecto al operador O, toda funcion es invariante.

El problema de determinar las funciones invariantes respecto al operador O, €0
se reduce al célculo de las funciones propias para el autovalor A=1:

0,9(x) = Ap(x) = g(x) > A =1

c) Teorema de equivalencia:
La funcion ¢ €®,, es invariante respecto a un operador TET, si y solo si es

invariante respecto al operador O, €0 .

Demostracion:

a)Si pED,, esinvar. respectoa TET,

TET, > VxEE , p(tx)=p(x)A0,¢(tx) = @p(x) —

—= 0,9(tx)=@(tx) = 0,p(x)=@(x) > ¢ €EP,, esinvar.respectoa O, €0
b) Si ¢ E®,, es invar. respecto a O, €0

0,E0—>YxEE,, O0.¢(x)=p(x)r0,¢(tx)=@(x)—

= 0,¢(tx)=0,¢(x) = @(tx)=@(x) > ¢ €P,, esinvar.respectoa T ET,



