Una demostracion analitica de la irracionalidad del
namero «

Los griegos descubrieron que el niumero pi () no se podria calcular nunca como el
cociente de dos numeros enteros. Descubrieron, por tanto, que no era un 'nimero
racional'. Y este hecho les parecié asombroso y digno de guardarse en secreto.

Hoy dia puede hacerse la demostracién de la irracionalidad del nimero = de
diferentes maneras. Exponemos aqui una demostracion basada en la prueba que
hace el profesor Michael Spivak en su obra “Calculus”. Es una demostracién
mediante una reduccién al absurdo, esto es, suponiendo en principio que © es un
numero racional llegariamos a una contradiccion légica.

Es suficiente demostrar que =° es irracional para que podamos afirmar la

irracionalidad de =, puesto que si = fuera racional también lo seria =%. Para

desarrollar la demostracion por reduccion al absurdo (Teorema 3) necesitamos
probar dos teoremas auxiliares previos (Teorema 1 y Teorema 2) que se refieren a
las funciones que intervienen en dicho teorema. Los procesos de prueba son muy
sencillos.

Teorema 1:

x"(1-x)"

Dadas las funciones f, (x) = , Vne N, se verifica que:

a) 0<fn(x)<i', O0<x<l
n.

by fP ez, fPeZ VkeN
Demostracion:

x".(1-x)" - 1 por
'I

a) Sio<x<I=0<x(l1-x)<1=>0<x".(1-x)"<1=0< '
n: n:

tanto:

0<fn(x)<i', VneN, si 0<x<l
n!

b) Como es x"(1—x)" un polinomio de coeficientes enteros cuya mayor
potencia es x*" y el menor de los exponentes es n, se tiene que existen
numeros enteros ¢, , ¢ c,, tales que

2n

x"(1-x)" = ch x*
k=n
y por tanto se puede expresar

1 2n ‘
fn('x) _E;ck'x

SRR

sus derivadas serian:



f,,k)(x):O, si k<n v k>2n

en los restantes casos:

1 .
17 (x) :—'[n!.cn + gon(x)], siendo ¢,(x) suma de términos en x
n!

1
£ (x) :5[(11 +Dlc,,, +¢,.,(x)], siendo @, (x)suma de términos en x

p 1
1700 = [@me,]
por lo cual, para x=0:

[P0 =c,
[0 = (n+1)c,,

£7(0) = &’:)!cn =2n.2n-1)...(n+1).c,,
n!

o sea, las derivadas en el origen, de cualquier orden, son nimeros enteros.
VkeN, fP0)ez

Por otra parte, de ser f, (x)= f, (1—x), al derivar se tiene:

1) =D A-x)

y, por consiguiente, es £ (1) = (=1)".£"(0) numero entero. Asi, pues:
VkeN, fP(heZz

En definitiva:

VkeN, fP(0) ez vy VkeN, fP(heZz

Teorema 2:

Ve>0, YaeR fijo, In'ye N/Vn>n'y, a—'<€
n!

Demostracion:



Bastara elegir un n, > 2a. Se tiene que

ny+1 n

a a°

n

a a’

1
(n,+1)! ny+1 n! 2 n,!

a
n, +1

1
(puesto que n,>2a=>n,+1>2a=—>

asimismo sumando a ng un 2, 3, ...,k, seria:

ny+2 ny

a 11a a"t 1 a™
<o e ———<—.
(e +2)! 22 n" " (g k) 2F )

ny

1
para un k tan grande que 2 >—.2

se cumple que:

& ny!
an0+k 1 ano 1 ano
— < < PRt =&
(ny+k)! 2% ny!  a™ ny

eny!

n

osea, paraun n>n',=n,+k es <g, Ve>0 que es lo que se queria probar.

n!

Teorema 3:

n

n -k
Consideremos las funciones de la forma G, (x) = p"Z(ﬂz) (=D .1 (x), para

k=0

cada peZ+, donde las f,(x) son las funciones del Teorema 1. Si el niumero =°

fuera racional se tendria que da,be Z* /7n*> =a/b, verificindose:
a) G,(0)eZz, G,(H)eZ
b) G,(x)+7>.G(x)=7x".a".f,(x)
2 n

c) Si es H(x) =G, (x).senm — .G, (x).cos ox , entonces H'(x) = r’a" f, (x).senmx
1

d)Sies I, = JH'(x).dx se cumple que [, = ﬂ.[G(l)—G(O)]e VA
0

e) O0</n<l

Demostracion:

n

2) G,(0)=b"Y 2 ) 200 =Y b (<)) 2 (x)

k=0
si x=0: G,(0)=)_b"a"*(-1)* £(0) € Z por ser una suma de productos de
k=0
ndmeros enteros.
six=1: G,(1)= Y b*a"*(-1)" /}"(1) e Z por ser una suma de productos de

k=0
numeros enteros.



b) Veamos las dos primeras derivadas de esta funcion:
Gl; (x) — bnzﬂ_Zn—Zk(_l)k fn2k+l) (x)
k=0

G,; (x) — bn Z 7z_2n—2k (_l)k f;l2k+2) (.X)
k=0

desarrollando:
G,(x)=b"|7" £,(x) = 2" 2 £ () + 22" £ () = (<) £20 ()]
Gl(x)=b"|7" £ ()= 22 £ () + 2 L0 () = (1) £ ()]
La suma 7°G,(x)+G,(x) resulta, cancelando términos:
G, (x)+G,(x)=b"7" £, (x)= 2’0" ()" £, (x) = ﬂzb"[%jnfn (x)=r’a"f,(x)
c) La funcién H(x) = G,(x).senmx — .G, (x).cosmx tiene por derivada a la
funcion:

H'(x) = G, (x).senm — 7.G, (x).cos x — 7.G, (x).cos mx + .G, .sen o =

= [Gb (x)+7°G, (x)]senﬂx =n’.a"f, (x).senm
1
d) Laintegral /, :J‘H'(x).dx es:
0

I = JI-H'(x).dx = H(l)- H(0) =

= I;zza"fn (x).senmx.dx =G, (1).senr — .G, (1).cos = — G, (0).sen0 + .G, (0).cos 0 =
0

=7[G,(1)-G,(0)]e Z

1
En definitiva, I, = jﬂza”fn (x).senmx.dx € Z
0

1
e) Se tiene, por el teorema 1_a), O<fn(x)<—', si 0<x<1,
n!
Asimismo es 0 <senmx <1, O0<x<l

o 1 .
Por consiguiente, es 0< f, (x),senmx < — S 0<x<l
n!

n

. a .
También, es 0< z2.a".f (x)senmx < w* —, si 0<x<l
n n' >



Integrando los dos miembros de la desigualdad:

n

1 1 n
a a
0< J-ﬂza”fn (x).senmx.dx < Iﬂz —'.dx =7’ —
n! n!
0 0

Por el teorema 2:

1 n
a
0< Jﬂza”ﬁ(x).senm.dx =1 <’ — < r’e
n!
0

Osea, 0<I <r’c

En particular, para g:%zz : 0<1, <1

Corolario:

, . . . . a
El niumero & es irracional, es decir, no existen dos enteros a, b tales que ==

En efecto, las afirmaciones d) y e) del teorema 3 son una contradiccion, pues el
numero entero I, no puede encontrarse nunca entre el cero y el uno, ya que ambos

. a
son enteros consecutivos. Luego es falso que 7’ :Z para dos enteros a y b. Esto

es, el numero m no es un nimero racional.
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