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LA MULTILINEALIDAD Y EL DETERMINANTE

O1l1.Linealidad

01.1. Introduccion a la linealidad
Consideremos dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K conmutativo,

V:K)y (W;K).

Si f es una aplicacion definida del primero en el segundo, f:V — W, decimos que
es lineal si se verifica, Vx,yelV,VieK :

fx+y)=fx)+ ()
S (Ax) =2 (x)
Ejemplos:
- Lafuncién f:R — R definida por Vxe R, f(x)=3x € R, es lineal:

f(x+y)=3(x+y) )
S+ f(y)=3x+3y }—>f(x+y)_f(x)+f(y)

S (5%) =3(5x)
= f(5%)=5/(x)
5.f(x)=53x
- La funciéon real f: R — R de una variable real definida por

VxeR, f(x)=x>+1€R no es lineal, pues:

fx+y)=(x+y)+1
f(x)+f(y)=x2+1+y2+1}_)f(x+y)¢f(x)+f(y)

F(2x)=(2x)* +1=4x> +1

Zf(x)zz(xz+1):2x2+2}_)f(2x)¢2f(x)

Consideremos ahora tres espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K
conmutativo, (VI;K), (VZ;K)y (W;K).

Si f es una aplicacion definida del producto cartesiano de los dos primeros en el
altimo, f:VxV, > W , decimos que es bilineal si, Vx, eV,,Vx,elV,,VieK, se
verifica que:
Spx+20) = f(x0, )+ f(x,%,),
Sy +x7,x) = f0,x5)+ f(x],x,),
S (Ax,x,) = Af (x,,x,),
S (x,4x) = Af (x,,x,)

: .2 1 2
siendo, x;,x; €V, x,,x; €V,
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Podemos generalizar la linealidad a un total de n+/ espacios vectoriales, de la
siguiente manera:
Consideremos un conjunto de n+/ espacios vectoriales, V,,...,V, ,W,sobre un mismo
cuerpo conmutativo K, y una aplicaciéon f definida desde el conjunto producto de
los n primeros espacios en el Ultimo:

fiVx.xV, —-w

Se dice que f es una aplicacién n-lineal si se verifica que Vx,.x, €V, ie [1,n]
L erir Xy + X000 X)) = (X erer Xy X, )+ f (X ey Xy X))
SO AX ey X)) = A (X ey X 5eens X,

El conjunto de todas las aplicaciones n-lineales definidas desde V,,....,V, en W se

, VAeK

representa por Ln(Vl,.. V 'W)o bien, cuando no se origine confusion, L, .

5V no

01.2. Estructura algebraica
Tal conjunto puede estructurarse como un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo
conmutativo K.
Teorema: El conjunto Ln de las aplicaciones multilineales de n espacios vectoriales,
V.,i=1,..,n, en el espacio W dotado de las operaciones suma y producto por un

elemento de K:

Suma:
Vi, geL,,(f +g)X) = f(&)+g(X), VX = (x,,...,X,) € V;x..xV,
Producto por un escalar:
VielL VaeKk, (af)()?) =of (X), VX = (x,,...,x,) € Vix..xV,

es un espacio vectorial sobre K.
Demostracién:

- Se verifica que (Ln,-l-) es un grupo conmutativo, pues la suma cumple:
Es operacidén interna: Vf,gelL ,f+gel,
Es conmutativa: Vf,gel ,f+g=g+f
Es asociativa: Vf,g,hel ,(f+g)+h=g+(f+h)
Existe elemento neutro: 38eL /VfelL ,($+f)=(f+FH=f
Elemento simétrico: Vf e L ,3(—f)e L, (f+(=f)=((-f)+/f)=9

- Se verifican también las propiedades del producto de un escalar del cuerpo
K por una aplicacién que dotan al grupo de estructura de espacio vectorial
sobre K:

Distributividad mixta: Va,fe K,Vf el (a+p)f =af + ff
Distributividad mixta: Va e K,Vf,geL ,a(f+g)=0of +ag
Asociatividad: Va,BeK,Vf el ,(af)f =a(ff)

Elemento unidad: J1e K/1f = f,VfelL,

Estas propiedades se comprueban de inmediato. Veamos solamente alguna de ellas
a fin de no alargar demasiado esta exposicion:

- Probemos, por ejemplo, que Vf,gelL, , f+gel,:
(f+ @)X pees X X700 X)) = [ (X X+ X ey X))+ G(X s X} X7 s X,) =
1 1 n 1 1 n 1 1 n
= (X ey Xy X)) F L (X erer X geris X))+ QX yerer X yern X, )+ (X yern X, ey X, ) =

= (f+g)(xl,...,xl.l,...,xn)+(f+g)(xl,...,xi2,...,xn) —> f+gel,
- Veamos también que Va e K,Vf el , aof €L,:



LA MULTILINEALIDAD Y EL DETERMINANTE Carlos S. CHINEA

(& NXperos A6, eer X)) = L (s A en X)) | = @[ A (s X0 X)) | =
= () [ (X|sees X; o0y X)) = (AQ) [ (X ey Xy ooy X, ) = A )Xoy X s X)) D> Of €L,

Obviamente, si el cuerpo K no fuera conmutativo, estas condiciones no se
cumplirian.

01.3. Propiedades elementales
Son inmediatas las dos propiedades siguientes:

a) Vel VA eK,Vx eV, i=1.n, f(Ax,..4x)=A..4, f(x,..x,)
Ejemplo:

3
f(3.x1,(1/5).x2,x3):gf(xl,x2x3), para f € L,(RxRxR;R)

b) Sea B, = {uﬂ,...,um} una base del espacio vectorial (Vi;K), es decir, Vx, €V, es

i
X, = Zayulj . Se tiene entonces que:
j=1

S (xenx,) = Zalj] ...anjnf(uljI ---“nj,,)
estando extendido el sumatorio a todas las n-plas (jl,...,jn) tales que j, € (1,...,73.)
Ejemplo:
Consideremos f € L,(V,xV,;W), con {un,ulz} base de (VI;K) y {uy,,1y,,u,,} base de

2 3

(Vz;K)- Sies x, = Zaljulj =apUy T aplyy X, = Za2ju2j = Ay Uy + Ayylly, + Ayslhyy, S€
= =

tiene:

S(x,x,) = f(al Uy Al Ay Uy, + Gyl + A3l ) = ay,a,, f (1)) + @y, [ (0, u) +
= ay Aoy | (U5 U3) + A @ [ (U5 1y)) + QG [ (U, 10)) + A, a0 [ (U, Uy,) =
= Zaljla2jzf(ulj/7u2jz)l con j, € {192} Y /» € {19233}

02. Aplicaciones multilineales sobre V"
Si consideramos en lo anterior que los espacios vectoriales V,i=1,..,n son el
mismo espacio vectorial, es decir, V,=...=V =V, se puede definir la aplicacion

multilineal sobre V" con las mismas propiedades que ya hemos visto antes.

02.1. Definicién
Dados dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativo K,

(V;K)y(W;K), se define la aplicacion multilineal sobre V" como una aplicacidon
multilineal f € L, (Vx..xV;W). O sea:

f V" > W es multilineal sii V(x,,...,x,)eV",VieK,Vje {1,...,n},

f(xl,...,x} +xf,...,xn) :f(xl,...,x},...,xn)+f(x1,...,sz.,...,xn)
f(xl,...,/ixj,...,xn)zlf(xl,...,xj,...,xn)

02.2. Simétricas, antisimétricas, alternadas
Podemos clasificar las aplicaciones multilineales atendiendo a las permutaciones de
los n vectores que figuran en el original de la aplicacién. Repasemos, pues, antes
de establecer la clasificacion, la idea de permutacién de n elementos.
- Permutaciones:
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Consideremos una secuencia de n vectores y el grupo Sn de las permutaciones de
los n subindices / 2 ... n. Llamaremos permutacién principal a la que corresponde al

orden natural: / 2 ... n. Las restantes permutaciones se obtienen invirtiendo el
orden de dos o mas de los subindices.

Dos elementos de una permutacion se dice que constituyen una inversion, o que
estdn en inversidn, si aparecen en orden distinto del orden que tienen en la
permutacion principal.

El nimero de inversiones de una permutaciéon p € S,, que representamos por i(p),

se denomina indice de la permutacidon. Se define la signatura o(p)de una
permutacion como el resultado de elevar -1 al indice:

o(p)= (1"
Una trasposicion es una permutacion que intercambia dos de los indices dejando
fijos los restantes. Toda permutacion t; puede expresarse, aunque no de manera

Unica, como un producto de trasposiciones: Vp e S ,3t,,....t trasposic/ p =t,..1,

0
Ejemplo:
Las permutaciones de los vectores x,x,x,son las seis siguientes:
XX X35 Xy X3 X 5 Xy Xy X35 Xy X3 Xy X3 X1 X X3 X Xy
Permutacion principal: x,x,x,
Inversiones y signatura de cada una de las seis permutaciones:
X,X,X, . inversiones: ninguna. i(x,x,x;) = 0,0(x,x,x,) = (-1)’ =1
X,X,X, : inversiones: una (x,x, ). i(xxx,) =1,0(xxx,)=(-1)' =-1
X,X,X, : inversiones: una (x,x,). i(x,xx;)=10(xxx,)=(-1)' =-1
X,X,X, : inversiones: dos (Xx,x,, X,X, ). i(x,%,%,) =2,0(x,xx,) =(-1)* =1
X, XX, : inversiones: dos (X,x,, XX, ). i(xx,%,) =2,0(5xx,) =(=1)* =1
X,X,x, : inversiones: tres (X,X,, X,X, , X,%, ). i(xx,x,) =3,0(xx,x,) =(-1)’ =—1
- Simétricas:

Una aplicacidon n-lineal en un espacio V es simétrica sii la imagen de n vectores
cualesquiera no varia al permutar su orden:

f V" > W simétrica
> fel V' W)A (‘v’p € Sn,f(xp(l)xp(z)...xp(n))= f(xlxz...xn)

Llamaremos S, (V";W) al conjunto de las aplicaciones n-lineales simétricas, que es,
obviamente, una parte del conjunto de todas las aplicaciones n-lineales L (V";W):
S,(VwWyc L, (VW)

S (V";W) es subespacio vectorial de L (V";W) ya queVf,geS (V';W),VieK

se verifica que f—geS,(V";W),Af €S,(V";W). Efectivamente:

VpesS, V(x,.,x,)eV", (f - )X 1y5eer X ) = f(xp(l),...,xp(n)) = &(X,1ys s X ) =
= f(x,e0x,) = (x50 x,)) = (f —2)(Xp5ee0sx,) > f—g €S VW)

Vp €S, , V(X500 x,) €V (Y NX 1y5005 X ) = AU (X 1y 50005 X)) = A (X500, X,) =

= (A )(Xpseesx,) > A €S (VW)
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- Antisimétricas:
Una aplicacidon n-lineal en un espacio V es antisimétrica sii la imagen de n vectores
cualesquiera varia de signo al permutar su orden si el nimero de inversiones es
impar o bien no varia si el nimero de inversiones es par:

f V" — W antisimétrica

> fel (V"W)A (‘v’p € Sn,f(xp(l)xp(z)...xp(n)): O'(p)f(xlxz...xn))

Llamaremos 7, (V";W)al conjunto de las aplicaciones n-lineales antisimétricas, que

es, claro, una parte del conjunto de todas las aplicaciones n-lineales L, (V";WW):
T, W) L")

T (V";W) es subespacio vectorial de L (V";W) ya que Vf,geT (V';W),VAeK se

verifica que f—geT (V';W),Af €T (V";W). Efectivamente:

VpeS, V(X0 X,) €V, (f =&)X ,0y55 X i) = S (X p1ys0s X)) = (X py5es X ) =

=o(p)f(x,....x,)—0(p)g(X),....x,) = (P)f — &) Xseex,) > f—geT (V" W)

Vp €S, , V(X0 x,) €V (Y NX 1y5005 X)) = AU (X 1y 5005 X)) = AT (P) [ (Xyen0s%, ) =

=o(P) A (x,....,x,) = () A )(X)seo0sx,)) > AL €T (V" W)

- Alternadas:
Una aplicacion n-lineal en un espacio V es alternada si la imagen de n vectores es
el vector cero del espacio imagen, cuando se repite alguno de ellos:

f:V" > W alternada

> felL V" W)a (f(xlxz...xn) =0,,si3i,je{l,..n}/i# jAx, :xj)

Si llamamos A4, (V";W)al conjunto de las aplicaciones n-lineales alternadas,
veremos que se trata de un subespacio vectorial del espacio T (V";W) de las
aplicaciones n-lineales antisimétricas. Veamos, pues, que 4,(V";W)cT,(V";W)y
gue ademas es subespacio vectorial.

a) Vfed V";W),VY(x,..,x,)eV",3i,je {1,...,n}/i #jAx,=x,.Six=x,=a+b,se
tiene: 0= f(X,sX; 5005 X 5000sX,) = f (X i@ + b,ecsa + b, x,)) =

= f(X)pees @y @iy X))+ [ (X @y Dye s X))+ f(X5ees Dy X)) +

+ f(XyeeisDyecs by x, ) =0+ f(X,ee0s @y by X)) + f(X),en0s by x,)) +0 =

= f(X)pees @iy by x )+ f(X)5eesbyes e X)) =

= f(Xsees sy X)) == f(X,000sbya,,x,) > €T (VW)

Por consiguiente es 4, (V";W)c T (V";W).

b) 4,(V";W) es subespacio vectorial de T, (V";W) ya que

Vf,ge A V";W),VAeK se verificaque f—ge A V" W), Af € A,V";W).

Efectivamente:
(f = @)X seees Xy gy Xy X,) = (X geees Xiyees Xy X, ) = (X ey X gy Xppees X, ) =0+ 0=0 >

—>f-ged,V"W)
(AOX s Xy X X,) = A (X e Xy Xty X,) = A0 =0 > Af € 4, (V"; W)

Trivialmente, los conjuntos S, (V";W) y T ,(V";W) son disjuntos, esto es:
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S, (VWY W) = {0}

Teorema:
a) Silos vectores x,,...,x, € V" son linealmente dependientes, entonces

Vfed,V";W), f(x,...x,)=0

b) Si cada uno de los n vectores x,,...,x, € V" es combinacion lineal de los n

vectores {ul,...,un}, 0 sea, Si X; =Zaijui , entonces
J=l

Vf e A,(V"' W), [(X1penX,) = D (D) 1y By ] (W eeesh)

DES,
Demostracion:

a) X,....x, €V’ dependlentes—>Vze{ Zax | X5 Zau Xjseens X, | =

j¢l J#l

= Zay.(xl,...,xj,...,xn): 0, pues cada x,,...,x, aparece repetido una vez en cada
J#i
uno de los sumandos.
b) Hemos visto en 01.3 b) que toda aplicaciéon n-IineaIfse expresa por:

VfeL V";W), f(x,...x,)= Zalh nlﬂ (U st )

extendiéndose el sumatorio a todas las n-plas (jl,...,jn) tales que j, {l,...,i;.}
Si la aplicacion n-lineal f'es alternada, se anularan los términos del sumatorio
en los que u; =u; , por lo que el sumatorio se extiende solamente a las #!

permutaciones de S, :

f(xl’ X Zalp(l) np(n)f(up(l)""’up(n))= ZO'(P)a1p(1)~-~anp(n)f(”1a---,u,,)

PES, PpeSs,

02.3. Teorema fundamental
Dados dos espacios vectoriales sobre K, (V;K)y (W;K). Si es dimV =n y una
base de V es {ul,...,un}, entonces se verifica que para todo vector w e ¥ existe una
Unica aplicacién n-lineal alternada f tal que f(ul,...,un)=w.
Demostracion:
Veamos en primer lugar la unicidad de la aplicacién f, caso de que exista, para

después comprobar que existe, efectivamente, una aplicaciéon n lineal que verifica
lo expuesto y que, ademas, es alternada.

1) Veamos que caso de existir tal f e A4,(V";K)habria de ser unica, pues si
existieran f,ge A (V";W) tales que

f(ul,...,un)zg(ul,...,un)zweW
se tendria, V(x,,...,x,)eV":

Fxpennx,) = Zalp(l)...anp(n)f(up(l),...,up(n) ) = ZO'(P)a1p(1)--~anp(n)f(“1»-~-a”n)

PES, pes,
g(xl,...,xn) = Zalp(l)...anp(n)g(up(l),...,up(n))z Za(p)alp(l)...anp(n)g(ul,...,un)
PES, PES,

por lo que, al ser f(ul,...,un)= g(ul,...,un), se tiene:



LA MULTILINEALIDAD Y EL DETERMINANTE Carlos S. CHINEA

f(X)5eesx,) = g(xl,...,xn),‘v’(xl,...,xn)e V"> f=g
2) Para probar la existencia, definamos una aplicaciéon f :V" — W por la condicién
de que

V(xl,...,xn)e V",f(xl, WX Za(p)alp(l) Ay IWEW
peS,
vemos que la aplicacién f asi definida es n-lineal, es decir, que cumple que
2_a) f(xl,...,x}+xi2,...,x) f(xl, )+f(x1, WX ..,xn), pues siendo:

1 2 S 2
X, =X+, —>Z% j Zav /+Za,/ j Z(ag+ay.)4_j—>aij—ai/+aij
Jj=1

Jj=1

f(xl,...,xi,...,xn ) = ZO'(p)alp(l)...aip(i)...anp(n) w=

PES,

2
ZG(P)alpm zp(z) yp(ny T ZG(P)alpm---azp<f>-~-anp<n> w=

PeS, PeS,

2
zo-(p)alp(l) tp(l) np(n) w+ Zo-(p)alp(l) lp(l) anp(n) w=
PeS, peSs,

:f(xl,...,xil,...,xn)+ f(xl,...,xf,...,xn)
2_b) f(xl,...,ﬂx,...,x )lef(xl,...,xi,...,xn), pues siendo:

AX, —/IZaU ; Z/Ia,/ u;, se tiene:

f(xl,...,/lxi,...,xn)z zO'(p)alp(l)...ﬂalp(i)...anp(n) S (uy,esu,) =

PES,

=41 Zo*(p)alp(l)...al.p(l.)...anp(n) S@Wyyeestt,) = Af (X5 X, ey X))

PSS,
3) Si la aplicacién n-lineal f fuera alternada sabemos que entonces

f(x“ X Zo-(p)alp(l) ﬂ‘alp(t) np(n) f(ul""’un)

pEeS,
con lo que se completaria la demostracion, pues

f(xl’ X zo-(p)alp(l) /’i’alp(z) np(n) f(ul""’un)

Pess = f(Uyyeestt,) =W
f(xh X zo-(p)alp(l) ﬂ'alp(l) np(n) w

PES,
Falta, por tanto, comprobar que la aplicacidn n-lineal f asi definida, es alternada.
Para ello comprobaremos que si x; = x,,i # j, entonces f(xl,...,xl.,...,xj,...,xn) =0.
Llamemos ¢ a la trasposicién de i y j y consideremos la permutacién g = p.t.
Cuando la permutacidén p recorre el grupo simétrico S,, también q recorre S,y se
tiene que ¢q(i) = p(j), q(j) = p(i), siendo p(k)=q(k) si k #i Ak # j, cumpliéndose que
es o(p)=—0o(q). Por consiguiente, se tiene que
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o(P)ay )Gy = —0(@) 1)y SiENdO g = I

es decir:
o (P)ay 1y -y T (@A 1)@y = 0

Se tiene, considerando todas las permutaciones p del grupo simétrico S,, que en
unas esta el par (p(i),p(j)) en inversion, mientras que en otras no lo estd, y ambos
conjuntos de permutaciones son obviamente disjuntos.
El grupo S, puede dividirse por tanto en dos clases:
Sn1: permutaciones p tales que (p(i),p(j)) es inversion.
Snz: permutaciones p tales que (p(i),p(j)) no es inversion.
Es inmediato, por tanto que Vpe S, ,3g€S,,/ p=q¢t, siendo t una trasposicién de

nl»
los elementos p(i)y p(j) y tal correspondencia es biyectiva.
Se tiene, entonces, que:

ZO'(p)alp(l).../Ialp(i)...anp(n) = zO-(p)alp(l)"'Mip(i)"'anp(n) + Zo(q)alq(l)...laiq(i)...anq(n) =

PES, PES, qes,
= Z(O'(p)alp(l)...ﬂalp(i)...anp(n) + J(q)alw)...ﬂ,aiw)...anq(n))z 0
PES,

donde es¢q la permutacidn obtenida de trasponiendo cada permutacion p.
Por consiguiente:

S (Xppeenx,) = ZG(p)alp(l).../Iaip(i)...anp(n) w=0—>fe€ An(V”;W)

PES,

En definitiva, f(x,,...,x,) = zo*(p)alp(l)...ﬂaip(l.)...anp(n) Suy,..u,), Y(x,.,x,)eV"

PES,
Cumpliéndose la tesis del teorema:

Vi, ,....u, Ypase de V, NweW,3f € A,(V";W)/ f(uy,...ou,) = w

03. Las formas multilineales

Como el cuerpo conmutativo K puede ser considerado un espacio vectorial sobre si
mismo, estudiemos las aplicaciones n-lineales de V en K, siendo K el cuerpo de
definicién del espacio V.

Se denominan formas n-lineales a las aplicaciones n-lineales de V en K.
Representaremos el espacio de tales formas por L (V";K). Y puesto que la
definicion de forma n-lineal en V corresponde a un caso particular de aplicacién n-
lineal en V, son validos los resultados obtenidos en los apartados anteriores, en
particular, el Teorema Fundamental, que se enunciaria ahora de la manera
siguiente:
Dado un espacio vectorial n-dimensional sobre el cuerpo conmutativo K,
(V;K), y una base {ul,...,un} del mismo, se cumple que para todo elemento
k € K del cuerpo existe una y solamente una aplicaciéon n-lineal alternada
tal que f(u,,....u,)=k

Veamos a continuacidn que el espacio vectorial de las formas n-lineales alternadas
es unidimensional, esto es, engendrado por un Unico elemento.

Teorema: El espacio L, (V";K) de las formas n-lineales alternadas es de dimension
uno.
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Demostracioén:
Sea {ul,...,un} una base de V, y sea d € 4,(V";K) tal que d(u,,...,u,) =1, elemento

unidad del cuerpo K. Tal forma n-lineal alternada d existe y es Unica, por el
teorema fundamental.

n

n _ .

Entonces, V(x,,....x,) V", x, = E a;u;, sera
j=1

d(X;,....,x,) = ZO'(p)alp(l)...anp(n)d(ul,...,un) = Za(p)alpm...anp(n).l = Za(p)alp(l)...anp(n)

PES, PeS, PES,

Vied V";K), f(x,...x,)=( ZO'(p)alp(l)...anp(n))f(ul,...,un) =d(x;,...,x,).f (Uy,....u,)

PES,
Si llamamos A = f(u,,...,u,), que existe y es Unico por el teorema fundamental, se
tiene: f(x,....x,)=Ad(x,,...,x,)
Es decir:
Vfed (V";K),3Ae K/ f=Ad, siendod € 4, (V";K) tal que d(u,,...,u,)=1

Luego el vector d € 4,(V";K) engendra todo el espacio.

Teorema:
a)Sies fed(V"K)y {u,..,u,} una base de Vtal que f(u,.,...,u,)#0, entonces
para cualquier otra base {el,...,en} de V, es también f(e,,...,e,)#0
b) Sies fed (V";K)tal que f #0 se tiene:

b.1) Si f(e....,e,) # 0 entonces es {el,...,en} base de V.

b.2) Si f(e,...,e,) =0 entonces {el,...,en} es familia linealmente dependiente.
Demostracion:
a) Por el teorema anterior: V(x,,...,x,) V", f(x,....x,) = 4.d(x,,...,x,)

siendo
d(X,...x,) = Za(p)alp(l)...anp(n)d(ul,...,un) = Za(p)alp(l)...anp(n).l = ZO'(p)alp(l)...anp(n)

PES, PES, PES,

- Si por hipotesis es f(u,,...,u, ) # 0 se tiene que f(u,,...,u,)=Ad(u,...,u,)=1#0
y esto quiere decir que f(x,,...,x,)=A.d(x,....x,) =4 Za(p)alp(l)...anp(n) =0 [*]

PES,
- Si en otra base {e,,...,e,} fuera f(e,,....e,)=0: f(e,,....e,) = Ad(e,....e,)=A=0
queriendo esto decir que f(x,,...,x,) = A.d(x,,...,x,) =4 Za(p)alp(l)...anp(n) =0
PES,
Lo cual es contradictorio con [*], pues la imagen f(x,,...,x,)no puede tomar dos

valores diferentes en (x,,...,x,) €V"
b)

b.1) Si f(e,...,e,) # 0, los vectores {el,...,en}son linealmente independientes, pues
de no serlo, sabemos por un teorema anterior que ha de ser f(e,...,e,) =0. Luego

son linealmente independientes y su nimero n es igual a la dimensién del espacio,
lo que indica que se trata de una base del mismo.

b.2) Si fuera f(e,....,e,)=0y f #0 los vectores {el,...,en} han de ser linealmente
dependientes, pues de no serlo serian, por lo anterior, una base del espacio, y por
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el apartado a) :f(xl,...,xn)=/1.d(x1,...,xn)=/1Za(p)alp(l)...anp(n)=O, contra la

PES,
hipotesis de que f #0.

04. Determinantes
04.1. Definicion

Consideremos un cuerpo conmutativo K y el espacio vectorial n-dimensional (V;K).
Sea {u,,..,u,} una base de dicho espacio y llamemos 4,(V";K) al espacio de las
formas n-lineales alternadas de V en K.

Si es 1 el elemento unidad del cuerpo K, sabemos, por el teorema fundamental de
las aplicaciones multilineales alternadas, que existe una Unica forma multilineal

de A V";K)tal que d(u,,...,u,)=1.

Consideremos también la n-pla (xl,...,xn)e V", y las expresiones de estos vectores

n
en la base indicada; x, :Zaijuj, i=1,...,n.

Jj=1
Se llama determinante de los n vectores (xl,...,xn)e V" al elemento d(x,,...,x,), es
decir, al elemento imagen

d(X,,...x,) = ZO'(p)alp(l)...anp(n)d(ul,...,un) = Za(p)alp(l)...anp(n).l = Za(p)alp(l)...anp(n)

PES, PES, PES,
que podemos representar por

det(x,...,x,) = Z O'(p)alp(l)...anp(n)

PES,
es decir, el determinante queda definido por los escalares g, de la expresion de los

vectores x,,...,X, en la base dada, y es una suma de n! sumandos, constituido cada

sumando por los productos de n de estos escalares, de forma que colocados los
primeros indices en permutacion principal, los segundos recorran todo el grupo

simétricoS,, estando cada sumando afectado del signo que corresponde a la
signatura de la permutacién de los segundos subindices.

04.2. Ejemplos:
a) Determinante de 2 vectores:

(xnxz) er?, det(x;,x,) = Zo-(p)alp(l)GZp(Z) =o0(12)a,,a, +o(2Day,a,, =

PES,
_ i(12) i21) _ 0 1 _
=(=D""a,ay, + (=) apa, = (=1) a0y, +(=1) aa,, = a0, —a,a,
Es decir, dados los vectores
X, =anu, +ap, N X ap dp |Y
Xy = AyUy + ayl, Xy ay Ap \Uy
observamos que el determinante viene definido por los elementos de la

matriz correspondiente, por lo que se acostumbra a indicar que se trata del
determinante de la matriz de definicion de los vectores:

10
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det a, ap
S = apdy — dppdy,
a, a4y

utilizandose de forma muy general la notacidn:
ay Ap|
=dy Gy — Apdy,
ay Ay
b) Determinante de 3 vectores:
2
(x1ox2’x3)e V

det(x,,x,,x;) = Za(p)alp(l)azp(z)%p@) =0(123)a,,a,,a,; + 0(132)a,,a,,a,, +
PES;

+0(213)a,a, a5 + 0(231)aj,aya, + 0(312)aya,ay, + 0(321)ajzaya;, =

= (_l)i(123)a1lazza33 + (_l)i(132)a11a23a32 + (_l)i(213)a12a21a33 + (_l)i(zal)

(312 (321
+ (_1)1( )a13a21a32 + (_1)1( >a13a22a31 =
0 1 1 2
= (-1) ayana5; + (=) a,,a5a;, + (=1) a,a,,a5; + (1) a,a,a;, +
2 3
+(=D"aja,a, + (1) a;a,a, =

= 010y Ay3 — Ay Q303 — A1y Q33 + A1 A305, + 430,05, — Q130,05

ap,ay3a5, +

Andlogamente al caso anterior podemos considerar la expresién matricial de

los tres vectores:

Xp = apuy + apu, + a5y X ay G diy | U
Xy = Ay Uy + Aplly +Apslly —> | Xy | = Ay Ay Gyy || Uy
X3 = Ay Uy + Ayl + Agslly X3 . Ay diz \Us

Teniéndose ahora:
a, 4, 4

detl a,, ay, Gy |=a),ay05; — QG505 — Q150 Ay + Apyas, + G138y, A3y — Q305,05

. Az Ay
Notacion habitual:
a4 dy

Ay Ay Qp3| = Ay Ay Qs3 — Ay Ap30y, — A0y Ay + Q05305 + A130,,05) — Q305,05

a3 Ay ds

¢) En el caso general se tiene

ay  4p . 4y,
a a .. a

21 2 2

det = zo-(p)alp(l)"'anp(n)
PES,
anl anZ ann
O bien:

a4y a,
a, dy a,

"|= ZG(P)alpm-~-anp<n)

PES,

nn

11
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04.3. Propiedades inmediatas
Se prueban elementalmente, desde la definicion de determinante como forma
multilineal alternada, las propiedades siguientes, que son habitualmente usadas en
el ambito escolar para la comprension de los fundamentos del algebra lineal.

1. El determinante de una matriz siempre es igual al determinante de su matriz
traspuesta.

2. Si en un determinante se intercambian dos lineas paralelas, el determinante
cambia de signo.

3. Si un determinante tiene una linea nula, el determinante es nulo.
4. Si un determinante tiene iguales dos lineas paralelas, de determinante es nulo.

5. Si se multiplica una linea cualquiera de un determinante por un mismo numero,
todo el determinante queda multiplicado por dicho nimero.

6. Si dos lineas paralelas son proporcionales, el determinante es nulo.

7. La suma de los productos de los elementos de una linea por los adjuntos de una
linea paralela es cero.

8. Si todos los elementos de una cierta linea estan constituidos por dos sumandos,
el determinante de la matriz puede descomponerse en suma de dos determinantes,
de modo que en dicha linea aparezca el primer sumando en el primero de los
determinantes y el segundo sumando en el segundo determinante, permaneciendo
iguales las restantes lineas en ambos determinantes.

9. Si los elementos de una linea son combinacion lineal de lineas paralelas, el
determinante es cero.

10. Si a los elementos de una linea se le suman los elementos de otra linea paralela
multiplicados por cualquier nimero, el determinante no varia.

04.4. Una consideracion

La utilizacién de la idea de determinante es sin embargo poco utilizada en la actual
matematica, estando inmersa en una cierta controversia.

El hecho de que el concepto de determinante se presente en la actualidad con una
definicion altamente elaborada y la no siempre muy clara necesidad de su
utilizaciéon en la resolucion de los problemas fundamentales de la Matematica de
nuestro tiempo ha hecho que se levanten voces contrarias a su inclusién en la
construccion del Algebra Lineal, de lo cual es una muestra el articulo del Prof.
Sheldon Axler de 1994 titulado "iAbajo los determinantes!" (Down with
Determinants!). (Sheldon Axler es en la actualidad profesor del College of Science
and Engineering, de la Universidad del Estado de San Francisco, USA).

12
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