Transformaciones en el Espacio
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El Grupo de los Movimientos

Carlos S. Chinea

0. Introducciéon. Movimientos en el espacio E3

0.1. El espacio afin tridimensional E;
0.1. Se denomina espacio afin E asociado a un espacio vectorial V al conjunto de
los puntos de dicho espacio, esto es, a un conjunto de puntos para los que existe
una correspondencia del producto cartesiano EXE en V de modo que a cada par de
puntos de E le corresponde un vector de V, verificando las tres condiciones
siguientes:
1) Para todo vector v del espacio, y para todo punto O de E existe otro punto P
de E tal que O es el punto origen de v y P su punto extremo.
2) Si al par de puntos A, B de E le corresponde el vector nulo, entonces ambos
puntos A y B coinciden.
3) Para tres puntos dados A,B,C de E se verifica que el vector que corresponde
al par (A,B) mas el vector que corresponde al par (B,C) es igual al vector
que corresponde al par (A,C).

fExE—>V V(4,B) € ExE, 3 €V /[AB]=V

1) Vv eV,VYO€E, apeE/[5P}=v
2) [uB]=0=4=B

3) VA4,B,C € ExExE, [AB]+[BC]=[4C]

Si el espacio vectorial es tridimensional, el espacio afin asociado es el espacio
ordinario, que, dotado del producto escalar (producto interior) es lo que
denominamos espacio euclidiano ordinario. En el espacio afin ordinario se visualizan
rapidamente las propiedades que le definen:
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i i Se verifica la regla del
e Si A=B el vector asociado v patalelogramo para la

Slempre hay un extremo P
para todo origen de voctor

25 nulo suma de vectores



0.2. Movimientos en E;:

Los movimientos en el espacio afin euclidiano tridimensional vienen definidos por
transformaciones de puntos de modo que se pueden establecer correspondencias
tales que a un determinado punto le ha de corresponder un punto imagen que
verifica cierta condicidn. Veremos que el conjunto de todos los movimientos
presenta la estructura algebraica de grupo. Los movimientos mas elementales son
las simetrias (especular, axial, central), las traslaciones y los giros.

Ciertos movimientos invierten las figuras, y otros no, o bien no conservan los
angulos y otros si los conservan, etc.

02.1. Involuciones:

Se dice que un movimiento f es una involucion si al aplicarlo a un punto cualquiera
P para obtener el punto imagen P’ (f(P)=P’) y si se le aplica nuevamente a P’ para
obtener P” (f(P")=P”) la imagen resultante es el punto P inicial. O Sea, f[f(P)]=P.

Sies 7, = f(7,) la ecuacion vectorial del movimiento, debe ser

= G

= f() >7. = flrE))= e N =7,

m\l E\l

02.2. Conservacion de los angulos:

Se dice que un movimiento conserva los angulos si al aplicar el movimiento a una
figura cualquiera se cumple que si la imagen de un cierto angulo ® es ®’, entonces
¢ = ¢'. Es decir, el angulo con el que se cortan dos rectas es el mismo que el angulo
con el que se cortan sus rectas imagenes en el movimiento.

Sean las rectas 7, =x=ad+Av,, ;,=Xx=b+p7,, el angulo ¢ que forman verifica

a

que cos¢ =V, .V, (V,,V,unitarios).

Para las rectas imagenes en el movimiento 7, =X'=a'+Av,, 7, =X'=b"+p.y, se

Vo

cumple que el angulo ¢’ que forman verifica cos¢'=v_.v, (V,,V, unitarios).

Los angulos se conservaran, por consiguiente, si v .V, =V ., .

02.3. Conservacién de las distancias:

Se dice que un movimiento conserva las distancias, o que es una isometria, si al
aplicar el movimiento a una figura cualquiera se cumple que si la imagen de una
distancia d es d’, entonces d = d'.

Si son X,y los vectores de posicion de dos puntos X e Y, respectivamente, y son

=!' !

X',y'los vectores de posicidon de sus respectivos puntos imagenes, X',Y’, las

Para que se

distancias respectivas son dz(X,Y)=\X—)7\2, dz(X’,Y’)=‘fc'—)7'2

conserven las distancias debe ocurrir, por consiguiente, que \x —)7\ = \X'—j}'

02.4. Inversién de las figuras:

Se dice que un movimiento invierte las figuras, o que es un movimiento indirecto, si
al aplicar el movimiento a una figura cualquiera se cumple que la imagen de una
secuencia de puntos ABC es la secuencia CBA. Podemos hacer una comprobacion



practica de la inversion encontrando el volumen orientado de un paralelepipedo
elemental definido por cuatro puntos A,B,C,D y el volumen orientado del
paralelepipedo que definen sus puntos imagenes A’,B’,C’,D’. Si presentan distinto
signo esto nos indicara que la correspondencia invierte las figuras.

Si son a,b,c,d los vectores de posicion de los puntos A,B,C,D, respectivamente y

son a',b',¢',d' los vectores de posicion de A’,B’,C’,D’, se cumpliria en caso de
inversion de figuras el cambio de signo de los productos mixtos:
signo[E —a,c—ad,d— a’];t Signo[l;'—d',é'—a",J'—a"]

02.5. Invarianza con respecto a un movimiento:

Se dice que un movimiento deja invariante un punto P, o que P es invariante con
respecto a un movimiento dado, si la imagen del punto P es también el punto P.

Se dice que un movimiento deja invariante a una recta r, si la imagen de cualquier
punto de r es también un punto de r.

Se dice que un movimiento deja invariante a un plano =, si la imagen de un
cualquier punto de n es también un punto de .

1. Definiendo movimientos
1.1. Simetria especular
1.1.1. Definicidon. Se denomina simetria especular respecto a un plano 7 dado, a la
aplicacion
S, E,>E//VPeE,,S (P)=P'cE,
cumpliéndose que la recta que contiene a P y P’ es perpendicular a 7 y que

- -
MP = —-MP' siendo M el punto de corte de dicha recta con el plano =.

Simetria especular: el
e punto P v suimagen P

- i l'll \ equidistan del plano de
im T simetria

1: s
\L = /ri”

xi:idvx + n=0

_,_:-"--
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1.1.2. Ecuacion vectorial de la simetria especular:

si son respectivamente Fp,?p,los vectores de posicion de P y P’, se verifica que

r, =r,+Au, siendo A un pardmetro y u el vector unitario normal al plano =. M es
+7,

ﬁ\l

el punto cuyo vector de posicién es erx.

Sies u.x+n=0 la ecuacidon del plano de simetria, se verifica que:

Fo+7, ro+r o+ Au
r p.ﬁ+n:0—>%.ﬁ+n:0—>(2.?p+M)i¢+2n:0—>

> 2 i+ i +2n=0—> A ==2(F, ii +n)

Y se obtiene finalmente la ecuacion vectorial de la simetria:

Fo =7, = 2(rp U+ n)u

1.1.3. Ecuaciones escalares:

Llamando i = (4,B,C) y siendo 7, =(R,P,P), 7, = (PI',PZ',P;), se tiene:

r,u+n=AR+BP,+CP+n— -2(F,u+n)u =
= —2[(AP, + BP, + CP, + n).A, (AP, + BP, + CP, + n).C, (AP, + BP, + CP, + n).C|

Por tanto, es:

P = B -2(AP, +BP, +CP, +n).4
P,= P, —2(AP,+BP, +CP, +n).B
P, = P,—2(AP, + BP, +CP, +n).C

1.1.4. Ejemplo:
Determinacién del punto simétrico del punto P(4,—1,3) con respecto al plano de

ecuacion —x+5y+z+3427 =0.

En este ejemplo es u =(4,B,C) = (—l/\/27,5/\/27 ,l/\/27) , n=3, por lo que al
sustituir en las ecuaciones escalares:

, ] —1 3242427
P = 4-2——(=14+5.(-1)+1.3+327). -
: 27 27 9

L1l (C1445(<1)+13+3V27),

V27

P = 3o2 (C1445.(-1)+1.3+3427).

V27

Punto simétrico: P'

5 11-10427
2709

1 4-227
V2709
(32+2\/ﬁ 11-10427 4—2\/5)

9 9 9

ST,
I




1.2. Traslacion
1.2.1. Definicién. Se denomina traslacion de vector d, a la aplicacion

T:E,—E,/VYPeE,T(P)=PcE,

i -

cumpliéndose que PP'=d .

1.2.2. Ecuacidén vectorial de la traslacion:

De la figura, se tiene: 7, =71, +d

1.2.3. Ecuaciones escalares:
De la ecuacién vectorial: (P,P,,P,)=(P.,P,,P)+(d,,d,,d,)

O sea:
P1': B +d,
P, = P +d,
Ps': Py +d,

1.2.4. Ejemplo:

Determinacion de una traslacion del punto P(4,5,2) de vector d= (-3,0,6).

P = 4-3=1
P= 5+0=5
P= 2+6=8

Punto trasladado: P'(1,5,8)



1.3. Giro o rotacion
1.3.1. Definicién. Se denomina giro o rotacion de eje e y angulo ¢, a la aplicacion

G

s - Es > E;INPe E, G4 (P)=P'ek,

cumpliéndose que si son respectivamente r,,7, los vectores de posicion de P y P’,
se verifica:

a) Ambos puntos P y P’ estan contenidos en un plano n perpendicular al eje e
de giro.

b) Si es M el punto de corte de ncon el eje e de giro, ambos puntos distan lo
mismo de M.

c) Si es mel vector de posiciéon de M, el angulo que forman los vectores

r,—m y r,—m esiguala¢.

1.3.2. Ecuacion vectorial del giro:

Sea u.X +n =0 la ecuacion normal del plano = (|ﬁ| =1) ysea X =b + Au la ecuaciéon
del eje de giro, el vector producto vectorial u /\(Fp —m) es perpendicular al vector

¥, —m y esta contenido en el plano r. El vector 7, —m puede expresarse como
combinacion lineal de ellos en la forma

7= =7, —m)cosg+ii A(F, —ii)|seng
puesto que el punto M pertenece al eje de giro, se tiene, para un cierto A, :

m=b+2i



y puesto que la ecuacién del plano se puede expresar por (ﬁa—?p )ﬁ =0:
(6 + A7, )i =0 4, =7, —b)ii > in = b +|[7, - b )it i
Se tiene por tanto, la siguiente ecuacion vectorial:

r,=m+ (Fp - m)cos¢ + lﬁ NG ﬁa)jsen¢

donde es
it = b+ |7, - b )ilii

1.3.3. Ecuaciones escalares:
Llamando D = r,—-m=(D,,D,,D,), E= [L?/\(Fp —171)]= (E,E,,E;), sera:

(R5P2a133) =(ml,mz,m3)+(D17D27D3)'COS¢+(E1>E25E3)'Sen¢

m, + D, cos @+ E seng

B
P, m, + D, cosg + E,seng
B

m; + D; cosg + E,seng

1.3.4. Ejemplo:

Busqueda de la imagen del punto P(7,-1,3) cuando se le aplica un giro de 30°
alrededor del eje e de ecuacioén vectorial (x,y,z)=(1,0,4)+A(0,1,0)

Fo—b=(1-13)-(1,04)=(6,-1,-1), (7, —b).ii=(6,-1,-1).(0,1,0)=~1
it =b +|(7, — B )i ii = (1,0.4)+ (=1).(0,1,0) = (1,-1.4)

D

Fp —-m= (7a_1,3) - (15_1a4) = (650,_1)

E =ii A (7, — 1) =(0,1,0) A (6,0,~1) = (-1,0,-6)

P'= m+D, cosd+Esend= 1+6.Cos30+(—1).sen30=1+6?—%= 1+§/§
P, = m, + D, cos g+ E,seng =—1+0.cos 30+ 0.sen30 = -1
P, = my+D,cos¢+ E,send=4+(~1).cos 30+ (=6).sen30 = 4—?—% =#

2—\/5)

2

1

Punto girado: P'(1 +§\/§ —



1.4. Simetria axial
1.4.1. Definicién. Se denomina simetria axial eje e, a la aplicacion

S,:E,—>E,/VPeE,,S (P)=PeE,

cumpliéndose que:

d) Ambos puntos P y P’ estan en un plano perpendicular al eje e de simetria.

e) La recta definida por P y P’ es perpendicular al eje e de simetria.

f) Si es M el punto de corte del eje e de simetria con la recta PP’, ambos
puntos, P y P’, distan lo mismo de M.

1.4.2. Ecuacion vectorial de la simetria axial:

Sean Fp pr, los vectores de posicion de P y P’ respectivamente. Puesto que,

realmente, una simetria axial es un giro cuyo eje es el eje de la simetria axial y
angulo de 1809, se tiene, de la ecuacion vectorial del giro:

F.=i+(F, —m)cos180 +|i A (F, — i) |sen1 80

donde es =5+ l(Fp —I;)ﬁJﬁ
En definitiva, es Fp. = 2.174—771]

Ecuacion vectorial:

1.4.3. Ecuaciones escalares:

Se tiene que: b = (b,b,,b;,), ii=(4,B,C), F —b=(B-b,P,~b,,P,-b,)
(Fp_5)'ﬁ:(P1_blapz_bzaP3_b3)(AaBaC):(P1_b1)A+(P2_bz)B+(P3_b3)C

En definitiva:



P = 2b +2[(P —b)A+(P,—b,)B+(P,—b,)ClA-P,
Py = 2b, +2[(P,—b)A+ (P, —b,)B+(P,—b,)C|B-P,
Py = 2b,+2[(P,—b)A+ (P, =b,)B+(P,—b,)C|C-P,

1.4.4. Ejemplo:

Determinar el punto imagen de P(0,8,-3) en una simetria axial de eje dado por la
ecuacion vectorial (x,y,z)=(2,1,2)+A(1,0,0).

P = 22+2[(0-2).1+@8-1)0+(-3-2)0}1-0=4+2.(-2)=0
P,=  21+2[(0-2).1+(8-1)0+(-3-2)0]0-8=2-8=—6
P = 22+2[(0-2).1+8-1)0+(-3-2)0]0-(-3)=4+3=7

Punto simétrico: P'(0,-6,7)

1.5. Simetria central
1.5.1. Definiciéon. Se denomina simetria central de centro M, a la aplicacién

Sy E,>E,/VPeE,,S,(P)=PcE,
cumpliéndose que los puntos P, M Y P’ son colineales y tales que se verifica la

relacion de proporcionalidad MP'=—-MP.
pl

1.5.2. Ecuacion vectorial de la simetria central:

Se tiene, de la figura, llamando m al vector de posicion del centro M, y Fp y Fp, los
vectores de posicién de P y P’ respectivamente:
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Sumando ambas relaciones:

Por tanto, la ecuacidn vectorial es

1.5.3. Ecuaciones escalares:

De la ecuacién vectorial: (B, P,,P,)=2.(m,,m,,m,)—(P,,P,,P,)

Por tanto se tienen las siguientes ecuaciones escalares:
P = 2m -H
P, 2m, — P,
P/= 2m,-P,

1.5.4. Ejemplo:

Calculo del punto imagen del punto P(-1,9,-3) en una simetria central de centro

M(0,0,-3).

P = 20-(-)=1
P= 20-9=-9
P= 2(-3)-(-3)=-3

Punto simétrico: P'(1,-9,-3)

1.6. Homotecia

1.6.1. Definicion. Se denomina Homotecia de centro M y razén k, a la aplicacion

Hyyy By — E,/YPe EH,, , (P)=P<E,

cumpliéndose que los puntos P, M Y P’ son colineales y tales que se verifica la

relacion de proporcionalidad MP'= K.MP .

10



M

1.6.2. Ecuacidén vectorial de la homotecia:

Siendo Fp y Fp, los vectores de posicion de P y P’ respectivamente, m el vector de
posicion del centro M de homotecia, se tiene:

.= m+MP =m+k.MP .= m+kMP _ R .
:>rp,—k.rp=k.m—m:>
k.

r,= m+MP kv = km+kMP
=71, =m+k(r, —m)
Ecuacion vectorial: 7, =m+k.(F, —m)

1.6.3. Ecuaciones escalares:

De la ecuacién vectorial: (P ,P,,P,) = (m,,m,,m;)+k.(P, —m,,P, —m,, P, —m,)

B = m+k(P-m)
P, = m, +k(P,—m,)
P3'= my + k(P —m;)

1.6.4. Ejemplo:

Determinemos el punto imagen P’ del punto P(3,5,2) mediante una homotecia de
centro M(6,2,-1) y razéon k=2.

P= 6+23-6)=0
P = 2+25-2)=8
P = —1+202-(-1))=5

Punto homotético: P(0,8,5)

11



2. Propiedades de los movimientos

2.1. Propiedades de las simetrias especulares

Teorema 2.1.1:
Las simetrias especulares verifican las siguientes propiedades
1) Son involuciones.
2) Invierten el sentido de las figuras.
3) Transforman rectas en rectas y planos en planos.
4) Conservan los angulos.
5) Son isometrias.
6) Son invariantes en una simetria especular a) los puntos del plano de
simetria, b) las rectas y planos perpendiculares al plano de la simetria.

Demostracion:

Sea la ecuacion del plano P de simetria expresada por n.Xx +d =0, donde es n
vector unitario (se trata de la ecuacién normalizada del plano).

La ecuacion vectorial de la simetria especular que transforma el punto X en el punto
X' (Sp(X)=X") es X'=xX—-2(n.x+d).n,y laque transforma el punto X’ en el punto

X" (Sp(X)=X") es X"=Xx'-2(n.x'+d).n, por tanto:
1)
X"=(x-2(nx+d)n)-2(n(x-2(nx+d). n)+a’)n =
=X —2(7i.x)5i—2d i — 2((i.X) — 2(i.X).iA° — vd)ii=
X —2(.X)0 = 2d i + (-2(.X) + 4(i.X).i° +4d i” — 2d) n=
2(7i.%)4i —2d 7 — 2(7i.X) i + 4(71.X)Ji" i+ dd 7 g — 2d i
2(nxX)n—-2dn-2nx)n+4(n.x)n+4dn—-2dn=x

X-
=X-

2) Se trata de probar que

Ny

[y, 2%, w-x"]= [y - %,z - %,w—*]

y si, por simplificar, tomamos el origen del sistema de referencia en el punto X,
sera x =0 y seria suficiente probar que

Se tiene que:

X'=x-2nx+d)n=0-2(0+d)n=-2dn
V-x'=y-2ny+d)n+2dn=y-2ny)n
Z'—x':2—2(ﬁ.2+d)ﬁ+2dn =Z- 2(ﬁ2)n

por tanto:
[p—%', 2%, w=x"|= [y = 2(i.9).4i, Z = 2(ii.2).di, w— 2(ii.).7i | =

=[5,z W]+ (- 2. 5))i, 2, W]+ (= 2.3, i, ]+ (226 0)[ 3, 2, 7]

12



y puesto que es:
(—2@@.5) i, 2, W]+ (= 20.2) )3, 7, w] = 2[ii A (Z A P)|[7i A 9] =
=2 W), 2,1 |- 2[y,Z,w]

Se tiene, al sustituir:
[p-%, 2%, w=x"|= [y, 2, w]-20i.%) [ 3,2, ]+ 2(i.w) [ 3, 2, 7] - 2[, 2, w] =
=~{7.2,%]
3)

3.1) Sealarecta X=a+Af, (f unitario)

X=d+ A =20i(G+ A1) +d)ii = (G +20i.a) 5 —2d i)+ AMf =2(.5)i)= A+ AT
Habiendo llamado

A=a+2(ia)n-2d.q, T=7-2(if)n

Asi, pues, la imagen de la recta ¥ =d+ Af,con 7 unitario, es la recta ¥ = A+ AT

donde el vector director T es también unitario, ya que:

—|2 - . N - - - - - - o

‘T‘ = —2.0) [ =75 =200 (A7)~ 20 (AT + 4T )T =17 =1
3.2) Sea ahora el plano AX+B=0 y sea X' el vector de posicién del punto
imagen X. Se tiene:

X'=x-2(nx+d)n, y, por tratarse de una involuciéon, también puede escribirse,
que X =Xx'-2(n.x'+d).n. Por tanto, sustituyendo en la ecuacion del plano:

AX+B=0—> A(X-2(x'fi+d)i)+B=0—> AX-2(X'7i)Aii —24di+ B=0—>
s (d—2.(An) i )2 +B-2d.(A))=0 > 2 3+B'=0

llamando A'= A—2.(AJi)si, B'=B-2d.(Ai)

y, por tanto, la imagen del plano AX+ B =0 resulta ser el plano A'X+B'=0

4) Sean las rectas X=d+Af, X=b+us, y sean X=a+At', X=b+us' sus
rectas imagenes, en donde, por el anterior apartado, los vectores directores de las
rectas imagenes son unitarios si lo son los vectores directores de las rectas dadas.

El coseno del angulo que forman las rectas dadas viene, por consiguiente, dado por
el producto interior de sus vectores directores, y también el coseno del angulo que

formas sus correspondientes rectas imagenes. Para probar que se trata del mismo
angulo bastara en este caso probar que ambos productos interiores son iguales:

[5=1's'

13



£'5'=(f —2(f.7)n).(5 —2(5.n)n)=t.5 —2(i.5),(1.f) = 2(1.5), (L) +4(n5),(nf) =15
Asi, pues, se conservan los angulos.
5) Para comprobar que se conservan las distancias, vemos que d(X,Y)=d(X',Y")

dz(X',Y') — |5C'|_yv

|2

=% =203 +d)di - -2y +d)ii| =|F - +2.((9 - %)A)d| =

-~ = ~ = =2|? -~ - ~ =2 ~ 2 2
:‘x—y+2.(y—x).n ‘ =|x—y+2.(y—x)| =|y—x| =d“(X,Y)
6) Es inmediato, por definicion de simetria especular.

Teorema 2.1.2:
El producto de dos simetrias especulares de planos paralelos es equivalente a una
traslacién cuyo vector tiene por mddulo el doble de la distancia entre ambos planos.

Demostracion:

Sea X'=S,1(X), X"=Sp(X’), es decir, sea X"=(5,105p2)(X), donde son los planos
de simetria:

y las ecuaciones de la simetria especular son

X'=x-2.(nx+d))n
X"=X'-2.(nx'+d,)n
si, por simplificar, consideramos que uno de los planos, por ejemplo P;, pasa por el

origen, esto es n.x =0 (d;=0), nos indicaria que d,, distancia del plano P, al origen,
es también la distancia entre ambos planos.

Se tiene:
X"=x'-2.(nx'+d,)n=(x-2.(n.x).n)-2.(n(x-2.(n.x).n)+d,).n =
=x-2.(nx)n—-2.(nx)n+4.(nx)n-2d,n=x-2d,.n

O sea x"=Xx-2d,.ni, que corresponde a una traslacion de vector 2d,7, donde 7 es
2 2

vector unitario, por lo que su médulo es 2d,, doble de la distancia entre ambos
planos.

Analogamente, toda traslacion T,, de vector a, tal que T,(X)=X’, es la composicion
de dos simetrias especulares de planos paralelos distantes |5|/2 .

14



2.2. Propiedades de las traslaciones

Teorema 2.2.1:
Las traslaciones verifican las siguientes propiedades

1)
2)
3)
4)
5)

6)

7)

Transforman rectas en rectas paralelas y planos en planos paralelos.
Conservan los angulos.

Son Isometrias.

Conservan el sentido de las figuras.

No existe un punto concreto que sea invariante, salvo que el vector de
traslacién sea nulo.

Globalmente una recta o un plano paralelo al vector de traslacién es
invariante.

El conjunto de las traslaciones es un grupo conmutativo.

Demostracion:

1)

2)

3)

4)

5)
6)
7)

Es consecuencia inmediata de la definicién, pues la recta imagen de otra
recta tiene el mismo vector director y el plano imagen de otro plano tiene el

mismo vector normal, ya que si se trata de una traslacion de vector M
(X'=x+M):

Imagen de una recta: X =a+Af > X'=X+M =(@G+M)+Af

Imagen de un plano: Ax+C=0—> ;1()?'—]\7[) +C=0—> ;1.)?+(C —AM)=0

Puesto que una traslacidon es la composicion de dos simetrias especulares de
planos paralelos, si se conservan los angulos en cada simetria especular, se
conservaran finalmente en la traslacién.

Lo mismo, pues si se conservan las distancias en cada simetria especular se
conservan las distancias en las traslaciones, al ser siempre producto de dos
simetrias especulares.

Conservan el sentido de las figuras, si una traslacidén es el producto de dos
simetrias especulares, y sabiendo que cada simetria invierte el sentido de
las figuras, esto indica que una traslacién invierte dos veces, por lo que
finalmente se mantiene el sentido de las figuras.

Es obvio, de la definicidn.

Inmediato, de la definicidn.

Efectivamente, llamando T al conjunto de todas las traslaciones, se tiene

a) VI,,1, €T, T, T, =T,, €T (ley interna)

b)¥T,.T, €T, T, T, =T,., =T,

b+a

=T, o1, (conmutativa)
oVl el, AT eT,T,oT,=1,€T (el. Neutro)
d)VT, T, AT , €T, T ,oT,=T,+T , =T, (el. Simétrico)

e) VT,,1,,T.€T,(T,oT,)oT,=T,o(I,~T.)eT (asociatividad)
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2.3. Propiedades de los giros

Teorema 2.3.1:
El producto de dos simetrias especulares de planos P; y P,, que se cortan en una
recta r, es una giro de eje r y angulo doble del diedro definido por ambos planos. O

Sea:

diedro(F,P,)=a —> S, oS, =G, ,,

Demostracion:

Py

De la figura, se tiene

dist(Xr) = dist(X'r) = dist(X"r)
ang(XrP) = ang(X'rP,)
ang(X'rP) = ang(P,rX")

ang(XrP) +ang(X'rP)) = ang(PrP,) =«
ang(PrX')+ ang(PyrX") = ang(PrP,)) =«

Por tanto, el angulo que forman Xr y rX”, que
corresponde al giro equivalente, es:

ang(XrP) +ang(X'rP)) + ang(PrX") + ang(P,rX") =
| =2.ang(PrP) =2a

En definitiva:

diedro(F,P,)=a —> S, oS, =G, ,,

Teorema 2.3.2:
Los giros verifican las siguientes propiedades

1)
2)
3)
4)
5)

6)

Transforman rectas en rectas y planos en planos.

Conservan los angulos.

Son Isometrias.

Conservan el sentido de las figuras.

Son invariantes en un giro, a) los puntos del eje de giro, b) los planos
perpendiculares al eje de giro, c) las esferas centradas e un punto del eje de
giro.

El conjunto de todos los giros del mismo eje constituyen un grupo
conmutativo.

Demostracion:

1)

2)

Puesto que las simetrias especulares cumplen esta propiedad, el giro, que es
producto de dos simetrias especulares, por el teorema anterior, también la
verifica.

Lo mismo, pues también es verificada esta propiedad por las simetrias
especulares.
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3) Igualmente, las simetrias especulares conservan las distancias, luego
también las distancias se conservan en un giro.

4) Efectivamente, pues las simetrias especulares invierten el sentido de las
figuras, y al ser el giro un producto de dos simetrias especulares, el sentido
de las figuras finalmente se conserva en el giro.

5) Es obvio, desde la definicion de giro.

6) Veamos que se verifican las condiciones de grupo conmutativo. Sea G, el
conjunto de todos los giros de eje r:

a) VG, 4),G 5 €G.,G(, 1 ° G, 4 =G, .. 5 €G, (ley interna)
b) VGt):Gipy € G2 Gray ° Gy = Grianpy = Grpray = oy Gy (CONMUL)
c) VG, €G,,3G,, €G,. /G, °G., =G, G, =G, (el. Neutro)
d) vG,,, €6G,,3G6,_, €G, /G, °G, _,, =G, (ele. Simétrico)
&) YG.2):Cir.p1> Gy € 005Gy ©(Grop) © G ) = Crnipony = Otriarpyen =

= (Gt °Girp))° Gy

(asociatividad)

2.4. Propiedades de las simetrias axiales

Teorema 2.4.1:
El producto de dos simetrias especulares de planos entre si perpendiculares que se
cortan en una recta r es equivalente a una simetria axial de eje r.

Demostracion:

Consideremos P; y P,, los planos de las simetrias especulares que se cortan
perpendicularmente. Del teorema 2.3.1., el producto de ambas simetrias es un giro
de 1809. Puesto que un giro de 180° es una simetria axial, se tiene que

diedro(P,,P,)=90° > S, oS, =G, 1 =5,

Todo eje r puede ser considerado la interseccion de dos planos entre si
perpendiculares, por lo que dada una simetria axial, Sr, siempre hay dos simetrias
especulares cuya composicion es equivalente a la simetria axial dada.

Teorema 2.4.2:
Las simetrias axiales verifican:
a) Todas las propiedades de los giros (Teorema 2.3.2).
b) Son involuciones.
c) Son invariantes para una simetria axial, a) los puntos del eje de simetria, b)
los planos normales al eje y los planos que contienen al eje, c) las rectas
normales al eje.

Demostracion:
a) Obviamente, pues una simetria axial de eje r es, en realidad, un giro

de eje r y angulo de 180°.
b) S,[S, ()] = (S, °$,)(X) =Gy, 150) ° G0 %) = Gy (X) = X
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c) Es inmediato, desde la definicion de simetria axial.

Teorema 2.4.3:

1) Si dos rectas, r; y r,, son paralelas, el producto de las simetrias axiales con
respecto a ellas como ejes, es una traslacion de vector perpendicular a
ambas y mddulo el doble de la distancia entre ambas rectas.

2) Si dos rectas, r; y rp, se cortan en un punto M, el producto de las simetrias
axiales con respecto a ellas como ejes, es un giro de eje la recta r
perpendicular a ambas por el punto M y angulo el doble del que forman
ambas rectas.

3) Si dos rectas, r; y r,, se cruzan, el producto de las simetrias axiales con
respecto ellas como ejes, es el producto de una traslaciéon por un giro (o de
un giro por una traslacion).

Demostracion:

1) Sea P el plano que contiene a ambas rectas paralelas, r; y r,, y sean P; y P, los
planos perpendiculares a P por r; y r,, respectivamente. Por el teorema 2.4.1:
Srl = SP1 oS,
S,2 =S,0 SP2
por consiguiente:

S, 08, =S, 08,08,08, =8, 08, =T,

(pues el producto de dos simetrias especulares de planos paralelos es una
traslacion)

Si es d la distancia entre ambas rectas también sera las distancia entre los planos
paralelos P1 y P2, por lo que el vector de traslacion verifica ‘a‘ =2d (teorema 2.1.2)

2) Sea P el plano que contiene a ambas rectas, y sean P; y P, planos
perpendiculares a P, por r; y rp, respectivamente.
r Por el teorema 2.4.1, es

S, =8,08,

Por tanto:

S, ©S, =8,08,08,08, =S,°8,

1

Y por el teorema 2.3.1 es

T e

SPI ° SPZ = G(r],Za)
Por tanto

S, 8, =G 2a)

3) Consideremos la recta r como perpendicular comin a r; y r,, y sean los puntos
M; y M, en donde corta r a ambas rectas. Llamemos r’; a la recta paralela a r; por
M, y r', a la recta paralela a r; por M;
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P 1

Z ! R Se pueden realizar cualquiera de
! estas dos operaciones:
———————————— 1%
5 f,: i a)Una simetria axial con respecto
:\\-PMF” : S a ri, Sy, por una simetria axial
: -""‘HQ_ A & con respecto a -r’z, ,S’rz, y
i L finalmente wuna simetria axial
_;__ S P ) : respecto a ry, Sp,.

i 1
. ! s b) Una simetria axial con respecto
paigi -c"_’__:f/ -1 ary, Si, por una simetria axial con
,_//r.;/ﬂmz SR respecto a r’y, S’n, por, final-
O mente, una simetria axial con

respecto a ry, Spo.

En el primer caso, como r; y r’, se cortan en M1, el producto de ambas simetrias
axiales es un giro de eje la recta r, perpendicular comin a ambas rectas:

S °© Srz = G(r,Za)

Ul

Y finalmente, la composicidon con la simetria axial respecto a r,, Sy, es, realmente,
una traslacion, T,, de vector a paralelo a la recta r, perpendicular comidn a ambas
rectas. Por tanto:

S oSrzoSrz :G(r,Za)oTa

i

En el segundo caso, como r; y r’;y son paralelos, el producto de ambas simetrias
axiales es una traslacion, T, de vector a paralelo al eje r perpendicular comun:

S8, =T,

n

Y finalmente, la composicion con la simetria axial respecto a r, representa un giro
de eje r. En definitiva:

Srl °© Srl °© Srz = 7—; °© G(r,Za)

Teorema 2.4.4:
1) El producto de dos giros de ejes paralelos es:

a) otro giro respecto a un eje paralelo a ambos si la suma de los dos
angulos de giro no es multiplo de 2kn.

b) Una traslacion si la suma de los dos angulos de giro es multiplo de
2kr , siendo el vector de traslacion perpendicular a ambos ejes y de
madulo el doble de la distancia entre ambos.

2) El producto de dos giros cuyos ejes se cortan es otro giro cuyo eje pasa por
la interseccién de los ejes dados.

3) EIl producto de dos giros cuyos ejes se cruzan es igual al producto de dos
simetrias axiales cuyos ejes se cruzan.

19



Demostracion:

1) Sea P el plano que contiene ar; y ry, y sean P1 y P2 dos planos que
cortan a P en rl1 y r2 respectivamente. Por el teorema 2.3.1 se tiene

que
G(rl ) Sp ° Sm
G("z’ﬂ) = sz ° SP
de donde:
G(rz,/?)G(r],a) = sz ° Sp ° Sp ° Sp] = sz ° Spl

a) Si a+ B #2kr, indicard que se trata de un giro, de eje la
interseccién de ambos planos y amplitud o + £, puesto que el

diedro P,P, es suma de los diedros PP, y P;P.
b) Si a+ f =2krindicaria que ambos planos P; y P, son

paralelos pues ambos diedros sumarian un multiplo de 180°.

2) Silas dos rectas r; y r, se cortan, sean los giros respectivos

G(rl @) = Sp © Spl

G(rz,ﬁ) = sz © Sp

G(rz:ﬂ)G(r] @) = sz ° Sp ° Sp ° Sm = sz ° Sm = G(r,27)
donde es r la recta interseccion de los planos P; y P, .

3) Si ambas rectas r; y r; se cruzan, sean los planos paralelos P1 y P2
que contienen respectivamente a rl y a r2 y sea r la perpendicular
comun, con M1 el punto de corte de r1 con r, y M2 el punto de corte
de r2 con r. Si es r3 una recta del plano P1 perpendicular a r1 por M1
y es r4 una recta perpendicular a r2 por M2, se tendra, aplicando el
teorema 2.4.3_2):

)
o
/ fﬁk
S oS =G
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2.5. El Grupo MD(E;) de los Movimientos Directos

Teorema 2.5.1:
El conjunto cuyos elementos son simetrias axiales o productos finitos de simetrias
axiales, es un grupo, que denominamos Grupo de los Movimientos Directos del
espacio Es, MD(Es), y cuyos elementos tienen la siguientes propiedades

1) Transforman rectas en rectas y planos en planos.

2)
3)
4)

Conservan los angulos.
Conservan las distancias (son Isometrias).
Conservan el sentido de las figuras.

Demostracion:

Tengamos en cuenta que, por las propiedades vistas en los anteriores teoremas, las
traslaciones, los giros y las simetrias axiales quedan dentro del conjunto MD(E3),
incluido el caso de giro por traslacion que aparece en el caso de dos rectas que se
cruzan (teorema 2.4.3_3)). Se trata, en definitiva de un grupo, por ser también
grupo el conjunto de las traslaciones, de los giros y de las simetrias axiales.

1)

2)
3)
4)

Obviamente, pues se trata de una de las propiedades de las simetrias
axiales.

Lo mismo.

Lo mismo.

También las simetrias axiales conservan el sentido de las figuras, y, por
consiguiente, también su producto.

2.6. El grupo MH de los movimientos helicoidales

Teorema 2.6.1:
Si llamamos Movimiento Helicoidal al producto de un giro por una traslacion de
vector paralelo al eje de giro, se verifican las siguientes proposiciones:

1)
2)
3)

4)

Una transformacion es movimiento helicoidal si y solo si es producto de dos
simetrias axiales.

Todo producto de traslacién por giro, o giro por traslacién, es movimiento
helicoidal, cualquiera que sea la direccidén del vector de traslacion.

El conjunto MH de los movimientos helicoidales en el espacio tridimensional
€S un grupo.

El grupo MH de los movimientos helicoidales coincide con el grupo MD de los
movimientos directos.

Demostracion:

1)

En realidad, si dos rectas se cortan, el producto de simetrias axiales
respecto de ambas es un giro, que puede considerarse un movimiento
helicoidal de vector de desplazamiento nulo.

Asimismo, si dos rectas son paralelas, el productos de simetrias axiales
respecto de ambas es una traslacion, que puede considerarse también un
movimiento helicoidal de angulo de giro nulo.

Finalmente, si las dos rectas se cruzan, sean r; y r; entonces podemos

considerar otra recta r; que corte a r; en la perpendicular comln y que sea
paralela a r,. Por el teorema 2.4.3. existen simetrias axiales Sr; y Srs tales
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gue su composicion es un giro de angulo doble del que forman las dos
rectas, y existen las Srs y Sr, tales que su composicion es una traslacién de
vector paralelo a la perpendicular comidn y modulo doble de la distancia
entre ambas rectas:

Por tanto, el movimiento helicoidal H =G, ,,, o T, puede expresarse por:
H=G,,,°T;=S§, 08, 08§ 08 =S5, 085,

Al revés, si se tiene el producto de dos simetrias axiales con respecto a dos
rectas que se cruzan, r; y rp, siempre es posible encontrar una recta r;
paralela a una de ellas y que corte a la otra en el punto de su interseccion
con la perpendicular comdn, cumpliéndose obviamente que

Sr1 oSr2 = Sr1 oSr3 oSr3 oSr2 = G(r,Za) on =H

2) Efectivamente, pues, considerando dos rectas, r; y r, que se cortan y una
recta cualquiera r; paralela a una de ellas, por ejemplo a r;, se tiene:

F

Iz G(r,a) :S’z oSrl
T2 =SV3 oSr2
dfz
2 TdoG(”“):Sr;oSrzoSrzoSﬁ:S@OSH
a/2

no siendo necesario, pues, que el vector
de traslacion sea paralelo a la
perpendicular comun.

r

3) Todo movimiento helicoidal es producto de simetrias axiales, y, al revés,
todo producto de dos simetrias axiales es movimiento helicoidal. Siendo
grupo el conjunto de las simetrias axiales, grupo MD de los movimientos
directos, también es grupo el conjunto MH de los movimientos helicoidales.

4) Obvio por lo anterior.

2.7. Propiedades de las simetrias centrales

Teorema 2.7.1:

Toda simetria central de centro M es el producto de una simetria especular respecto
a un plano P que pase por M y una simetria axial respecto a un eje r perpendicular
a Py que pase por M.

Demostracion:
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Sean las ecuaciones de la recta y
del plano de las simetrias:

rr x=m+A1An
Wi P: nXx+d=(x-m)n=0

y las ecuaciones vectoriales de los
movimientos de simetria:

S. especular respecto del plano P:

X'=x-2.(nx+d)n, o bien:

X'=Xx-2.((x—-m).n)n, que
podemos expresar por:

5,(5,009 = 5,00

Veamos ahora la ecuacién vectorial de la simetria axial respecto de r:

¥'= ¥ — 2.(—iii + %) Ji

X'= =X + 270+ 2((X — ) Ji )i = =X + 2.0 + 2(— mdi + i.X) A
Finalmente, |la ecuacidn vectorial de la simetria central:
X'=—X+2m

Hagamos el producto de la simetria especular por la simetria axial:
X'=Xx-2.(—-mn+n.x).n

X"'= X427 + 2(— i + i X')ii

X"= (X = 2.(—mdi + 1i.X).01)+ 20 + 2(=ndi + A(X — 2.(—=mii + 11.X).71)).7i =

= % — 2.(idi).di + 2.(i.F )i + 2.7 — 2.(idi) di + 2.(73. %) + 4.(7ii )i — A4.(RF) 5 = —F + 27

resulta por tanto, la ecuacién vectorial de la simetria central. Se obtiene facilmente,
repitiendo practicamente lo anterior, el mismo resultado si hacemos el producto al
revés, esto es, la simetria axial por la simetria especular.

Teorema 2.7.2:
Las simetrias centrales verifican las siguientes propiedades:

1) Son involuciones.

2) Invierten el sentido de las figuras.

3) Transforman rectas en rectas paralelas y planos en planos paralelos.

4) Conservan los angulos.

5) Son isometrias.

6) Son invariantes en una simetria especular a) El punto que es centro de la
simetria, b) las rectas y planos que pasen por el centro de simetria, las
esferas centradas en el centro de simetria.

7) Dados dos puntos M y N, se verifica que el producto de las simetrias
centrales respecto a ambos es una traslacién de vector el doble del vector
que definen los puntos M y N.
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Demostracion:

1) Es obvio, por el teorema 2.7.1 anterior, ya que tanto las simetrias axiales
como las especulares son involuciones.

2) Al ser una simetria central producto de una especular por una axial, y
sabiendo que las especulares invierten el sentido de las figuras pero no las
simetrias axiales, el balance es que las simetrias axiales si invierten el
sentido de las figuras.

3) Veamos la transformacion de la recta r: X =a + An en una simetria central:

X'=2m—-x=2m—(a+An)=2m—-a)—An
Analogamente, veamos como se transforma el plano P: u.x+d =0:

x=2m-xX'->um-x)+d=0—->ux'-Qum+d)=0

4) Obvio, pues también conservan los angulos las simetrias axiales y
especulares.

5) Lo mismo, por la misma razén.

6) Resulta evidente, de la definicidon de simetria central.

7) Hallemos el simétrico de la composicién de ambas simetrias respectoa N y a
M, de vectores de posicion respectivos n,m :

X'=2m-Xx, X"=2n-X', sustituyendo: x"=2(n—-m)+Xx

2. 8. El grupo de los movimientos del espacio

Teorema 2.8.1:
El conjunto cuyos elementos son simetrias especulares o productos finitos de
simetrias especulares, es un grupo, que denominamos Grupo de los Movimientos
del Espacio E3, M(E3), y cuyos elementos tienen la siguientes propiedades
1) Transforman rectas en rectas y planos en planos.
2) Conservan los angulos.
3) Conservan las distancias (son Isometrias).
4) Cada movimiento del grupo conserva o invierte el sentido de las figuras
segun sea el producto de un niumero par o impar de simetrias especulares,
respectivamente.

Demostracion:

De los resultados obtenidos hasta aqui vemos que todos los movimientos se
reducen a productos finitos de simetrias especulares:

a) Las traslaciones: teorema 2.1.2.

b) Los giros: teorema 2.3.1.

c) Las simetrias axiales: teorema 2.4.1.
d) Las simetrias centrales: teorema 2.7.1.

La estructura de grupo, por tanto, es evidente en el grupo de todos los
movimientos del espacio. En todos se transforman rectas en rectas y planos en
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planos, se conservan los angulos y las distancias, y solamente una simetria
especular o un producto impar de simetrias especulares invierte el espacio.

Teorema 2.8.2:

1)

2)

El conjunto de los movimientos que conservan el sentido de las figuras
coincide con el grupo MD de los movimientos directos.

Todo movimiento es o bien un movimiento helicoidal o bien el producto de
un movimiento helicoidal por una simetria especular o viceversa.

Demostracion:

1)

2)

El conjunto A de los movimientos que conservan el sentido de las figuras,
esto es, que se pueden expresar como el producto de un nimero par de
simetrias especulares

J

2n
A={HISP /neN}
Jj=

Sabemos que todo elemento de MD(E3) es un movimiento helicoidal
(teorema 2.6.1.), por tanto es producto de dos simetrias axiales, o bien, de
cuatro simetrias especulares. Entonces:

MD(E,) < 4

Por otra parte, todo elemento de A puede descomponerse en pares de
simetrias especulares y sabemos que tal producto es, o bien un giro
(teorema 2.3.1.), o bien una traslacion (teorema 2.4.1.). Luego, todo
elemento de A es producto de giros y traslaciones. De donde

Ac MD(E))
En definitiva:
A=MD(E;)

Los movimientos del grupo M(E;3) de los movimientos del espacio son
productos finitos de simetrias especulares

M(E3):{]f_IISPk/neN}

Si n=2m (par) entonces M (E;) c MD(E;) y serd un movimiento helicoidal.

Si n=2m+1 (impar) entonces las 2m primeras simetrias constituyen un
movimiento helicoidal, por lo que el total resulta que es un movimiento
helicoidal por una simetria especular.
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2.9. Consideraciones finales

Hemos visto hasta aqui el grupo de los movimientos en el espacio ordinario esta
constituido por simetrias (especulares, axiales, centrales), giros y traslaciones,
todos ellos reducibles a un nimero par o impar de simetrias especulares.

Todos los movimientos convierten rectas en rectas y planos en planos, y solo los
gue son producto de un numero impar de simetrias especulares invierten el
espacio.

Todos ellos conservan los angulos y las distancias.

Otras transformaciones en el espacio ordinario, como las homotecias, no conservan
las distancias, es decir, no podemos catalogarlos como movimientos, puesto que al
aplicarlos varian las dimensiones de las figuras.

Veamos a continuacién, como ilustracién de lo dicho, las propiedades basicas de las
homotecias, que fueron definidas en el apartado 1.6 de estas notas.

Teorema 2.9.1:
Las homotecias presentan las propiedades siguientes:
1) Transforman rectas paralelas en planos paralelos.
2) Conservan los angulos.
3) Cambian o conservan el sentido de las figuras segun que la razén de
homotecia sea negativa o positiva, respectivamente.
4) Multiplican las distancias por el médulo de la razén de homotecia.
5) Son invariantes en una homotecia, a) el centro M de la homotecia, b) los
planos y rectas que pasen por M.
6)
Demostracién:

1) Sea la recta de ecuacién vectorial X =d+ Av . Su imagen mediante una

—

homotecia de centro M, de vector de posiciéon i, es:

X'= 1+ k(X —m) = m+ k(@ + Av —m) = (m + k(a — m))+ kv
que es una recta paralela a la anterior.
Sea el plano de ecuacién vectorial n.x +d = 0. Sustituyamos

X'-m

X'=m+k(X-m)—>x=m+ .Se tiene que

ﬁ(na + X ;’"J +d =0 ix ik —1)+kd =0
que es un plano paralelo al anterior

2) Obviamente, se conservan los angulos, pues se transforman rectas en rectas
paralelas y planos en planos paralelos.

3) Silas imagenes de los puntos X,Y,Z,W son los puntos X’,Y’,Z’,W’, se tiene,
usando vectores de posicion:
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[p—%, 2%, w-X"]=k’[y - %,Z - X, w—*]
por lo que habra cambio de sentido del espacio, es decir, inversidon de
figuras, si K<0, manteniéndose el mismo sentido de las figuras cuando la
razon de homotecia, k, es positiva.

4) Sila imagen homotética del par de puntos (X,Y) es el par (X’,Y"), entonces la
distancia entre ambos, usando los correspondientes vectores de posicion,
verifica:

d(F,7) =77 = k|5 - 7| = |kl d G, 5)

5) Evidente, por la definicion.

Teorema 2.9.2:
1) El producto de dos homotecias de igual centro conmuta y es igual a otra
homotecia del mismo centro y razén el producto de las razones.
2) El producto de dos homotecias de distinto centro y distinta razén es otra
homotecia cuya razon es el producto de las razones.

Demostracion:

1) Sean las homotecias de centro M y razones k; y k:

¥'= i+ k, (% — )
3= i+ k, (¥'—iih)

Se tiene: ¥"= i + k, (¥'—in) = ifi + k, (i + k, (¥ — m) — iit) = i + ke k, (5 — i)

Que es una homotecia del mismo centro M y razén el producto de ambas
razones. Es claro que conmutan:

X"=m+k (xX'-m)=m+k (m+k,(Xx—m)—m)=m+kk,(x—m)
En definitiva, H(M,kl) °H(M,k2) =H(M,k2) OH(M,kl) =H(M7k]k2)
2) Sea ahora las homotecias de centro M y N, y razones k; y k, respectivas:

X'= i+ k(X —m)
X"= i+ k, (X'=i1)
Se tiene:

X'=n+k,(x'-n)=m+k,(m+k(x—m)—n)=n+k,(m—-n)+kk,(x—m)
En definitiva: x"=n+k,(m—n)+kk,(x —m) (a)
Para que sea una homotecia ha de tener una expresién de la forma:

X'=q+kk,(X~q)
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por lo que identificando ambas expresiones, tendremos que ha de ser:

ii + k, (i — ii) — k, ki
-k k,

q=

que existe siempre que kk, #1.

Si fuera kk, =1, sustituyendo en la expresién de la composicién de
homotecias (a), se tiene:

R= i+ ky (7 — i)+ (F — ) = ¥"= (1= k, )(7i — i) + %

que es una traslacién de vector d = (1-k).(n—m)

Por consiguiente, podemos afirmar que el producto de dos homotecias de
distinto centro y distintas razones es

a) Una homotecia de distinto centro y razoén el producto de ambas
razones, si este producto es distinto de la unidad.
b) Una traslacion, si el producto de ambas razones fuera la unidad.

El conjunto de las homotecias y traslaciones es cerrado, esto es, siempre el
producto de homotecias es homotecia o traslacién, el producto de traslaciones es
traslacién y el producto de homotecia por traslacién es expresable como el producto
de traslacion por homotecia. Teniendo en cuenta que toda traslacidon puede
expresarse como producto de simetrias especulares, se tiene asi un grupo cuyos
elementos son productos finitos de simetrias especulares u homotecias o ambas:

S(E,) ={,ﬂ_l®f /ne N}

Que se denomina Grupo de las Semejanzas del espacio ordinario.

Las semejanzas conservan los angulos, obviamente, pues las homotecias y las
traslaciones los conservan, como ya se ha visto antes, ya que transforman rectas
en rectas y planos en planos.

Sin embargo, el grupo de las semejanzas no es conmutativo, pues el producto de
una simetria especular por una homotecia no presenta conmutatividad:

H,uoSp#SpoH,, engeneral

El grupo M (E,)de los movimientos en el espacio ordinario, cuyos elementos son

productos finitos de simetrias especulares, queda, por tanto, contenido en el grupo
de las semejanzas del espacio ordinario.

M(E;) < S(E5)

Por lo visto anteriormente, es inmediato que toda homotecia puede descomponerse
en el producto de homotecias o de homotecia por traslacidn, esto es, de homotecia
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por un numero finito de simetrias especulares. Esto nos indica que en realidad las
semejanzas son homotecias por movimientos del espacio ordinario.

El grupo S(E;)de las semejanzas del espacio ordinario esta formado por la
composicion de homotecias con movimientos del espacio.
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