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Construyendo la función 
logaritmo 

 
 
 
 
 
 

Carmen SÁNCHEZ DÍEZ 
 
Resumen 
Partiendo de la transmsión de la propiedad de derivabilidad a la función inversa es 
posible obtener una estructura básica para la función logaritmo como inversa de 
una cierta función real, estrictamente positiva y homomorfismo de grupos,  que 
toma en el origen el valor de la unidad. Para construir tal homomorfismo con las 
condiciones indicadas partimos de la definición de exponencial con variable entera y 
su extensión a la exponenciación de variable racional. 
 
 
0. Introducción. La función exponencial racional: 
 
Consideremos un grupo multiplicativo ( ),.G , cuyo elemento unidad 
representaremos por 1. Intentemos definir la función exponencial sobre sus 
elementos. 
 
0.1. Exponenciación de variable entera: 
Definimos la función exponencial de variable entera  
 

+→ RZf :  
 
mediante las condiciones: 

1) 1)0( 0 == af              [0.1] 

                      ,, +∈∀∈∀ RaZn     2) aaanf nn .)( 1−==       [0.2] 

3) ( )nn aanf 1)( −− ==−      [0.3] 
 
Teorema 0.1:  Si es (G,.) un grupo multiplicativo, entonces se verifica que  
 

ZnmaaaGa nmnm ∈∀=∈∀ + ,,.,  
 
Demostración: 

Aplicamos inducción. Sea el conjunto { }RaZmaaaZnS mnmn ∈∀∈∀=∈= + ,,./ . Si 

probamos que SnZn ∈∈∀ , , entonces será SZ ⊆  y por tanto, SZ = , lo que nos 

indicaría que la relación se verificará para todo par de enteros n, m. 
Veámosla para el caso de exponentes positivos (n>0): 

1) ,0 S∈ pues mmmm aaaaa +=== 00 .1.      por [0.1] 

2) ,1 S∈ pues mmm aaaaa +== 11 ..              por [0.2] 

3) Veamos ahora que si Sn ∈−1  entonces Sn∈ : 
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4) Para ver que también es cierta para exponentes negativos, tengamos en cuenta 

que, por definición [0.3], es  ( ) Znaa nn ∈∀= −− ,1 , con lo cual: 
)(111 )()()(. mnmnmnmn aaaaaa +−+−−−−− ===  

 
En definitiva, al definir la exponenciación de variable entera nos encontramos con 

que la función exponencial Znanf n ∈∀= ,)(  verifica las condiciones: 
 

a) 1)0( =f  

b) )1().1()( fnfnf −=  

c) )().()( mfnfmnf =+  
 
Y tal función no podrá anularse para n=1, pues si 0)1( =f  entonces la función se 

anularía para todo n, pues sería )1().1()( fnfnf −= =0. Por consiguiente 0)1( ≠f . 

Su inversa, RRf →+
− :1  verificaría que 0)1(1 =−f , ya que .1)0( =f  

Representaremos a la inversa de la función exponencial por  
 

)(log)(1 xxf a=−  

 
que llamaremos función logaritmo en base a. Verificando, pues, que 0)1(log =a . 

 
0.2. Exponenciación de variable racional: 
Sin embargo, para poder estudiar la función logaritmo, como función de variable 
real, hemos de extender la función exponencial definida para variable entera, a los 
números reales. Veamos primero su extensión a los números racionales: 

Puesto que interesaría que nnn
m

amaa
11

)......( ++= , podemos definir, +∈∀ Ra : 

a) ( ) +∈== Znaanf nn ,1
1

 

b) ( ) ( ) ZmZnaanmf
mnn

m

∈∈== + ,,  
 
Cumpliéndose  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )qpnmfaa
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En definitiva, la función exponencial de variable racional, Qxaxf x ∈∀= ,)(  verifica: 
 

a) 1)0( =f  

b) 0)1( ≠f  

c) )().()( yfxfyxf =+  
 
 
 
1. La función exponencial de exponente irracional: 
El extender la función exponencial de variable entera al caso racional ha sido 
sencillo debido a que todo número racional se expresa como el cociente de dos 
enteros, y la prueba de las propiedades se reduce, en realidad, a la prueba para 
números enteros.  
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Esto no ocurre en el caso de exponente irracional, porque no es posible expresar un 
número irracional como función sencilla de enteros. Sin embargo, podemos 
guiarnos por las condiciones que cumple la exponencial de variable racional, 
procurando que la función exponencial de variable real tenga tales propiedades, o 
bien se deduzcan a partir de ella las propiedades ya enumeradas del caso de 
variable racional. 
 
Pretendemos, pues, que la función de variable real, )(xfy = , sea derivable y 
verifique las condiciones ya indicadas para el caso racional: 
 

a) 1)0( =f  

b) 0)1( ≠f  

c) )().()( yfxfyxf =+  
 
1.1. La derivada: 
 

)(.1)(
0
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)()()().(

0
lim)()(
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donde hemos llamadoω  a la constante 
h

hf
h

1)(
0

lim −
→

, caso de que exista el límite. 

En definitiva, es )(.)(' xfxf ω=  
 
 
1.2. La derivada de la función inversa. Obtención de la función logaritmo: 
 
1.2.1.Veamos cómo obtener la derivada de la función inversa de la función 
exponencial 0,)( >== yaxfy x .  

Consideremos la inversa 0),(1 >= − yyfx , determinemos cómo podría ser su 
derivada: 
 

[ ])()( 1 yffxfy −== , 0>y  es decir, [ ])(1 yffy −= , 0>y , o bien, como la variable 

es muda, podemos escribir: [ ] 0,)(1 >= − xxffx . 
 

Al derivar:   [ ] [ ] [ ] 0,1
)(

1
)('

1)'()'(.)('1 11
111 >===→= −−
−−− x

xxffxff
xfxfxff

ωω
 

 
 
1.2.2. Obtengamos la función inversa mediante una integral: 
 
En definitiva, la función inversa de la exponencial de variable real, la función 
logaritmo, ha de cumplir: 

( ) 0,1')(log)'(1 >==− x
x

xxf a ω
 

que podríamos determinar por la integral: 

∫=−=
k

h
aa

k

ha x
dxhkx

ω
1)(log)(log)(log  

salvo el factor desconocido )./1( ω  Si integramos entre 1 y x, 0>x , podemos 
expresar: 
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      ∫∫ =→=−=−=
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1)(log10)(log)1(log)(log)(log
ωω

      [1.2.2] 

 
 
2. La función  logaritmo natural: 
 
2.1. Definición 
La dificultad de no conocer el factor )/1( ω  podríamos obviarla definiendo la función 
logaritmo en la forma  

∫=
x

t
dtx

1

)log(  

confiando en que el factor desconocido se haga 1 en alguna base, lo que podremos 
determinar más tarde. Llamaremos a esta función, “función logaritmo natural”, que 
representaremos por L(x): 

RRL →+:  

R
t
dtxLRx

x

∈=∈∀ ∫+
1

)(,  

 
y se cumplirá, para otra base cualquiera, a, que  

)(log.)(
1

x
t
dtxL a

x

ω== ∫  

 
 
2.2. Propiedades elementales 
 
Teorema 2.2:  
Se verifica que: 

1) 0)1( =L  

2) 0,1)(' >∀= xxxL  

3) )()().( yLxLyxL +=  
Demostración: 

1) 0)1(
1

1

== ∫ t
dtL  

2) Siendo ∫=
x

t
dtxL

1

)(  por el Teor. Fundamental del cálculo, es 0,1)(' >∀= xxxL  

3) Llamemos ).()( yxLxf = , con 0>y . Y para cada y fijo se tiene que es 

kxLxyLxfxLxfxL
x

y
xy

xyLxf +==→=→==== )()()()(')(')('11)(')('  

Como para 1=x  es kkLyLf +=+== 0)1().1()1( kyL =→ )( , por lo que se tiene:  
 

)()()().( yLxLkxLyxL +=+=  
 
En definitiva, )()().(,0, yLxLyxLyx +=>∀  
 

Corolario: )(.)(,,0 xLnxLNnx n =∈∀>∀  
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Demostración: Aplicando inducción, consideremos el conjunto de los números 

naturales que verifican la relación, { })(.)(/ xLnxLNnS n =∈= , y probemos que tal 

conjunto coincide con N. 

    a) 0)1()( 0 == LxL , y también 0)(.0 =xL , por tanto: SxLxL ∈→= 0)(.0)( 0  

    b) SxLxLxL ∈→== 1)(.1)()( 1  

    c)  Probemos que si Sk ∈  entonces Sk ∈+1 : 

SkxLkxLseaoxLk
xLxLkxLxLxxLxLxLkxLSk

k

kkkk

∈+→+=+=

=+=+==→=→∈
+

+

1)().1()(:),().1(
)()(.)()().()()(.)(

1

1

 

Corolario: 0,),()( >∀−=






 yxyLxL
y
xL  

Demostración: )()()(.)( yLxL
y
xLyL

y
xLy

y
xLxL −=








→+








=








=  

 
 
2.3. Otras propiedades 
La función logaritmo natural verifica propiedades sencillas que permiten construir la 
gráfica y determinar el valor de la función para todo elemento de su dominio. 
 
Teorema 2.3.1: 
La función logaritmo natural es continua, estrictamente creciente y cóncava. 
Demostración: 
a) )(xLy =  es derivable, ,/1' xy = por tanto es continua. 

b) Puesto que )(xLy =  está definida para x>0, se tiene que y’=1/x>0, lo que indica 
que es estrictamente creciente. 

c) La segunda derivada de )(xLy =  es negativa: 0/1)'/1('' 2 <−== xxy , por tanto 

es cóncava, +∈∀ Rx . 
 
Se puede representar en un diagrama cartesiano x,y de la forma: 
 

 
 
 
Teorema 2.3.2: 
La función logaritmo natural es no acotada. 
Demostración: 



 6

a) No tiene cota superior. Si suponemos que M es cota superior de L, es decir, 
que +∈∀≤ RxMxL ,)( llegaríamos a una contradicción, pues haciendo 

nx 2= , sería .)2(.)2()( MLnLxL n ≤==  Pero si elegimos un )2(/ LMn >  se 

tiene que ,)2(
)2(

)2()( ML
L
MnLxL =>=  lo que se contradice con que M 

habría de ser cota superior. Luego L no está superiormente acotada. 
 

b) No tiene cota inferior. Si suponemos que –N es cota inferior de L, es decir, 
que +∈∀−≥ RxNxL ,)( llegamos a una contradicción, pues haciendo 

( ) ,2/1 nx = sería NnLnLxL −≥−== )2()2/1()( . Pero si elegimos )2(/ LNn >  

se tiene que NL
L

NnLxL −=−<−= )2(
)2(

)2()( , lo que se contradice con que 

–N habría de ser cota inferior. Luego L no está inferiormente acotada. 
 
 
Teorema 2.3.3: 
La función logaritmo natural es un isomorfismo del grupo multiplicativo ( ),.+R  en el 

grupo aditivo ).,( +R  
Demostración: 
Se trata de ver que L es homomorfismo inyectivo y suprayectivo, es decir, 
homomorfismo biyectivo. 

a) Por el teorema 2.2, apartado 3), sabemos que 

+∈∀+= RyxyLxLyxL ,),()().( , por consiguiente, es homomorfismo del 

grupo multiplicativo ( ),.+R  en el grupo aditivo ( )+,R . 
b) Como es estrictamente creciente, por teorema 2.3.1, apartado b), es 

también inyectiva, siendo por tanto homomorfismo inyectivo. 
c) Para ver que también es suprayectivo, hemos de probar que +∈∃∈∀ RaRb ,  

tal que .)( baL =  

Sabemos que si 10)(/,0 =→=∈∃= + aaLRab  

          Supongamos que b>0. Eligiendo un )2(/ Lbn > será bLnL n >= )2()2( , por 

          lo que  b pertenecería al interior del intervalo [ ])2(,0 nL . 

          Puesto que los originales de los extremos del intervalo son a=1 y a=2n, y  
          siendo L continua, podemos aplicar el teorema del valor intermedio para  

          funciones continuas en el intervalo [ ]n2,1 , estableciendo que  

baLaLb nn =∈∃∈∀ )(/)2,1()),2(,0(  

          como n es arbitrariamente grande, b puede ser cualquier número real 
          positivo. 
          Supongamos que b<0. Será entonces –b>0, por lo que baLRa −=∈∃ + )'(/'  

          Lo que implica que baLaL =−= )'()'/1(  

          En definitiva, L es suprayectiva, por lo que el homomorfismo es biyectivo, o 
          sea, isomorfismo. 
 
 
2.4. Función logaritmo en una base cualquiera 
 
Teorema 2.4.1: 
La función logaritmo en una base cualquiera a se relaciona con la función logaritmo 
natural por la expresión 
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)(
)()(log

aL
xLxa =  

Demostración: 

Puesto que de [1.2.2] es )(11)(log
1

xL
t
dtx

x

a ωω
== ∫ , con ω  constante no nula y 

siendo L(x) isomorfismo, también lo será )(log xa , por lo que al ser función 

suprayectiva, 1)(log/ =∈∃ + zRz a , y como z=a1=a, se tiene: 

1)(1)(log == aLaa ω
 

de donde )(aL=ω , quedando finalmente: 

)(
)()(log

aL
xLxa =  

 
Definición: Llamamos Logaritmo de x en base a, 1,0 ≠> aa , y lo representamos 

por )(log xa , al cociente )(/)( aLxL , donde L representa la función logaritmo 

natural. O sea: 

01,
)(
)()(log, >∧≠=∈∀ + aa

aL
xLxRx a  

 
Análogamente, 1)(/ =∈∃ + eLRe , es decir, )()(log xLxe = , por lo que e es la base 

de los logaritmos naturales. 
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