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Resumen

Partiendo de la transmsion de la propiedad de derivabilidad a la funcidn inversa es
posible obtener una estructura basica para la funcién logaritmo como inversa de
una cierta funcion real, estrictamente positiva y homomorfismo de grupos, que
toma en el origen el valor de la unidad. Para construir tal homomorfismo con las
condiciones indicadas partimos de la definicién de exponencial con variable entera y
su extension a la exponenciacién de variable racional.

0. Introduccién. La funcién exponencial racional:

Consideremos un grupo multiplicativo (G,.), cuyo elemento unidad

representaremos por 1. Intentemos definir la funcidn exponencial sobre sus
elementos.

0.1. Exponenciacion de variable entera:
Definimos la funcidon exponencial de variable entera

f:Z >R,

mediante las condiciones:
1) f(0)=a"=1 [0.1]
VneZ,VYaeR,, 2) f(ny=a"=a""'a [0.2]

3)f(-n)=a" = (a_l)n [0.3]
Teorema 0.1: Si es (G,.) un grupo multiplicativo, entonces se verifica que
VaeG, a"a"=a™", VmneZ

Demostracién:

Aplicamos induccion. Sea el conjunto S = {n eZla".a" =a"" ,VmeZ,Vae R}. Si
probamos que Vrne Z,ne S, entonces sera Z S vy por tanto, Z=S, lo que nos
indicaria que la relacion se verificara para todo par de enteros n, m.

Veamosla para el caso de exponentes positivos (n>0):

1) 0eS,pues a’.a” =1a" =a”" =a™™  por [0.1]

2) le S,pues a'.a” =a.a” =a"™" por [0.2]

3) Veamos ahora que si n—1€ .S entonces ne S :

m n—l+m n—l+m
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4) Para ver que también es cierta para exponentes negativos, tengamos en cuenta
que, por definicion [0.3], es a ™" = (a”y', VneZ, con lo cual:

a’a™" =) (@) =@ =a""

En definitiva, al definir la exponenciacién de variable entera nos encontramos con
que la funcién exponencial f(n)=a",vn € Z verifica las condiciones:

a) f(0)=1
b) f(n) = f(n=1)./ ()
&) f(n+m)=f(n).f(m)

Y tal funcién no podra anularse para n=1I, pues si f(1)=0 entonces la funcién se
anularia para todo n, pues seria f(n) = f(n—1).f (1) =0. Por consiguiente f(1)#0.
Su inversa, f':R,—>R Vverificaria que f'(1)=0, ya que f(0)=1.
Representaremos a la inversa de la funcidon exponencial por

S (x) =log, (x)
que llamaremos funcién logaritmo en base a. Verificando, pues, que log, (1) =0.

0.2. Exponenciacion de variable racional:
Sin embargo, para poder estudiar la funcién logaritmo, como funciéon de variable
real, hemos de extender la funcidon exponencial definida para variable entera, a los

numeros reales. Veamos primero su extension a los niUmeros racionales:
m 1 1

Puesto que interesaria que a"” =a” +...(m)...+a" , podemos definir, Va e R, :
1

a) f(Un)=a"=%a,nez,
b) f(m/n):a% :(%)n,n eZ ,meZ

Cumpliéndose

E £ +n,
flnjm)+ f(pla)=a" +a* =Wa) +Waf =(a]" +(¥a) = (¥a]"" -
mg+np m.p
=a " =a" = f(m/n+plq)
En definitiva, la funcidn exponencial de variable racional, f(x)=a",Vx e Q verifica:

a) f(0)=1
b) f()#0
c) f(x+y)=f(x).f(¥)

1. La funcion exponencial de exponente irracional:

El extender la funcidon exponencial de variable entera al caso racional ha sido
sencillo debido a que todo numero racional se expresa como el cociente de dos
enteros, y la prueba de las propiedades se reduce, en realidad, a la prueba para
numeros enteros.



Esto no ocurre en el caso de exponente irracional, porque no es posible expresar un
numero irracional como funcién sencilla de enteros. Sin embargo, podemos
guiarnos por las condiciones que cumple la exponencial de variable racional,
procurando que la funcién exponencial de variable real tenga tales propiedades, o
bien se deduzcan a partir de ella las propiedades ya enumeradas del caso de
variable racional.

Pretendemos, pues, que la funcién de variable real, y= f(x), sea derivable y
verifique las condiciones ya indicadas para el caso racional:

a) f(0)=1
b) f()#0
Q) fx+y)=rf(0).f(»)

1.1. La derivada:

S')=lim fx+h)— f(x) _ lim f).f(h) - f(x)
h—0 h h—0 h

lim  f(h)-1

h—>0 h

lim f(h)-1
-0 A

=/, = .f(x)

donde hemos llamado @ a la constante , caso de que exista el limite.

En definitiva, es f'(x) = w.f(x)

1.2. La derivada de la funcion inversa. Obtencion de la funcién logaritmo:
1.2.1.Veamos como obtener la derivada de la funciéon inversa de la funcién
exponencial y= f(x)=a",y>0.

Consideremos la inversa x= f'(y), >0, determinemos cémo podria ser su
derivada:

y=f(x)=f[f‘1(y)], y>0 es decir, y=f[f‘1(y)], ¥ >0, o bien, como la variable
es muda, podemos escribir: x=f[f‘l(x)], x>0.

1 1 1
@ W) e

Alderivar: 1= /[ (0] (@)— £ (x)'= >0

1.2.2. Obtengamos la funcion inversa mediante una integral:

En definitiva, la funcion inversa de la exponencial de variable real, la funcién
logaritmo, ha de cumplir:

£ (x)'=(log, (x)) = 1 iso
wx
que podriamos determinar por la integral:
k 1% dx
log, (x)|, = log, (k) —log, (h) =

h
salvo el factor desconocido (1/w). Si integramos entre 1 y x, x>0, podemos
expresar:



log, (o) =log, ()~ log, (D) =log, (1) -0 = [ > log, (0= [2 [1.22)

1 1

2. La funcién logaritmo natural:

2.1. Definicion
La dificultad de no conocer el factor (1/®) podriamos obviarla definiendo la funcién
logaritmo en la forma

¢dt
log(x) = -[7
1

confiando en que el factor desconocido se haga 1 en alguna base, lo que podremos
determinar mas tarde. Llamaremos a esta funcién, “funcién logaritmo natural”, que
representaremos por L(x):
L:R, >R
cdt
VxeR+,L(x)=J.—eR
t

1

y se cumplira, para otra base cualquiera, a, que

L(x)= J.% = w.log, (x)

2.2. Propiedades elementales
Teorema 2.2:
Se verifica que:
1) L(1)=0
2) L'(x)=1/x, Vx>0

3) L(x.y)=L(x)+ L(y)
Demostracion:

1
1) L(1)=j%=o

2) Siendo L(x)= J.% por el Teor. Fundamental del célculo, esL'(x) =1/x, Vx>0
1

3) Llamemos f(x)=L(x.y), con y>0.Y para cada y fijo se tiene que es
1 1
f'(X)=L'(xy)=Ey=;=L'(X) = f'(0)=L"(x) > f(x) = L(xy) = L(x) + k

Como para x=1es f()=L(.y)=L1)+k=0+k —> L(y)=k, por lo que se tiene:
L(x.y)=L(x)+k=L(x)+L(y)
En definitiva, Vx,y >0, L(x.y) = L(x)+ L(»)

Corolario: Vx>0,Vne N, L(x")=n.L(x)



Demostraciéon: Aplicando induccién, consideremos el conjunto de los numeros
naturales que verifican la relacion, S = {n eN/L(x")= n.L(x)}, y probemos que tal
conjunto coincide con N.
a) L(x*)=L(1)=0, y también 0.L(x) =0, por tanto: L(x")=0.L(x) > 0e S
b) L(x')=L(x)=1.L(x) >1eS
c) Probemos que si k€S entonces k+1€S§':
keS— L(x")=kL(x) > L(x*")= L(x*x) = L(x") + L(x) = k.L(x) + L(x) =
=(k+1).L(x),0sea: L(x*")=(k+1).L(x) > k+1eS

Corolario: L(KJ =L(x)-L(y), Vx,y>0
y

Demostracién: L(x) = L(i . yJ = L(fj +L(y) > L(i] = L(x)— L(»)
y Y y

2.3. Otras propiedades
La funcion logaritmo natural verifica propiedades sencillas que permiten construir la
grafica y determinar el valor de la funcion para todo elemento de su dominio.

Teorema 2.3.1:

La funcion logaritmo natural es continua, estrictamente creciente y céncava.
Demostracién:

a) y=L(x) es derivable, y'=1/x, por tanto es continua.

b) Puesto que y = L(x) estd definida para x>0, se tiene que y’=1/x>0, lo que indica
que es estrictamente creciente.
c) La segunda derivada de y = L(x) es negativa: "= (1/x)'=-1/x> <0, por tanto

es concava, VxeR, .

Se puede representar en un diagrama cartesiano x,y de la forma:

¥

f y=L(x)

Teorema 2.3.2:
La funcién logaritmo natural es no acotada.
Demostracion:



a)

b)

No tiene cota superior. Si suponemos que M es cota superior de L, es decir,
que L(x)<M,Vx e R, llegariamos a una contradiccion, pues haciendo

x=2",seria L(x)=L(2")=n.L(2)< M. Pero si elegimos un n>M /L(2) se
tiene que L(x)=nL(2)> %LQ) =M, lo que se contradice con que M
habria de ser cota superior. Luego L no esta superiormente acotada.

No tiene cota inferior. Si suponemos que —N es cota inferior de L, es decir,

que L(x)>-N,Vx e R, llegamos a una contradiccién, pues haciendo

X= (1/2)", seria L(x)=nL(1/2)=-nL(2)>—N . Pero si elegimos n> N/L(2)
N

se tiene que L(x)=-nL(2)< _T2)L(2) =—N, lo que se contradice con que

—N habria de ser cota inferior. Luego L no esta inferiormente acotada.

Teorema 2.3.3:
La funcion logaritmo natural es un isomorfismo del grupo multiplicativo (R+,.) en el
grupo aditivo (R,+).

Demostracién:
Se trata de ver que L es homomorfismo inyectivo y suprayectivo, es decir,
homomorfismo biyectivo.

a)

b)

c)

2.4.

Por el teorema 2.2, apartado 3), sabemos que
L(x.y)=L(x)+ L(y), Vx,y € R,, por consiguiente, es homomorfismo del
grupo multiplicativo (R+,.) en el grupo aditivo (R,+).

Como es estrictamente creciente, por teorema 2.3.1, apartado b), es
también inyectiva, siendo por tanto homomorfismo inyectivo.

Para ver que también es suprayectivo, hemos de probar que Vb e R,3a € R,
tal que L(a)=0>.

Sabemos que si b=0,3Jae R, /L(a)=0—>a=1

Supongamos que b>0. Eligiendo un n>b/L(2)serd nL(2)=L(2")>b, por
lo que b perteneceria al interior del intervalo [0,L(2”)].

Puesto que los originales de los extremos del intervalo son a=1y a=2", y
siendo L continua, podemos aplicar el teorema del valor intermedio para

funciones continuas en el intervalo [1,2"], estableciendo que
Vbe(0,L(2")),dac(1,2")/ L(a)=b

como n es arbitrariamente grande, b puede ser cualquier nimero real

positivo.

Supongamos que b<(. Sera entonces -b>0, por lo que Ja'e R, /L(a')=-b

Lo que implica que L(1/a')y=—-L(a')=b

En definitiva, L es suprayectiva, por lo que el homomorfismo es biyectivo, o

sea, isomorfismo.

Funcion logaritmo en una base cualquiera

Teorema 2.4.1:
La funcion logaritmo en una base cualquiera a se relaciona con la funcién logaritmo
natural por la expresion



log, (x) = 24X

L(a)
Demostracion:
1 cdt 1
Puesto que de [1.2.2] es log,(x)=—|—=—L(x), con @ constante no nulay
1) w

1
siendo L(x) isomorfismo, también lo sera log,(x), por lo que al ser funcién

suprayectiva, 3z e R, /log,(z) =1, y como z=a'=a, se tiene:

log,(a) = iL(a) =1

de donde @ = L(a), quedando finalmente:

L

log, (x) =

L(a)
Definicion: Llamamos Logaritmo de x en base a, a >0,a #1, y lo representamos
por log, (x), al cociente L(x)/L(a), donde L representa la funcién logaritmo
natural. O sea:
L(x)
L(a)

VxeR,,log, (x)= ,azlnrna>0

Andlogamente, dec R, / L(e) =1, es decir, log,(x)= L(x), por lo que e es la base
de los logaritmos naturales.
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