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LA IDEA DE RETICULO DE ORDEN Y DE RETICULO ALGEBRAICO.
EQUIVALENCIA

Los conjuntos ordenados y acotados pueden estudiarse como conjuntos filtrantes
con cota superior minima y cota inferior maxima. Esto permite definir los reticulos
de orden y establecer su equivalencia con una estructuracion algebraica sobre leyes
de composicion interna, que nos lleva necesariamente a los conceptos clasicos de
reticulos, algebras y anillos booleanos.

01. Conjuntos filtrantes

Definicion de conjunto filtrante

Un conjunto ordenado A tal que todo subconjunto del mismo de dos elementos esté
acotado superiormente (mayorado) se dice que es filtrante superiormente. Si todo
subconjunto de dos elementos de A estd acotado inferiormente (minorado), se dira
filtrante inferiormente. Un conjunto filtrante es un conjunto que es filtrante
superiormente y filtrante inferiormente.

(A,<) filtrantesup<>Va,b EA,AM EAla<Mrb=M
(A,<) filtrante inf <>Va,bEA,AnEA/m=arms=b
(A,<) filtrante <> (A,=) filtrante sup A(A,<) filtrante inf

Teorema 01.1
1) Todo subconjunto finito de un conjunto filtrante superiormente es mayorado:

(A,=) filtrante sup a{a,,...,a,} CA—=3IxEA/x=za,i=1,.,n

2) En todo conjunto filtrante superiormente, un elemento maximal es también
maximo, y, por consiguiente, es Unico.

Demostracion:
1) Por induccidn:

1.1) Para n=2 se verifica, por ser (A, <) filtrante sup:
VYabEA,AIxEA/asxab=sx
1.2) Sea cierto para n=k-1, veamos que ha de ser cierto para n=k:

yEA/a =y, i=1,..k-1r{y.a,} mayorado—-3IxEAly<xna, =x—
—dxEA/a <sx,i=1,..k

Por consiguiente, la proposicion se verifica, para todo subconjunto finito.

2) Por reduccién al absurdo:



LA IDEA DE RETiCULO DE ORDEN Y DE RETICULO ALGEBRAICO Carlos S. CHINEA

m &€ A/m maximal A m no maximo—=3In € A/ (nom=n)A(nonz=m)A A filtrante —
—dxEA/x2mAx=nAX=mAX=n— mnomaximal

Es inmediato que el teorema se verifica de forma analoga para conjuntos filtrantes
inferiormente:

1) ((A,=) filtrante inf A{a,,....a,} CA—3AxEAl/x<a,i=1,..,n

2) En todo conjunto filtrante inferiormente, un elemento minimal es también
minimo, y, por consiguiente, es Unico.

02. Semirreticulos

Definicion de inf-semirreticulo y sup-semirreticulo
Un subsemirreticulo es un conjunto ordenado tal que todo par de elementos del

mismo admite mayorante minimo, o supremo, que, si lo representamos porxvy,
podemos escribir sup{x,y}=xvy

Un infsemirreticulo es un conjunto ordenado tal que todo par de elementos del
mismo admite un minorante maximo, o infimo, que, representandolo por xAYy,

podemos escribir inf{x,y} =XAYy

Teorema 02.1

1) En un supsemirreticulo, todo subconjunto finito admite supremo.

2) Para toda familia de supsemirreticulos, el conjunto producto es también un
supsemirreticulo.

Demostracion:
1) Por induccion. Se verifica para n=2, por definicion de supsemirreticulo. Sea
cierto para n=k-1 y veamos que entonces ha de ser cierto también para n=k:

Llamemos y=sup{a,,...q,,}, y sea x=sup{y,a,}. Entonces x es mayorante del
conjunto {a,,...a,} —=>x=zy.

Cualquier otro mayorante z de {a,..,a,}—z es mayorante de {a,...q,_}—
—>z=y—>z es mayorante de {y,q,} = zzx—x=sup{a,...q,}.

2) Sea (Al.,s)ia una familia de supsemirreticulos y llamemos P al conjunto producto

cartesiano de los elementos de la familia: P=HAi. Si consideramos ahora dos
S
elementos cualesquiera de P, a=(q,),.,;,b=(b,),c,, pProbemos que el elemento de P

dado por c¢=(c;),,, donde cada ci=sup{ai,bi}, es precisamente, el supremo de

{a,b} :
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Obviamente, es a<c,b=c. Si consideramos un elemento d de P, d=(d,),,, tal
que asd,b=dentonces a,=<d;, yb =d,, de donde también c,<d,, puesto que es

¢, =sup{a,b;}, porlocual c=d.

El teorema andlogo para infsemirreticulos se prueba del mismo modo.
Completitud:

Un supsemirreticulo completo es un supsemirreticulo en el que todo subconjunto
del mismo admite supremo (mayorante minimo). Un infsemirreticulo completo es
un infsemirreticulo en el que todo subconjunto del mismo admite infimo (minorante
maximo). Obviamente, todo supsemirreticulo completo admite maximo, y todo
infsemirreticulo completo admite minimo.

03. Reticulos de orden
Definicion de reticulo:

Se llama reticulo de orden a un conjunto ordenado que es supsemirreticulo y
también infsemirreticulo En un reticulo de orden, por tanto, todo par de elementos
admite supremo y también admite infimo, lo que nos indica que también todo
subconjunto finito admite tanto supremo como infimo.

Teorema 03.1
Para dos reticulos de orden dados, el conjunto producto cartesiano de ambos es
también un reticulo de orden.

Demostracion:
Es trivial, por el Teorema 02.1.

Definicion de subreticulo:
Dado un reticulo de orden (A,<) y un subconjunto S de A, con el mismo orden

inducido por el reticulo, (S,=</S), diremos que (S,=/S) es subreticulo del reticulo
(A,=) siy solo si se verifica que, para dos elementos cualesquiera de A, el infimo y
el supremo en A son respectivamente el infimo y el supremo en S:

Va,b € A, inf, {a,b} =inf {a,b}, sup, {a,b} =sup,{a,b}

Notemos que en general, un subconjunto de un reticulo, con su mismo orden
inducido, no es un reticulo, y cuando lo es, pueden no ser iguales los infimos y
supremos de dos elementos cualesquiera del reticulo, pues se da en general una
situacién del tipo:

Va,b € A,inf, {a,b} <inf {a,b} <sup {a,b} =sup,{a,b}
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Completitud en un reticulo de orden:

Un reticulo de orden completo es un conjunto que es infsemirreticulo completo y
también es supsemirreticulo completo.

Teorema 03.2
Dados dos reticulos de orden completos, el conjunto producto cartesiano de ambos
también es reticulo de orden completo.

Demostracion:

Veamos que cualquier subconjunto C del producto cartesiano Ax B de dos reticulos
de orden completos, tiene infimo y tiene supremo. Sean, pues, dos reticulos de
orden completos, (A,<) y (B,<), y sea C un subconjunto del mismo con el orden

inducido, o sea:

C=AxB CAxB,C={(x,y)/x, EA.,y EB}, ACABCB

por ser A completo, A € A tiene infimo y supremo, andlogamente, por ser B
completo, también B, C B tiene infimo y supremo:

a, =infA,a =supA,, b =infB,, b =supB,
de lo cual es inmediato que existen infimo y supremo para el conjunto C:

(a, x b)) = inf(A, x B)) = inf C, (a, xb,) = sup(A, x B,) =supC

Teorema 03.3

Todo semirreticulo completo, ya sea supsemirreticulo o infsemirreticulo, que tenga
elemento nulo y universal (minimo y maximo), es también un reticulo de orden
completo.

Demostracion:

Hagamos la demostracion para un infsemirreticulo. Sea, pues, (A,<) un

infsemirreticulo completo, por lo cual existe infimo para cualquier subconjunto A’ de
A. Llamemos a=infA'.

Sean, entonces, a=infA',¢p=minA, u=supA . Para probar que A es completo,
bastara ver que existe supA'. Para ello consideremos el conjunto X, de todos los
mayorantes de A'. Tal conjunto no es vacio, pues uw€E X, . Supongamos que es s
el infimo del conjunto X,.: s=inf X, . Esto quiere decir que cualquier elemento de
A' es menor o igual que cualquier elemento de X, , es decir, cualquier elemento
de A' es minorante de X, . O sea:

VzEA',zss—>smayorantede A'—=s€ X, —s=minX, . Por lo cual, supA'=s
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04. Reticulos algebraicos. Equivalencia con los reticulos de orden

Un reticulo algebraico (A,*,*‘) es un conjunto A dotado de dos leyes de composicidon
interna, * y *’, que tienen las propiedades siguientes:

a) Son idempotentes: VxE A, x*x=x,x*'x=x

b) Son conmutativas: Vx,yE A, x*y=y*x, x*'y=y*'x

c) Son asociativas: Vx,y,zE A, (x*y)*z=x*(y*z),(x*'y)*'z=x*'(y*'7)
d) Propiedad de absorcion: Vx,yE A, (x*y)*'x=x,(x*'y)*x=x

Un reticulo algebraico distributivo es un reticulo algebraico en el que las dos leyes
de composicion internas son distributivas la una con respecto de la otra.

Teorema 04.1
Si el par (A,=<) es un reticulo de orden, entonces la terna (A,*,*‘)en donde se ha

hecho *=A=infimo, *'=v=supremo , esun reticulo algebraico.
Demostracion:

Se verifica trivialmente, teniendo en cuenta que es xV y =supremo del par {x,y} Y
que es x Ay =infimo del par {x,y} :

1. VxEA xvx=x, xAx=x (Propiedad de Idempotencia)

2. Vx,yEA,xvy=yvx, xAy=yAax (Propiedad Conmutativa)

3. Vx,y,z€EA,(xvy)vz=xv(yvz), (xAy)Az=xA(yAz) (Propiedad Asociativa)

4. Vx,y€EA,(xvy)Ax=x, (xAy)vx=x (Propiedad de Absorcion)

Teorema 04.2

En todo reticulo algebraico puede definirse un orden desde sus leyes de
composicion interna, de forma que sea un reticulo de orden.

Demostracién: Si (A,*,*') es un reticulo algebraico, bastaréa definir el orden de la
siguiente manera:

xsyex*y=yvx*y=x
Las dos afirmaciones de la disyuntiva de la definicion son equivalentes, por lo que

la definicion es consistente. La demostracion simbdlica es inmediata desde las
propiedades de absorcion y de conmutatividad de las leyes internas del reticulo:

xFy=y—=>(x*¥y)fx=y*x=x¥y=x—=>x*y)*y=x*y=y*x=x
Veamos que se verifican las propiedades de la relacion de orden:

1. Propiedad reflexiva:
VxEA x*x=x—x<x
2. Propiedad antisimétrica:
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X<y x*y=x
—
ysx yFEx=y
3. Propiedad transitiva:

/\(x*y=y*x)—>x=y

X<y x*y=x
—

—x*z=(x*y)*z=x*(y*z)=x*y=x—>x=<z

ysz y¥z=y
Veamos finalmente que para todo par de elementos de A existe el infimo y también
existe el supremo:

Puesto que x*'y=y—=x=<y, x¥*y=x—=>x=<y, se tiene:
¥ (K y)=(x*¥'x)F'y=x*y—>x=x*'y

yExF ) =y*(y*x)=(y*'y)*x=y*'x=x*y—>y<x*'y
Es decir:

x=sx*
Y —>x*'y=supr{x,y}
y=sx*'y
Andlogamente:
(XFy)Fx=(yFx)Fx=y*(rfn)= yrx > x¥ysx

(x*y)ty=x*(y*y)=x*y—=x*y=<y
Es decir:

x*y=sx

x*

—>x*'y=inf{x,y}
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