Matematica de la Mecanica Cuantica
La interpretaciéon de la Mecanica Cuantica
en su formulacion Matricial

José Jesus MENA DELGADILLO
En 1925 Werner Heisenberg desarrollo un modelo de algebra de matrices para
tratar los problemas de Mecanica Cuantica en forma alternativa, a la que ya habia
planteado E. Schrodinger con la expresion de una ecuacion de onda.

Definiciéon de operador.

En Mecanica Cuantica, a cualquier cantidad fisica se le asocia un operador por
ejemplo: momento lineal, energia, momento dipolar, etc.
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Por ejemplo, la accion del operador L =- dd .+ x” sobre la funcion  f (x)=e 2,
X

lo cual conduce a la expresion del tipo:

x2

A 2 -
L f(x)=e 2 (3)
Observando que la relacion (3) corresponde a la ecuacion de Schrodinger.

A continuacion es conveniente definir las operaciones de suma (4) y resta (5) de

operadores: Ay B.

A+B|f=Af+Bf (4)

A-B|f=Af-Bf (5)

Para el producto o composicion de operadores, resulta:



QélﬂaﬁB}) (6)

Para el producto de un operador consigo mismo:

2

A =44 (7)

Operador lineal

A
Se dice que 4 es un operador lineal V ¢ ,c, € C, se satisface:

A

A(Clﬂ+czf2)=clA+CzA (8)

En particular, el operador diferencial de orden n, en términos de la suma y
producto de operadores, se define:

A n n-1
L, =a, (x) dd +a,, (x) d +ont a, (x) (9)

En general se satisface:
AB=B A (10)
Es decir 4 y B no necesariamente conmutan.

A A
Si 4 y B conmutan, en este caso se define el conmutador

A, B}:
P,ﬂ=2é-é2 (11)
Si [A , B} - 0 significa que 4 y B conmutan; en caso contrario no conmutan.

En 1925 Werner Heisemberg desarrolla un modelo apoyado en algebra matricial
con la finalidad de resolver problemas de Mecanica Cuantica del tipo que



abordaba la ecuacion de Schrodinger. De manera que ambos tratamientos son
equivalentes pero expresados con diferente lenguaje matematico.

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo puede expresarse como
una ecuacién que involucra operadores, es decir:

-n* d?
[Zm d x*

+Vbﬂq%ﬂ=EWQ) (12)

A partir de la expresion (12) se observa que el operador hamiltoniano esta dado
por:

AR P
H = Vv 13
2m dx2+ (x) (13)

Es decir; el operador hamiltoniano para una particula en una dimension se puede
escribir:

HW(x)=EW(x) (14)

En el caso tridimensional la ecuacion de Schrodinger se escribe de la forma:

A 32
H=

V2+V (x, 2) (15)
2m

Valores propios en operadores.

La expresion (14) también se puede expresar en la forma:

A

Ap(x)=ap(x) (16)
Para resolver la ecuacion anterior (16) se utiliza el método de valores propios, es
decir se encuentra la funcion p (x) y la constante a ; en donde p (x) es llamada
la funcidn caracteristica o eigenfuncion y a eigenvalor.

Ejemplo.

Sea f (x)=e¢" una funcién propia del operador:

O - lzi 2 d 1
2r - dr dr r




¢, Encuentre el valor propio del operador ?

Solucion:

Aplicando la funcién 1 (x) al operador O, resulta:

0o = 1 d (rzde )_1

_2VZE dr r
Oc 27t dr( me ) r
Oor oo 12[_( ,de dr’ _,”_e"r
2r dr dr r
" -r 1 -r -r e_r
Oe =—2r2[—(—rze +2re )]— r
66_’=— ! [rze_r—2re’r:|—e_r
27t 7
6€_l=—if(l")
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Por lo tanto:

f (r) es una funcion propia del operador (A) con valor propio g = - 21

A cada operador le corresponde un conjunto de funciones propias { ¢ i } con
valores propios { a, }. Sin embargo, existe la posibilidad de que algunas de estas

funciones propias les corresponda el mismo valor propio, en cuyo caso se

denominan funciones propias degeneradas.

Considerando que f=Ekl. ¢. es una combinacion lineal de un conjunto en

expansion, entonces:

Ar=43k (17)



Af=Ykiag=Skap=aSkg=as

Por lo tanto, la combinacién lineal de funciones propias degeneradas del operador

A también es funcién propia de este.

Valores esperados.

El valor esperado o valor promedio de una cantidad A le corresponde un operador

A
lineal 4.

A
Considere que a la coordenada X se le asocia un operador X multiplicativo.

Entonces el valor esperado de X, esta dado por la expresion:
5 b
(X )=X |w(X,1) dX=[XWw (X, )w(x,1)d X
Al intercambiar el orden de los factores; se obtiene:

(X )= [0 (1) 5 (x1)d x

En esta Gltima expresion: x W (x,7)= W (X,1)d X

En general en Mecanica Cuantica se establece que cualquier operador que
representa a una cantidad fisica se obtiene de la forma:

(A)=[w AW dv
En el caso de una dimension:

(A )= [ ()4 W () d x

Y se ademas se debe de cumplir:



f‘ xt‘dx—l

Si W (x, r) cumple con la condicién anterior se dice que se trata de una funcién de
onda normalizada.

Si dice que una funcién de onda W(x,7) no esta normalizada en donde se
satisface:

f\ xt\dxa en donde o = 0

. . .y 2 .y
Sin embargo, en el caso anterior la expreswn\ y (x, t)\ no representa una funcion
de distribucion de probabilidades y el valor esperado se expresa:

b A
f‘l’* (x,1) A W(x,7)d x
< A > = b
f‘ W (x, ¢

Operador Hermitiano.

Sea: 4 un operador lineal que representa a la propiedad fisica A, entonces el
valor promedio de A esta dado por:

=f1p*}1 Wdy=[w (AA‘P)dV
Dado que A es un numero real, entonces:
(4)=(4)

es decir:
ftp*fal 1pdV=[ftP*f4 IPdV]*

Dado que (z, +z,) =z +z," ¥y (zl) =z,; Vz,z,€C, la ecuacién anterior, se
expresa:



f\p*A Wdy=[v (A‘P)dV
Como se ha observado un operador que satisface la ecuacién anterior, es llamado
operador Hermitiano.

Un operador Hermitiano es también llamado operador adjunto.

Dos funciones complejas ¢ y 1 son ortogonales, si y solo si:
f¢*1PdV=f‘P*¢dV=O

Ademas, si ¢ y ¢y estan normalizadas, se dice que las funciones son ortonormales.
Ejemplo.

Determine si las funciones f (x)=senx y g(x)=cosx, son ortogonales en el
intervalo xE[O,Jz’].

Solucion.

Por tratarse de funciones reales 1 (x)= / (x)y g" (x)= g (x), entonces:

T T

ff (x)g(x)dx=fsen (x)cos (x)d x

0 0

Resolviendo, resulta:

}f(x)g(X)dx=ﬂudu=;(Senﬂ—sen0)=;(O—O)=0

0 0

Dadoque u=senx Yy du=senxdx.

Conjunto Completo

Las funciones propias de un operador Hermitiano forman un conjunto completo.
Esto significa que cualquier funcion f continua y derivable, siempre puede

A
expresarse como combinacion lineal de las funciones propias del operador 4.

f=2Ki (I)i



Para determinar el conjunto de coeficientes de la expansion { K; }, entonces:
f¢j*de=2Kif¢j* ¢idV

Dado que las funciones propias son ortogonales, entonces la ecuacion anterior, se
expresa de la forma:

f¢j*de=2Ki S,

Para el miembro derecho de la ecuacion solo cuando i = j sera diferente de cero,
entonces:

[6°0) 7 ()dx=K,
Conmutadores.

Propiedades de los conmutadores.

a)| 4.B =2é-é2=-(1§2-}1é)=-[}1.é]
b) | 4,4 |-
-/\ I\N
)| 4.4 }=o
d) K:sl,é}=K[:4,}A?]
e) 2,é+é]=[}1,é}+ }1,&]

Teorema.

Si dos operadores lineales Hermitianos conmutan, entonces es posible seleccionar
un conjunto completo de funciones propias.



Siun operador?l es Hermitiano con funciones propias { ¢, } y valores propios
{ a, }, entonces:

121 ¢i=ai¢i

A
Ahora aplicando el operador B , en ambos lados de la relacion anterior, se
obtiene:

Dado que:

B A4 ¢i=z§[ﬁ1¢[]=/§[ai ¢ ]

BA g =q, [éqz} Y [fm] -4Bg W)
De la relacion (1) y (ll). Resulta:

Z[fzqﬁi

=4q; [é ¢1]

Lo que significa que zA? ¢. es funcion propia de 1A4 .

Algunos operadores de la Mecanica Cuantica.

Considerando el operador Hamiltoniano:

H=T+V (18)
En donde:
A I
T =- 19
2m dx* (19)

Dado que la energia cinética de una particula libre, esta dada por:



Ec=)— (20)

Entonces:

P’=2mE, (21)

Por lo tanto de (19), (20) y (21), resulta:

A2 A 2 2 2
P =2mT =2m —h— d2 =—h? dz (22)
2mdx dx
Dado que:
1\2 A A
P =P P (23)

Por consistencia de (22) y (23), resulta:

p——in® (24)
dx

A continuacion se presenta una tabla de los operadores que actuan en Mecanica
Cuantica:

Observable Operador
X A
X
17 A
r
A d
P=-ih—
P. ! dx
F P =-inV
A hz aZ
T, T (Zm) dx’
A hz 2
IT'=-|—1|V

mn




v (x) [
V(x, v, z2t) V (x, 7, 2)
A R’
Total m

Postulados de la Mecanica Cuantica

Postulado 1. Existe una funcion de onda ¢ que depende del espacio y el tiempo
que contiene la informacidon de un determinado estado de un sistema de
particulas.

Postulado 2. (Operadores). A cada observable fisico (propiedad medible) le
corresponde un operador lineal Hermitiano.

Postulado 3. (Valores mediales). Los unicos valores posibles que pueden resultar
de la medicion de una propiedad fisica A, son los valores propios a, de la

A A
ecuacion de valores propios A4 ¢ =a, ¢, en donde 4 es un operador Lineal

Hermitiano.

Postulado 4. (Completud). Las funciones propias de todo operador 4 que
represente a un observable fisico forman un conjunto completo. Es decir la funcién
de onda y para cualquier estado se puede representar como una superposicion de
funciones propias ortonormales {gi} para cualquier operador cuantico; es decir:

W:ECI, &

Postulado 5. (Valores promedio). El valor promedio de la propiedad A de un
sistema fisico, esta descrito por la funcién de onda normalizada, dada por:

()= [wawdy
En donde \A\zes la propiedad de encontrar al sistema A entre x y x + Ax.

Postulado 6. (Ecuacion de Schrodinger). La funcidén de onda W de un sistema
fisico evoluciona en el tiempo de acuerdo con la ecuacion de Schrodinger, dada
por:

Hw=in’Y
0t

11




A
En donde H es el operador Hamiltoniano del sistema fisico.
Un aspecto importante de la Mecanica Cuantica se relaciona con el principio de
incertidumbre de Heisenberg y se refiere a la posibilidad de que dos propiedades
fisicas pueden ser medidas simultaneamente con la misma precision.
Ecuacion de movimiento propuesta por Heisenberg
Considerando el operador M como una matriz que describe un sistema fisico y en
donde a partir de los eigenvalores podemos saber los resultados esperados en un

experimento, entonces los cambios en el sistema fisico se pueden obtener a partir
de los cambios del operador H aun manteniendo la funcion de onda W inmutable.

La ecuacidon de movimiento propuesta por Heisenberg esta dada por:

1
0= [0.H] (25)
ih
En donde Q es una funcion implicita del tiempo y H es el operador Hamiltoniano
de la energia.

SiQ=Q (t);entonces la relacidon anterior (25) se convierte en:

_ L (Y
vh@Jﬂ+m (26)

0
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