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1. Homomorfismos 
 
1.1. La idea de homomorfismo: 
Definición 1_1 
Dados dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpos k de escalares, (V,k) y 
(V’,k) se denomina homomorfismo del espacio (V,k) al espacio (V’,k) a toda 
aplicación WVf →:  que verifique las condiciones de linealidad 
 

                                    )()()(,, yfxfyxfVyx +=+∈∀  
                                    )()(,, xfxfKVx ααα =∈∀∈∀  
 
Representaremos por Hom(V,V’) al conjunto de todos los homomorfismos, 
aplicaciones lineales, del espacio (V,k) en el espacio (V’,k).  
 
Si un homomorfismo es biyectivo, se llamará isomorfismo, y si es inyectivo, 
monomorfismo. Si la aplicación es sobreyectiva, diremos que es un epimorfismo. 
 
La siguiente proposición es una consecuencia inmediata de la definición de 
homomorfismo. 
 
Proposición  1_1 
Si f es homomorfismo se cumple que: 

a) f(0)=0 
b) f(-x)=-f(x), Vx∈∀  

En efecto: 
a) Aplicamos la segunda condición de linealidad: ,Vx∈∀ f(0)=f(0x)=0.f(x)=0 
b) Igualmente: ,Vx∈∀  f(-x)=f((-1).x)=(-1).f(x)=-f(x) 
 
Esta otra proposición permite caracterizar los homomorfismos mediante una 
sencilla condición. 
 
Proposición 1_2: 
La condición necesaria y suficiente para que la aplicación ': VVf →  sea lineal, es 
que 

KVyxyfxfyxf ∈∀∈∀+=+ βαβαβα ,,,),()()(  
Demostración: 
- condición necesaria: aplicamos directamente ambas condiciones de linealidad 

KVyxyfxfyfxfyxf ∈∀∈∀+=+=+ βαβαβαβα ,,,),()()()()(  

- condición suficiente: hacemos α=1, β=1 para obtener la primera condición de 
linealidad, y hacemos q=0 para obtener la segunda: 
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Hacemos α=1, β=1: 
    VyxyfxfyxfVyxyfxfyxf ∈∀+=+→∈∀+=+ ,),()()(,),()()( βαβα  

    - Hacemos β=0: 
        KVxxfxfVyxyfxfyxf ∈∀∈∀=→∈∀+=+ ααααα ,),()(,),(0)()0(  
 
En el caso de que  el espacio origen y el espacio imagen coincidan (V=V’), se 
introduce la idea de endomorfismo. 
 
Definición 1_2: Se denomina endomorfismo en el espacio (V,k) a un homomorfismo 
f:V V, esto es, un homomorfismo de V en V. El endomorfismo se llama 
epimorfismo si la aplicación f es sobreyectiva, monomorfismo si es inyectiva y 
automorfismo si es biyectiva. Representaremos por End(V) al conjunto de todos los 
endomorfismos en V. 
 
1.2. Homomorfismos y variedades lineales 
Definición 1_3: 
Un subconjunto L de vectores de un espacio vectorial (V,k) es una variedad lineal 
de V si tiene también estructura de espacio vectorial con respecto al mismo cuerpo 
de escalares k. 
 
Proposición 1_3: 
La condición necesaria y suficiente para que un subconjunto VL ⊂ sea  variedad 
lineal del espacio (V,k) es que LbyaxkbaLyx ∈+∈∀∈∀ ,,,,  
Demostración: 

- Condición suficiente: 
Haciendo a=1,b=1, LyxLbyaxkbaLyx ∈+→∈+∈∀∈∀ ,,,, , luego la suma de 

vectores es interna en L, y tiene las mismas propiedades de grupo que tiene en V. 
Haciendo b=0, LaxKaLx ∈∈∀∈∀ ,, , y tiene las mismas propiedades del producto 

de un vector por un escalar que tiene en V. Luego (L,k) es espacio vectorial, 
subespacio del espacio vectorial (V,k). 

- Condición necesaria:  trivialmente, →∧∈∀∈∀ vectespacioLKbaLyx ,,,  

 LbyaxLbyLax ∈+→∈∈→ ,  
 
Proposición 1_4: 
Para todo homomorfismo WVf →: se verifica que 

a) Si L es variedad lineal de V, entonces f(L) es variedad lineal de W. 
b) Si L’ es variedad lineal de W, entonces f-1(L’) es variedad lineal de V. 

Demostración: 
a) Hemos de probar que KLfyxLfyx ∈∀∈+∈∀ βαβα ,),(''),(',' . 

)('')()()()()(
,,var')(,')(/,),(','

LfyxLfyfxfLfyxf
KLyxlinealLyyfxxfLyxLfyx

∈+→∈+→∈+→
→∈∀∈+→∧==∈∃∈∀

βαβαβα
βαβα

 
b) Hemos de probar que KLfyxLfyx ∈∀∈+∈∀ −− βαβα ,),(),(, 11 . 

)()(
,,)()(var)(),()(,

1

1

LfyxLyxf
KLyfxflinealLLyfxfLfyx

−

−

∈+→∈+→

→∈∀∈+→∧∈→∈∀

βαβα

βαβα

 
 
La siguiente proposición es una consecuencia inmediata de la proposición 1_4. 
 
Proposición 1_5: 
a) )(Vf  es variedad lineal de V’. 
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b) )0(1−f es variedad lineal de V. 
Ambas variedades lineales se denominan respectivamente variedad imagen, y 
núcleo del homomorfismo. Pueden ser simbolizadas por )(Vimg  y fker , 
respectivamente. 
Demostración: 

a) Trivialmente, puesto que V es una variedad lineal de si misma, img (V)=f(V) es 
variedad lineal del espacio imagen V’. 

b) Análogamente, al ser { }0  variedad lineal de W, es ker f=f-1(0) variedad lineal 

del espacio V. 
 
Definición 1_4: 
Se denomina rango del homomorfismo ': VVf → al cardinal de una base Bf de la 

variedad lineal f(V), o bien, si es f(V) de dimensión finita, a su dimensión: 
rang(f)=card(Bf) o bien rang(f)=dim img(f(V)) 

Se denomina nulidad del homomorfismo WVf →:  al cardinal de una base B’f de 

la variedad lineal f-1(0), o bien, si es f-1(0) de dimensión finita, a su dimensión: 
nulid(f)=card(B’f) o bien nulid(f)=dimkerf=dim f-1(0) 

 
Proposición 1_6: 
La condición necesaria y suficiente para que el homomorfismo ': VVf →  sea 

inyectivo, es que { }0ker =f . 
- condición necesaria: 

yxyfxfVyxinyectivof =⇒=∈∀↔ )()(,, . 

{ }0ker0)0()(0)0(0)(,ker =→=→=→=∧=∈∀ fxfxffxffx  
- condición suficiente:   

{ }
inyectivofyxyx

fyxyxfyfxfyfxff
→=→=−→

→∈−→=−→=−→=∧=
0

ker0)(0)()()()(0ker

 
 
Proposición 1_7: 
Si B es una base del espacio V, entonces f(B) contiene a una base de la variedad 
lineal imagen f(V). 
Demostración: 
Sea { }keB =   una base de V. Se tiene que: 

( ) { }∑∑ =→===→=∈∃∈∀ )()(')()(')(/),(' kk
k

k
k efBfxefxexfxfxxfVxVfx  

genera a la variedad f(V). Como todo sistema de generadores contiene subconjun-
tos linealmente independientes maximales, f(B) contiene al menos una base de 
f(V). 
 
Proposición 1_8: 
Sea B una base de V y sea B’ una base de Ker f. Si es B” el conjunto de vectores 
de V tal que "' BBB U=   y φ="' BBI , entonces f(B”) es base de f(V). 
Demostración: 
Por la proposición 1_7, )"'()( BBfBf U= es un sistema de generadores conteniendo 
una base de f(V). Como f(B’)=0, tal base está contenida en f(B”).  
Veamos que f(B”) es un conjunto de vectores linealmente independientes. Sea una 

familia cualquiera de vectores de f(B”), { }kke" , que cumple que ∑ →= 0"
k

k eα  
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( ) ∑∑ ∑ =→==→ 00)( k
k

k
k

k
k eefef ααα ,y siendo "' BBB U= base de V, se 

tiene que 00 =→=∑ k
k

k e αα , por lo cual 00" =→=∑ k
k

k e αα y f(B”) es 

linealmente independiente, y como también es sistema de generadores de f(V), es 
una base. 
 
Proposición 1_9: 
Sea B una base de V. La condición necesaria y suficiente para que f sea suprayec-
tiva es que f(B) sea sistema de generadores de V’. 
Demostración: 
-condición necesaria: 
Puesto que por la Proposición 1_7 sabemos que f(B) es sistema de generadores de 
f(V), si f es suprayectiva será V’=f(V) y f(B) será sistema de generadores de V’. 
-condición suficiente: 

Si f(B) es sistema de generadores de V’, entonces ∑=∈∀ ),(','' k
k efxxVx siendo 

{ } )()( Bfef k ⊆ , luego ( ) )('),()(' VfxVxxfexfefxx k
k

k
k ∈→∈=== ∑∑ , de 

donde, →=→⊆ )(')(' VfVVfV  f suprayectiva 
 
 
 
 
 
2. Operaciones 
 
En lo que sigue, consideraremos el conjunto Hom(V,V’) de todos los homomor-
fismos de V en V’. Veremos como, con la definición que damos de suma y producto 
por un escalar, es un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo k del espacio V. 
Veremos también que con la operación de composición o producto de 
homomorfismos que exponemos, se trata de una álgebra asociativa. 
 
2.1. Suma y producto por un escalar. Estructura de espacio vectorial: 
Definición 2_1: 
- suma:  

VxxgxfxgfVVHomgf ∈∀+=+∈∀ ),()())((),',(,  
-Producto por un escalar: 

VxxfxfKVVHomf ∈∀=∈∀∈∀ ),())((,),',( ααα  
 
Proposición 2_1: 
(Hom(V,V’), +) es un grupo conmutativo.  
Demostración: 
-La suma es ley interna en Hom(V,V’): 

=+++=++∈∀∈∀ )()())((,,),',(, yxgyxfyxgfKVVHomgf βαβαβαβα  
=+++=+++= ))()(())()(()()()()( ygyfxgxfygxgyfxf βαβαβα  

)',())(())(( VVHomgfygfxgf ∈+→+++= βα  
-La suma es asociativa: 

[ ] =++=++=++∈∀ )()()()())(()()(),',(,, xhxgxfxhxgfxhgfVVHomhgf  
[ ] Vxxhgfxhxgxf ∈∀++=++= ),()())()(()(  

-La suma es conmutativa: 
VxxfgxfxgxgxfxgfVVHomgf ∈∀+=+=+=+∈∀ ),)(()()()()())((),',(,  

-Existe elemento nulo: 

Sea .,0)(/)',( VxxfVVHomf oo ∈∀=∈  
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)()(00)()()()()(),',( xfxfxfxfxfxfxfVVHomf oo =+=+=+=+∈∀  
-Existe elemento opuesto: 

Sea .),())(/()',( VxxfxfVVHomf ∈∀−=−∈−  

offfVxxfxfxfxfxff =−+→∈∀=−=+−=−+ )(,0)()())())((()))(((  
 
Proposición 2_2: 
El producto de los elementos del grupo (Hom(V,V’), +) por los elementos del cuerpo 
de escalares de ambos espacios tiene las siguientes  propiedades: a) es ley interna 
en (Hom(V,V’), +), b) Tiene asociatividad mixta, c) El producto de un escalar por 
una suma de homomorfismos es distributivo, d) El producto de una suma de 
escalares por un homomorfismo es distributivo, d) el elemento unidad del cuerpo 
de escalares es neutro al multiplicarlo por un homomorfismo del grupo. 
Demostración: 
a)El producto por un escalar es ley externa de )',()',( VVHomenVVkxHom :  

=+=+=+∈∀∈∀ )()()())((),',(, yqfxpfqypxfqypxfVVHomfk ααααα  
)',(),)(())(()()( VVHomfVxyfqxfpyfqxfp ∈→∈∀+=+= ααααα  

b)Asociatividad mixta: 
VxxfxfxfxfVVHomfk ∈∀===∈∀∈∀ ),)()(()()())(())((),',(,, αβαββαβαβα  

O sea:    ff )()( αββα =  
c)Distributividad del producto de escalares por suma de homomorfismos: 

=+=+=+∈∀∈∀ )()())()(())((),',(,, xgxfxgxfxgfVVHomgfk ααααα  
gfgfxgf ααααα +=+→+= )())((  

d)Distributividad del producto de una suma de escalares por un homomorfismo: 
→+=+=+∈∀∈∀ ))(())()()()(),',(,, xffxfxfxfVVHomfk βαβαβαβα  

fff βαβα +=+→ )(  
e)El producto por el elemento unidad del cuerpo de escalares: 

ffxfxfVxVVHomf =→=∈∀∈∀ .1)()(.1,),',(  
 
Corolario: 

( )kVVHom ,.),',( +  tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo k de 

escalares que definen los espacios vectoriales ( )),., kV +   y ( )),.,' kV + . 
 
 
2.2. La composición de Homomorfismos. Estructura de álgebra asociativa: 
Consideremos tres espacios vectoriales, ( )),., kV + , ( )),.,' kV +  y ( )),.," kV + , definidos 

sobre el mismo cuerpo de escalares, k, y sean )",'(),',( VVHomgVVHomf ∈∈ . Se 
define entonces el homomorfismo composición de ambos como la aplicación 
compuesta gof . Esto es: 

)",(),",'(),',( VVHomgofVVHomgVVHomf ∈∈∈∀  
definido por la condición: 

                                      [ ] ")())((, VxfgxgofVx ∈=∈∀  
Proposición 2_3: 
La composición de los homomorfismos )",'(),',( VVHomgVVHomf ∈∈  es un 

homomorfismo )",( VVHomgof ∈ . 
Demostración: 

[ ] ( ) =+=+=+=+ ))(())(()()()())(( yfgxfgyfxfgyxfgyxgof βαβαβαβα  
),',(,,),)(())(())(()(( VVHomfVyxygofxgofyfgxfg ∈∀∈∀+=+= βαβα  

),",'( VVHomg ∈∀  
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Proposición 2_4: 
Sea End(V) el conjunto de los homomorfismos de V  en V  (endomormismos). 
1) El conjunto End(V) de los endomorfismos de V  en V es un álgebra asociativa 
respecto a las operaciones de suma, producto escalar y composición de 
homomorfismos. 
2) El anillo (End(V),+,.) no es un anillo íntegro. 
Demostración: 
1) Veamos que (End(V),+,.K,o) es un álgebra asociativa: 

1.1. La composición de endomorfismos es ley interna: 

   [ ]=+=+∈∀∈∀∈∀ )())((,,,,),(, yxgfyxfogKVyxVEndgf βαβαβα  

      ))(())(())(())(())()(( yfogxfogygfxgfygxgf βαβαβα +=+=+=  
1.2. Es asociativa: 

   [ ] [ ] [ ] ====∈∀ ))()(())(())(()()(),(,, xhfogxhgfxfogfxgohfoVEndhgf  

      [ ] ohfoggohfoxohfog )()()()( =→=  
1.3. Tiene elemento neutro: 

    Sea el endomorfismo xxiVxVVi =∈∀→ )(,/:  

   )())(())((),())(())((),( xfxfixiofxfxifxfoiVEndf ====∈∀  
    Por tanto, fioffoi == , resulta que i es elemento neutro para la composición. 

1.4. Es distributiva respecto de la suma: 

    [ ] [ ] [ ] [ ]=+=+=+∈∀ ))())()()()())(),(,, xhgxhfxhgfxohgfVEndhgf  

    gohfohohgfxgohxfoh +=+→+= )())(())((  
1.5. No es conmutativa en general: 
Veamos que la operación no es conmutativa encontrando al menos un caso en el 
cual no lo es (se trata de encontrar un contraejemplo): 
Sea el espacio vectorial R2 (V=R2) y sean los homomorfismos f y g definidos por: 

2222 ),(),(,),(/: RxyyxfRyxRRf ∈=∈∀→  

    
2222 )0,(),(,),(/: RxyxfRyxRRg ∈=∈∀→  

     Se tiene: 

    [ ] )0,(),(),(),)(( yxygyxfgyxgof ===  

    [ ] ),0()0,(),(),)(( xxfyxgfyxfog ===  
     por tanto foggof ≠  y la operación no es conmutativa. 
 
2) Veamos que el anillo (End(V),+,.) tiene divisores de cero: 
    Sea 21 VVV ⊕= . Esto es, ,/,, 212211 xxxVxVxVx +=∈∈∃∈∀ de manera única. 

    Sea el endomorfismo nulo: VxxfVVfo ∈∀=→ ,0)(/: 0 ,  Y consideremos los  

    homomorfismos 

0222222

0111111

,)(,/:
,)(,/:

ffxxfVxVVf
ffxxfVxVVf

≠=∈∀→
≠=∈∀→

 

    Se tiene: 

                       
)(0)())(())((,
)(0)())(())((,

121212

212121

xfxfxffxoffVx
xfxfxffxoffVx

o

o

≡===∈∀
≡===∈∀

 

  En definitiva:     020101211 , fffffoffoff ≠≠∧==  

 
Proposición 2_5: 
El conjunto de los automorfismos de V es un grupo para la composición de 
homomorfismos, que se denomina Grupo Lineal General, GL(V). 
Demostración: 
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Puesto que la composición de automorfismos (endomorfismos biyectivos o 
isomorfismos en V) es ley interna, asociativa y con elemento neutro, solo queda 
probar la existencia de inverso para todo ).(VGLf ∈  

iofffofxxffxfofVGLfVGLf ==→==∈∃∈∀ −−−−− 11111 ))(()(/)(),(  
 
 
 
 
 
3. Relaciones 
 
3.1 Relaciones de equivalencia compatibles con la estructura de espacio 
vectorial. Espacio cociente: 
Si (V,+,.k) es un espacio vectorial sobre k, una relación de equivalencia R en V es 
una relación entre sus elementos que es reflexiva, simétrica y transitiva. Cada uno 
de los subconjuntos de V constituido por elementos entre sí equivalentes por la 
relación R, se llama clase de R-equivalencia. Así, representaremos por [ ]xclaseR  al 

conjunto de elementos equivalentes a Vx∈ por la relación de equivalencia R. El 
conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia se denomina conjunto 
cociente de V por la relación de equivalencia R y se puede representar por V/R. 
 
Veamos que definiendo adecuadamente la suma de clases y el producto de una 
clase por un escalar, puede dotarse al conjunto cociente, V/R, de estructura de 
espacio vectorial.  
 
Definición 3.1: 
Se define la suma de clases en V/R por: 
 

[ ] [ ] [ ] Vyxyxclasexclasexclase RRR ∈∀+=+ ,,  
 
Proposición 3.1. 
El conjunto cociente V/R dotado de la suma de clases, (V/R, +), tiene estructura de 
grupo conmutativo. 
Demostración: 

1. Es uniforme: 
     Se verifica que )''()('' yxRyxyRyxRx ++→∧ , ya que: 

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]→+=+→





=→
=→

''
''
''

yclasexclaseyclasexclase
yclaseyclaseyRy
xclasexclasexRx

RRRR
RR

RR  

     [ ] [ ] )''()('' ýxRyxyxclaseyxclase RR +→+=+→  
2. Es asociativa: 

    [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] =++∈∀ zclaseyclasexclaseRVzclaseyclasexclase RRRRRR )(,/,,  

     [ ] [ ] [ ] [ ] =++=++=++= )()( zyxclasezyxclasezclaseyxclase RRRR  

     [ ] [ ] [ ] [ ] [ ])( zclaseyclasexclasezyclasexclase RRRRR ++=++=  
3. Es conmutativa: 

    [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]=+=+=+∈∀ xyclaseyxclaseyclasexclaseRVyclasexclase RRRRRR ,/,  

     [ ] [ ]xclaseyclase RR +=  
4. Tiene elemento neutro: 

      Sea [ ] { }0/0 uRVuclaseR ∈=  

      [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]xclasexclaseclasexclaseRVxclase RRRRR =+=+∈∀ 00,/  
5. Existe el opuesto de cualquier elemento: 
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      [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0,/ RRRRR clasexxclasexclasexclaseRVxclase =−=−+∈∀  
 
Definición 3.2: 
Se define el producto de una clase por un escalar de la manera siguiente: 
 

[ ] [ ]xclasexclaseVxK RR ..,, ααα =∈∀∈∀  
 
Proposición 3.2: 
El conjunto cociente, V/R, dotado de la suma de clases y del producto de una clase 
por un escalar, es un espacio vectorial definido sobre el cuerpo k de escalares del 
espacio V. 
Demostración: 

1. Asociatividad mixta: 
[ ] [ ] [ ] [ ] ===∈∀∈∀ )(..)..(,/,, xclasexclasexclaseRVxclasek RRRR βαβαβαβα  

         [ ] [ ]xclasexclase RR )..()..( βαβα ==  
2. Distributividad del producto de escalares por suma de clases: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] =+=+∈∀∈∀ yxclaseyclasexclaseRVyclasexclasek RRRRR .).(,/,, ααα  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+=+=+=+= xclaseyclasexclaseyxclaseyxclase RRRRR ..).)..)( αααααα  

[ ]yclaseRα+  
3. Distributividad del producto de clases por suma de escalares: 

[ ] [ ] [ ] [ ] =+=+=+∈∀∈∀ xclasexclasexclaseRVxclasek RRRR )().().(,/,, βαβαβαβα  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]xclasexclasexclasexclasexxclase RRRRR ...... βαβαβα +=+=+=  
4. Propiedad del 1 del cuerpo: 

[ ] [ ] [ ] [ ]).1.1, xclasexclasexclaseVxclase RRRR ==∈∀  
 
Definición 3.3: 
Se denomina espacio vectorial cociente (V/R,+,.k) al conjunto cociente V/R dotado 
de la suma de clases y producto por un escalar. 
 
Proposición 3.3: 
Dado un espacio vectorial V y una relación de equivalencia R, la aplicación f de V en 
V/R tal que a cada elemento x del espacio le corresponde la clase de equivalencia 
cuyo representante es x, es un homomorfismo cuyo núcleo es { }0/ker xRxf = . 
Demostración: 

[ ] [ ] [ ] )()(..)(,,,, ybfxafyclasebxclaseabyaxclasebyaxfVyxkba RRR +=+=+=+∈∀∈∀
[ ] [ ] 00)(,ker xRxclaseclasexffx RR →==∈∀  

Obviamente, tal homomorfismo es sobreyectivo, es decir, se trata de un 
epimorfismo, ya que para cualquier elemento del espacio cociente, claseR[x], existe 
un elemento Vx∈  tal que [ ]xclasexf R=)(  
 
 
3.2. Relación de equivalencia definida por una variedad lineal y relación de 
equivalencia definida por un homomorfismo: 
Hemos visto, en la proposición 3.3, que una relación de equivalencia induce un 
homomorfismo del espacio vectorial dado en el espacio cociente por la relación de 
equivalencia.  Interesa saber cómo definir una relación de equivalencia mediante 
una condición de pertenencia a una variedad lineal, y también, por la igualdad de 
imágenes de un homomorfismo del espacio dado en otro espacio cualquiera. En lo 
que sigue vamos a ver que las relaciones definidas de uno u otro modo son, para 
una determinada variedad lineal, equivalentes entre sí. 
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3.2.1. Relación de equivalencia definida por una variedad lineal del espacio: 
Definición 3.4: 
Dado un espacio vectorial (V,+,.k) y una variedad lineal L del mismo, se define la 
relación RL del modo siguiente: 
 

LyxyxRVyx L ∈−↔∈∀ ,,  
 
Proposición 3.4: 
La relación  RL es de equivalencia y compatible con la suma de vectores y el 
producto de un vector por un escalar. El núcleo del homomorfismo e inducido es 
precisamente la variedad lineal L. 
Demostración: 
- Es relación de equivalencia: 
Reflexiva: 

xxRLxxVx L→∈=−∈∀ 0,  
Simétrica: 

xyRLxyLyxyxRVyx LL →∈−→∈−→∈∀ ,,  
Transitiva: 

zxRLzxLzyyxLzyzyRLyxyxRVzyx LLL →∈−→∈−+−→∈−→∧∈−→∈∀ ,,,
Es, por tanto, relación de equivalencia, cuyo espacio cociente podemos representar 
por V/L. 
- Es compatible con las operaciones del espacio: 
    Compatibilidad con la suma de vectores: 

)''()()''()('''' yxRyxLyxyxLyyLxxyyRxxR LLL ++→∈+−+→∈−∧∈−→∧  
    Compatibilidad con el producto por un escalar: 

'''' xxRLxxKLxxKxxR LL αααααα →∈−→∈∧∈−→∈∧  
- El núcleo del homomorfismo inducido es la variedad lineal L: 
El homomorfismo inducido LVVe /: →  está definido por la condición: 

[ ]xclasexeVx L=∈∀ )(,  

[ ]
[ ] LeLxLx

Lclase
Lxxclase

xeex
L

L ⊆→∈→∈−→




+=
+=

=∈∀ ker0
00

)(,ker  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]→==→=→∈→∈−∈∀ 0)(000, LLLLL clasexclasexeclasexclaseclasexLxLx
eLex kerker ⊆→∈→  

Por tanto: eL ker=  
3.2.2. Relación de equivalencia inducida por un homomorfismo del espacio en otro 
espacio cualquiera: 
Definición 3.5: 
Dado un espacio vectorial (V,+,.k) y un homomorfismo ': VVf →  en otro espacio V’ 

cualquiera, se define la relación RL del modo siguiente: 
)()(,, yfxfyxRVyx f =↔∈∀  

Proposición 3.5: 
La relación Rf es de equivalencia y compatible con la suma de vectores y el 
producto de un vector por un escalar.  
Demostración: 
- Es relación de equivalencia: 
Reflexiva: 

xxRxfxfVx f→=∈∀ )()(,  

Simétrica: 
xyRxfyfyfxfyxRVyx ff →=→=→∈∀ )()()()(,,  
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Transitiva: 
zxRzfxfzfyfzyRyfxfyxRVzyx LLf →=→=→∧=→∈∀ )()()()()()(,,,  

Es, por tanto, relación de equivalencia, cuyo espacio cociente podemos representar 
por V/f. 
- Es compatible con las operaciones del espacio: 
    Compatibilidad con la suma de vectores: 

=+→+=+→=∧=→∧ )()'()'()()()'()()'()('' yxfyfxfyfxfyfyfxfxfyyRxxR ff

)''()()''( yxRyxyxf f ++→+=  

    Compatibilidad con el producto por un escalar: 
')'()()'()()'()(' xxRxfxfxfxfkxfxfkxxR ff αααααααα →=→=→∈∧=→∈∧∀  

3.2.3. Ambas relaciones son entre si equivalentes cuando la variedad lineal es el 
núcleo del homomorfismo f que define una de las dos relaciones: 
Dado el homomorfismo ': VVf → , su núcleo, fker , es una variedad lineal de V, y 

como tal, define una relación de equivalencia kR . Si consideramos también la 

relación de equivalencia fR definida por el homomorfismo, podemos enunciar la 

proposición siguiente. 
Proposición 3.6: 
Si es fR  la relación de equivalencia definida por el homomorfismo ': VVf → y es 

kR la relación de equivalencia definida por la variedad lineal fker , se verifica que 

yxRyxRVyx kf ↔∈∀ ,,  

Demostración: 
- Si yxRfyxyxfyfxfyfxfyxR kf →∈−→=−→=−→=→ ker0)(0)()()()(  

- Si yxRyfxfyfxfyxffyxyxR fk →=→=−→=−→∈−→ )()(0)()(0)(ker  

Al ser equivalentes Rk y Rf, quiere esto decir que el espacio cociente es el mismo, 
esto es, V/f = V/kerf. 
 
 
 
 
 
4. Los teoremas de isomorfía 
 
De lo anterior, tenemos que todo homomorfismo, ': VVf → , induce un 

epimorfismo canónico fVVe ker/: → . Como también se cumple ')( VVf ⊆ , 

podemos establecer que existe un monomorfismo de inmersión ')(: VVfj → . El 
teorema siguiente permite obtener un tercer homomorfismo que cierra la 
descomposición del homomorfismo ': VVf → . 
 
 
4.1. Primer teorema de isomorfía: 
Dado un espacio vectorial V y un homomorfismo ': VVf →  en otro espacio 

vectorial, V’, existe un isomorfismo )(ker/: VffVi → , tal que 

)()ker(,/)ker( xffxiKerfVfx =+∈+∀  
Demostración: 
a) Es una aplicación: 

→=→=−→=−→∈−→+=+ )()(0)()(0)(kerkerker yfxfyfxfyxffyxfyfx
)ker()ker( fyfxi +=+→  
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b) Es homomorfismo: 
=+=+=++=+++ )(.)(.)())ker())ker.()ker.(( yfxfyxffyxifyfxi βαβαβαβα  

))ker(.)ker(. fyifxi +++= βα  
c) Es sobreyectiva: 

yfxiKerfVfxyxfVxVfy =+∈+∃→=∈∃∈∀ )ker(,/)ker()(/),(  
d) Es inyectiva: 

→=−→=−→=→+=+ 0)(0)()()()()ker()ker( yxfyfxfyfxffyifxi  

fyfxfyx kerkerker +=+→∈−→  
 
Corolario: Todo homomorfismo ': VVf →  puede descomponerse canónicamente 
en la composición de un monomorfismo, un isomorfismo y un epimorfismo: 

 
eijf oo=  

 
 
 
4.2. Segundo teorema de isomorfía: 
Consideremos un espacio vectorial (V,+,.k) y dos variedades lineales cualesquiera, 
L1 y L2,  del mismo. Se tiene que los espacios cocientes 121 LLL + y 212 / LLL I son 
isomorfos: 

21

2

1

21
LL

L
L

LL
I

≅+  

Demostración: 
 
a) Puesto que L2 y L1 son subespacios vectoriales también lo son L1+L2 y 

21 LL ∩ por lo que existe un epimorfismo canónico de L1+L2 en L1+L2/L1: 

1

21
21: L

LLLLe +→+  

que podemos restringir a L2, quedando 

1

21
2: L

LLLe +→  

y por el primer teorema de isomorfía, sabemos que existe un isomorfismo entre las 
variedades L2/ker e y e(L2): 

                             )(ker 2
2 Lee

L ≅                                  [0] 

veamos que ker e puede sustituirse por 21 LL ∩ : 

[ ] [ ] 211112 000)(,/ LLxLxLxLxclaseclasexeeKerxLx I∈→∈−→+=+===∈∈∀
o sea, 21ker LLe +⊆  
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eLLexLxeLLx kerker0)(/ 21121 ⊆→∈→+=∈∀ II  

De ambas inclusiones, se deduce la igualdad eLL ker21 =I , por lo que al sustituir 
en [0] queda: 

                                                      )( 2
21

2 LeLL
L ≅

I
                                     [1] 

 
b) Consideremos nuevamente el epimorfismo 

1

21
21: L

LLLLe +→+  

podemos restringirlo ahora a )( 2
1 Lee− , con lo que es 

1

21
2

1 )(: L
LLLeee +→−  

y aplicando aquí también el primer teorema de isomorfía, se tiene que existe 

isomorfismo entre eLee ker/)( 2
1−  y )())(( 22

1 LeLeee =− : 

)(
ker

)(
2

2
1

Le
e
Lee

≅
−

 

 
y repitiendo los pasos del proceso descrito en el apartado a), también aquí es posible 
sustituir eker , siendo ahora 12

1 )(ker LLeee I−= , por lo cual queda: 

)(
)(

)(
2

12
1

2
1

Le
LLee

Lee
≅−

−

I
 

Veamos finalmente que  )( 2
1 Lee−  puede sustituirse por L1+L2: 

→+=+=∈+∃→∈+=∈∀ −
1121212

1 )(/),()()(),( LyLxxeLyLyLeLxxeLeex  

→+∈∈∀→+∈+=→=−→∈−→ −
212

1
211 ),( LLxLeexLLzyxzyxLyx  

212
1 )( LLLee +⊆→ −  

→∈+=++=∧∈∧∈+=+∈∀ )()()(/, 21211122112121 LeLxLxxxeLxLxxxxLLx  

)()( 2
1

212
1 LeeLLLeex −− ⊆+→∈→  

De ambas inclusiones: )( 2
1

21 LeeLL −=+ , por lo que al sustituir en la expresión 
anterior 

112112
1 )()( LLLLLLee =+=− II  

quedando: 

                     )()(
)(

)(
2

1

21
2

12
1

2
1

Le
L

LLLe
LLee

Lee
≅

+
→≅−

−

I
                [2] 

c) De los resultados [1] y [2] se tiene: 

1

21

21

2

2
1

21

2
21

2

)(

)(

L
LL

LL
L

Le
L

LL

Le
LL

L
+

≅→










≅
+

≅

I

I
 

 
 
4.3. Aplicación de los teoremas de isomorfía al estudio de la dimensión de 
variedades lineales: 
Pueden aplicarse los enunciados de ambos teoremas de isomorfía para establecer la 
relación de la dimensión de un espacio vectorial con la dimensión de una variedad 
lineal cualquiera del mismo. 
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Proposición 4.1: 
Dado el espacio vectorial (V,+,.k), la dimensión de una variedad lineal L del mismo 
es la diferencia entre la dimensión del espacio vectorial V y la dimensión del 
espacio cociente de V por la variedad lineal:  
 

)/dim(dimdim LVVL −=  
Demostración: 
Sea L’ tal que 'LLV ⊕=  (V es suma directa de ambas, φ== ',' LLLLV IU ). Si 

llamamos N=dimV, n=dimL, n’=dimL’, se tiene que N = n+n’. 
Aplicando el segundo teorema de isomorfía: 

{ } '
0
''

'
'' LL

L
LL

LL
L

L
LL

=≅
⊕

→≅
⊕

I
, es decir: 'L

L
V
≅ , con lo cual es dim(V/L) = n’, 

y queda dim(V/L) = n’ = N - n, de donde N = dim(V/L) + n, o bien n = N - dim(V/L): 
 

)/dim(dimdim LVVL −=  
 
Proposición 4.2: 
Dado el espacio vectorial (V,+,.k), y un homomorfismo ': VVf → , en otro espacio 

vectorial cualquiera V’, la dimensión del espacio vectorial V es la suma de la 
dimensión de la variedad Ker f y la dimensión de la variedad f(V): 
 

))(dim()dim(kerdim VffV +=  
Demostración: 
Aplicando el primer teorema de isomorfía: 
 

)(ker/ VffV ≅  de donde )(dim)ker/dim( VffV =  
 
y, puesto que ker f es una variedad del espacio V, podemos aplicar la proposición 
4.1, quedando: 
 

)(dimdim)ker/dim(dim)dim(ker)/dim(dimdim VfVfVVfLVVL −=−=→−=  
en definitiva: 

))(dim()dim(kerdim VffV +=  
 
Proposición 4.3: 
Dado el espacio vectorial (V,+,.k), y dos variedades lineales cualesquiera del 
mismo, L1 y L2, se cumple que la dimensión de la variedad suma de ambas es la 
suma de sus dimensiones menos la dimensión de su intersección: 
 

)dim(dimdim)dim( 212121 LLLLLL I−+=+  
Demostración: 
Aplicamos el segundo teorema de isomorfía: 

21

2

1

21

LL
L

L
LL

I
≅

+
 

o sea: 







≅







 +

21

2

1

21 dimdim
LL

L
L

LL
I

 

Aplicamos la proposición 4.1: 
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)dim(dimdim)dim(dimdim 212121
21

2

1

21 LLLLLL
LL

L
L

LL
I

I
−=−+→








≅







 +
, de 

donde se obtiene la igualdad propuesta: 
 

)dim(dimdim)dim( 212121 LLLLLL I−+=+  
 
 
 
 
 
5. Existencia de homomorfismos 
 
5.1. Teorema fundamental de existencia: 
Sea (V,+,.k) un espacio vectorial finitodimensional y sea (V’,+,.k) otro espacio 
vectorial sobre el mismo cuerpo k de escalares. 
Sea { } niieB ≤≤= 1 una base de V. 

Sea { } niix ≤≤= 1
'ϕ una familia de vectores de V’. 

Se verifica: 

a) Existe un homomorfismo único, ': VVf → , tal que nixef ii ≤≤= 1,)( ' . 

b) Si la familia ϕ es linealmente independiente, entonces f es monomorfismo. 
Si la familia ϕ es sistema de generadores, entonces f es epimorfismo. 
Si la familia ϕ es una base, entonces f es isomorfismo. 

Demostración: 
a) Definamos la aplicación ': VVf → por la condición de que 

∑∑
==

=







=∈∀

n

i
i

i
n

i
i

i xaeafxfVx
1

'

1
)(,  

    Probemos que se trata de un homomorfismo: 

=







+=








+=+∈∀∈∀ ∑∑∑

===

n

i
i

ii
n

i
i

i
n

i
i

i ebafebeafyxfkVyx
111

)()(,,,, βαβαβαβα   

+







=+=+=+= ∑∑∑∑∑∑

======

n

i
i

i
n

i
i

i
n

i
i

i
n

i
i

i
n

i
i

i
n

i
i

ii eafxbxaxbxaxba
11

'

1

'

1

'

1

'

1

')( αβαβαβα   

)()(
1

yfxfebf
n

i
i

i βαβ +=







+ ∑

=

 

    Probemos que es único: 
    Si existiera otro homomorfismo ': VVg → que verifique la condición impuesta, 
se tiene que 

∑∑∑
===

==







=∈∀

n

i
i

i
n

i
i

i
n

i
i

i xaegaeagxgVx
1

'

11
)()(,  

por tanto g=f. 
b) Si es { } niix ≤≤= 1

'ϕ linealmente independiente, veamos que el homomorfismo f ha 

de ser necesariamente inyectivo, y, por tanto, monomorfismo: 

→=−→=→







=








→= ∑∑∑∑∑

=====

0)()()(
1

'

1

'

1

'

11

n

i
i

ii
n

i
i

i
n

i
i

i
n

i
i

i
n

i
i

i xbaxbxaebfeafyfxf  

yxebeababa
n

i
i

i
n

i
i

iiiii =→=→=→=−= ∑∑
== 11

0  
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    Si es { } niix ≤≤= 1
'ϕ sistema de generadores, veamos que el homomorfismo f  ha de 

ser necesariamente sobreyectivo, y, por tanto, epimorfismo: 

 )()('/1,,''
111

' xfeafefaxaxnikaVx
n

i
i

i
n

i
i

i
n

i
i

ii =







===≤≤∈∃∈∀ ∑∑∑

===

 

es decir, ')(/,'' xxfVxVx =∈∃∈∀  

    Si es { } niix ≤≤= 1
'ϕ una base entonces, obviamente, el homomorfismo f es inyectivo 

y sobreyectivo, por lo que es biyectivo, y por tanto isomorfismo. 
 
 
5.2. Expresión analítica. Matriz de un homomorfismo: 
Consideremos el homomorfismo entre los espacios vectoriales V y V’, ': VVf → , y 
sendas bases en dichos espacios. 

{ } nkkeB ≤≤= 1 base del espacio (V,+,.k). 
{ } mkkeB ≤≤= 1'' base del espacio (V,+,.k). 

Es decir, ∑
=

=∈∀
n

k
k

keaxVx
1

, , y, asimismo, ∑
=

=∈∀
m

k
j

j eaxVx
1

''','' .  

Si es xxf =)( , se tiene que  

∑ ∑∑
= ==

==






 n

k

m

k
k

k
k

k
n

k
k

k eaefaeaf
1 11

'')(
, 

y como Vef k ∈)( , se puede expresar también en la base B’: 

( ) ∑
=

=
m

j
jkjk eaef

1
'

, 
que al sustituir en la anterior expresión, queda: 

∑∑ ∑∑∑
== ===

=







→=

m

k
j

j
n

k

m

j
jkj

k
m

j
j

j
n

k
k

k eaeaaeaefa
11 111

''''')(  

o bien: 

∑∑ ∑
== =

=






 m

j
j

j
m

j
j

n

k

k
kj eaeaa

11 1
'''  

 
por lo que al identificar coeficientes: 

mjaaa
n

k

k
kj

j ,...,1,'
1

==∑
=

 

o sea, desarrollando la suma: 
 







































=





















→













+++=

+++=

+++=

n
nmmm

n

n

mn
nmmm

m

n
n

n
n

a

a
a

aaa

aaa
aaa

a

a
a

aaaaaaa

aaaaaaa
aaaaaaa

...
...

............
...
...

'
...
'
'

...'
..............................

...'

...'
2

1

21

22212

12111
2

1

2
2

1
1

2
2

22
1

12
2

1
2

21
1

11
1

 

 
La  matriz del cambio de base es 
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( )


















=

nmmm

n

n

mxnkj

aaa

aaa
aaa

a

...
............

...

...

21

22212

12111

 

 
A todo homomorfismo entre espacios vectoriales de dimensiones n y m le 
corresponde una matriz de orden nxm. 
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