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1. Homomorfismos

1.1. La idea de homomorfismo:

Definicién 1_1

Dados dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpos k de escalares, (V,k) y
(V',k) se denomina homomorfismo del espacio (V,k) al espacio (V' k) a toda
aplicacion f:V—>W que verifique las condiciones de linealidad

Vx,yeV, fx+y)=fx)+f(»)
VxelV,Vaek, f(ax)=of (x)

Representaremos por Hom(V,V’) al conjunto de todos los homomorfismos,
aplicaciones lineales, del espacio (V,k) en el espacio (V",k).

Si un homomorfismo es biyectivo, se llamara isomorfismo, y si es inyectivo,
monomorfismo. Si la aplicacién es sobreyectiva, diremos que es un epimorfismo.

La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata de la definicién de
homomorfismo.

Proposicion 1_1
Si f'es homomorfismo se cumple que:

a) f(0)=0
b) f(-x)=-/(x), Vx eV
En efecto:

a) Aplicamos la segunda condicién de linealidad: Vx eV, f(0)=f(0x)=0.f(x)=0
b) Igualmente: Vx eV, f(~x)=f((-1).x)=(-1).f(x)=-f(x)

Esta otra proposicion permite caracterizar los homomorfismos mediante una
sencilla condicion.

Proposicion 1_2:
La condicién necesaria y suficiente para que la aplicacién f:V >V sea lineal, es
que

flax+py)=af (x)+ Bf(y), Vx,yeV, Va,feK
Demostracion:

- condicién necesaria: aplicamos directamente ambas condiciones de linealidad
flax+ py)= flax)+ f(By)=af (x)+ ff (y), Vx,yeV, Va,feK

- condicién suficiente: hacemos a=1, /=1 para obtener la primera condicién de

linealidad, y hacemos ¢g=0 para obtener la segunda:
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Hacemos a=1, f=1:

flox+py)=af (x)+ ff(y), Vx,yeV = f(x+y)=f(xX)+ f(y), Vx,y eV
- Hacemos f=0:
flax+0y)=af (x)+0f(y), Vx,yeV - f(ax)=of (x),VxelV,Vae K

En el caso de que el espacio origen y el espacio imagen coincidan (V=V"), se
introduce la idea de endomorfismo.

Definicidon 1_2: Se denomina endomorfismo en el espacio (V,k) a un homomorfismo
f:V2V, esto es, un homomorfismo de V en V. El endomorfismo se llama
epimorfismo si la aplicacién f es sobreyectiva, monomorfismo si es inyectiva y
automorfismo si es biyectiva. Representaremos por End(V) al conjunto de todos los
endomorfismos en V.

1.2. Homomorfismos y variedades lineales

Definicion 1_3:

Un subconjunto L de vectores de un espacio vectorial (V,k) es una variedad lineal
de V si tiene también estructura de espacio vectorial con respecto al mismo cuerpo
de escalares k.

Proposicion 1_3:
La condicidn necesaria y suficiente para que un subconjunto L — V sea variedad
lineal del espacio (V,k) es queVx,y e L,Va,bek,ax+byelL

Demostracion:
- Condicidn suficiente:

Haciendo a=1,b=1, Vx,yelL,VYa,bek,ax+byel —>x+yel, luego la suma de

vectores es interna en L, y tiene las mismas propiedades de grupo que tiene en V.
Haciendo b=0,Vxe L,Vae K,ax e L, y tiene las mismas propiedades del producto

de un vector por un escalar que tiene en V. Luego (L,k) es espacio vectorial,
subespacio del espacio vectorial (V,k).
- Condicién necesaria: trivialmente, Vx,y e L,Va,b e K A L espacio vect —

—>axel,byeL—>ax+byel

Proposicion 1_4:
Para todo homomorfismo [V —>Wse verifica que

a) Si L es variedad lineal de V, entonces f{L) es variedad lineal de W.

b) Si L’ es variedad lineal de W, entoncest(L’) es variedad lineal de V.
Demostracion:

a) Hemos de probar queVx',y'e f(L),ax+py'e f(L),Va,feK .
vx',y'e f(L),Ix,ye L/ f(x)=x", f(y)=y'ALvarlineal > ax+ fye L,V a,f € K —

- flax+py)e f(L) > of (x)+ ff (y) € f(L) > ax'+py'e f(L)
b) Hemos de probar queVx,ye f'(L),ax+ fye f (L), Va,f K.

Vx,y e f (L) = f(x),f(y) € LA Lvarlineal - of (x)+ ff (y)e L,Va,f e K —
- flax+py)el s> ax+Pye (L)
La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata de la proposicién 1_4.

Proposicion 1_5:
a) f(V) es variedad lineal de V.
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b) f~'(0)es variedad lineal de V.

Ambas variedades lineales se denominan respectivamente variedad imagen, y
ndcleo del homomorfismo. Pueden ser simbolizadas por img (V) y ker f,

respectivamente.
Demostracion:
a) Trivialmente, puesto que V es una variedad lineal de si misma, img (V)=f{V) es
variedad lineal del espacio imagen V.
b) Analogamente, al ser {O} variedad lineal de W, es ker f=f"(0) variedad lineal

del espacio V.

Definicion 1_4:
Se denomina rango del homomorfismo fV— J'al cardinal de una base Brde la
variedad lineal f{V), o bien, si es f(V) de dimension finita, a su dimensién:
rang(f)=card(By) o bien rang(f)=dim img(f(V))
Se denomina nulidad del homomorfismo VoW al cardinal de una base B, de
la variedad lineal f(0), o bien, si es f'(0) de dimensién finita, a su dimension:
nulid(f)=card(B’) o bien nulid(f)=dimkerf=dim " (0)

Proposicion 1_6:

La condicidn necesaria y suficiente para que el homomorfismo f:V >V sea
inyectivo, es queker f = {0}.

- condicién necesaria:

[ inyectivo > Vx,y eV, f(x)=f(y)=>x=y.

Vxekerf, f(x)=0A f(0)=0— f(x)=£(0) > x=0—ker f = {0}

- condicidén suficiente:

ker f ={0fA f(x) = f(1) > [(X) = [() =0 f(x—p)=0—>x—yeker f >

—>x—-y=0->x=y—> finyectivo

Proposicion 1_7:

Si B es una base del espacio V, entonces f(B) contiene a una base de la variedad
lineal imagen f(V).

Demostracion:

SeaB = {ek} una base de V. Se tiene que:

vx'e f(V),3xe V1 f(0)=x'> f(@)= [T x'e,)= 25" fle) =¥ f(B) = {f(e)
genera a la variedad f{V). Como todo sistema de generadores contiene subconjun-
tos linealmente independientes maximales, f(B) contiene al menos una base de

J).

Proposicion 1_8:

Sea B una base de V'y sea B’ una base de Ker f. Si es B” el conjunto de vectores
de Vtal que B=B'UB" y B(\B"=¢, entonces f(B”) es base de f(V).

Demostracién:

Por la proposicion 1_7, f(B) = f(B'UB") es un sistema de generadores conteniendo

una base de f(V). Como f(B")=0, tal base estd contenida en f(B").
Veamos que f(B”) es un conjunto de vectores linealmente independientes. Sea una

familia cualquiera de vectores de f(B"), {e}; }k , que cumple que Y a'e, =0 —
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> a'fle)= f(Za"ek): 0— > a‘e, =0,y siendo B = B'UB"pase de V, se
tiene que Zakek =0—>oa"* =0, por lo cual Zake; =0-a" =0y f(B”)es

linealmente independiente, y como también es sistema de generadores de f(V), es
una base.

Proposicion 1_9:

Sea B una base de V. La condicién necesaria y suficiente para que f sea suprayec-
tiva es que f(B) sea sistema de generadores de V.

Demostracion:

-condicion necesaria:

Puesto que por la Proposicién 1_7 sabemos que f(B) es sistema de generadores de
f(V), si f es suprayectiva serd V'=f(V) y f(B) sera sistema de generadores de J".
-condicion suficiente:

Si f(B) es sistema de generadores de V', entonces Vx'e V', x'= Zxkf(ek), siendo

{f(e)}c f(B), luegox'=Y x" f(e,) = /(Y xe,)= f(x), xeV > x'e f(V), de
donde,V'c f(V)—>V'= f(V) > f suprayectiva

2. Operaciones

En lo que sigue, consideraremos el conjunto Hom(V,V’) de todos los homomor-
fismos de V en J’. Veremos como, con la definicion que damos de suma y producto
por un escalar, es un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo k del espacio V.
Veremos también que con la operacion de composicion o producto de
homomorfismos que exponemos, se trata de una algebra asociativa.

2.1. Suma y producto por un escalar. Estructura de espacio vectorial:
Definicion 2_1:

- suma:

Vf,ge Hom(V,V'),(f+2)(x)= f(x)+g(x),VxeV

-Producto por un escalar:

VfeHom(V,V'),VaeK,(of )(x)=0aof (x),VxeV

Proposicion 2_1:

(Hom(V,V’), +) es un grupo conmutativo.
Demostracion:

-La suma es ley interna en Hom(V,V’):

Vf,geHom(V.V'),Ya,feK,(f+g)ax+ fy)=f(ax+ fy)+ glox + fy) =
= f(ax)+ f(fy) +g(ax) + () = a(f(x) + g(x) + B(f (1) + g(»)) =

=a(f +g)x)+B(f +g)y)—> f+geHomV V')

-La suma es asociativa:

Vf,g.he Hom(V,V'),[(f +g)+h](x) = (f + @) (x) + h(x) = f(x) +g(x) + h(x) =
= f(x)+(g(x) + h(x)) =[f + (g + D] (x), Vx eV

-La suma es conmutativa:
Vf,ge Hom(V,V'"),(f+g)x)=f(x)+g(x)=g(x)+ f(x)=(g+ f)(x),VxeV
-Existe elemento nulo:

Sea Jo € Hom(V.V")/ f,(x)=0,VxeV.
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Vf € Hom(V., V"), f(x)+ £,(x) = f,(x) + f(x) = f(x) + 0= 0+ f(x) = f (%)

-Existe elemento opuesto:
Sea —f eHom(V V') (-f)x)==f(x),VxeV.
(f+EMN@) =)+ f(xX)=f(x)- f(x)=0,VxeV = f+(-f) =/,

Proposicion 2_2:

El producto de los elementos del grupo (Hom(V,V’), +) por los elementos del cuerpo
de escalares de ambos espacios tiene las siguientes propiedades: a) es ley interna
en (Hom(V,V’), +), b) Tiene asociatividad mixta, c) El producto de un escalar por
una suma de homomorfismos es distributivo, d) El producto de una suma de
escalares por un homomorfismo es distributivo, d) el elemento unidad del cuerpo
de escalares es neutro al multiplicarlo por un homomorfismo del grupo.
Demostracién:

a)El producto por un escalar es ley externa dekxHom(V,V') en Hom(V,V") :

Vaek,Nf e Hom(V.,V'"),(af Y(px +qy)=of (px +qy) = apf (x) + aqf () =
=pof (x)+qaf (y) = p(af )(x) +q(af )(»),Vx eV — of € Hom(V,V'")

b)Asociatividad mixta:

Va,pek,Nf e Hom(V.,V'),a(ff )(x)=a(ff(x))=(af) f(x)=(af)f)(x),VxeV
Osea: a(ff)=(apB)f

c)Distributividad del producto de escalares por suma de homomorfismos:
VaekVf,geHom(V.,V'"),a(f +g)(x)=a(f(x)+g(x)=af (x)+ag(x)=

=(of +ag)x)>a(f+g)=af +og

d)Distributividad del producto de una suma de escalares por un homomorfismo:
Va,p ek Nf e Hom(V.,V'),(a+ ) f(x)=af (x)+ ff (x) =(of + B )(x) —>
—>(a+p)f=aof +ff

e)El producto por el elemento unidad del cuerpo de escalares:

Vf e Hom(V, V'), VxeV,l.f(x)=f(x)>1.f=f

Corolario:
(Hom(V, V'),+,,k) tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo k de

escalares que definen los espacios vectoriales(V,+,.k)) y(V',+,.k)).

2.2. La composicion de Homomorfismos. Estructura de algebra asociativa:
Consideremos tres espacios vectoriales, (V,+,.k)), (V',+,.k)) y (V",+,.k)), definidos
sobre el mismo cuerpo de escalares, k, y sean f € Hom(V,V"),g € Hom(V',V"). Se

define entonces el homomorfismo composicion de ambos como la aplicacion
compuesta gof . Esto es:

Vf e Hom(V.,V'"),g € Hom(V',V"), gof € Hom(V,V'")
definido por la condicién:

Vx eV, (gof)(x) =gl f(x)]e V"
Proposicion 2_3:

La composicion de los homomorfismos f € Hom(V,V'),g € Hom(V',V") es un
homomorfismo gof € Hom(V, V") .
Demostracion:

(gof e+ By) = gl f (ax + )] = glof () + Bf () = glaf () + g(Bf () =
= ag(f(x)+ Be(f (»)) = a(gof )(x) + B(gof (), Vx,y €V ,Nf € Hom(V V"),
Vg e Hom(V', V"),
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Proposicion 2_4:
Sea End(V) el conjunto de los homomorfismos de V' en V' (endomormismos).
1) El conjunto End(V) de los endomorfismos de V' en V es un algebra asociativa

respecto a las operaciones de suma, producto escalar y composicion de
homomorfismos.

2) El anillo (End(V),+,.) no es un anillo integro.

Demostracion:

1) Veamos que (End(V),+,.K,0) es un algebra asociativa:
1.1. La composicién de endomorfismos es ley interna:

Vf.g € End(V),¥x,y eV, a, B €K, (fog)ax+ fy) = flg(ax + py))=
= f(ag(x)+ Be(») = of (g(x) + B (g(1)) = a( fog)(x) + B(fog)()
1.2, Es asociativa:
Vf.g.he End(V),[ fo(goh))(x) = f(fog)(x)]= flg(h(x)]= (fog)(h(x)) =
= [(fog)oh)(x) — fo(goh) = (fog)oh

1.3. Tiene elemento neutro:
Sea el endomorfismo i:V >V /VxeV,i(x)=x

Vf € End(V), (foi)(x) = f(i(x)) = f(x), (iof )(x) = i(f(x)) = f(x)

Por tanto, foi=iof = f, resulta que i es elemento neutro para la composicion.
1.4. Es distributiva respecto de la suma:

Vf.g.he EndV).[(f + g)o)x) = (f + )h(0]= flheo)]+ glh)]=

= (Joh)(x) + (goh)(x) = (f + g)oh = foh + goh

1.5. No es conmutativa en general:

Veamos que la operacion no es conmutativa encontrando al menos un caso en el
cual no lo es (se trata de encontrar un contraejemplo):

Sea el espacio vectorial R’ (V=R2) y sean los homomorfismos f'y g definidos por:
fiR* > R*/Y(x,y)e R, f(x,y)=(y,x) e R®

g:R> > R*/Y(x,y) e R, f(x,y) = (x,0) e R*

Se tiene:

(g0 )(x,¥) = glf (x. )] = g(r.%) = (,0)

(fog)x,y) = flg(x.»)]= f(x,0)=(0,x)

por tanto gof # fog y la operacidon no es conmutativa.

2) Veamos que el anillo (End(V),+,.) tiene divisores de cero:
Sea V=V, ®@V,. Estoes, VxeV,3x, €V,,x, eV, /x=x, +x,,de manera Unica.
Sea el endomorfismo nulo: f, :V =V / f,(x)=0,Vx eV , Y consideremos los
homomorfismos
LV, =>VINxelV, fi(x)=x, f, # [,

LV, = VINxel,, ,(x)=x,, f, # [,
Se tiene:

Vx eV, (fof,)(x) = £i(f2(x)) = fi(x,) =0= f,(x)
Vx eV, (f,of)(x) = £,(fi(x) = f,(x)=0= f,(x)
En definitiva: fiof, = fr0f, = fo AL E fos o E S

Proposiciéon 2_5:

El conjunto de los automorfismos de V es un grupo para la composicion de
homomorfismos, que se denomina Grupo Lineal General, GL(V).

Demostracion:
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Puesto que la composicion de automorfismos (endomorfismos biyectivos o
isomorfismos en V) es ley interna, asociativa y con elemento neutro, solo queda
probar la existencia de inverso para todo f € GL(V).

Vf e GL(V), 3 e GLI)/ fof ()= f(f ' (x))=x— fof " = flof =i

3. Relaciones

3.1 Relaciones de equivalencia compatibles con la estructura de espacio
vectorial. Espacio cociente:

Si (V,+,.k) es un espacio vectorial sobre k, una relacidon de equivalencia R en V es
una relacién entre sus elementos que es reflexiva, simétrica y transitiva. Cada uno
de los subconjuntos de V constituido por elementos entre si equivalentes por la
relacion R, se llama clase de R-equivalencia. Asi, representaremos por clase, [x] al
conjunto de elementos equivalentes a x €V por la relacion de equivalencia R. El

conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia se denomina conjunto
cociente de V por la relacidon de equivalencia R y se puede representar por V/R.

Veamos que definiendo adecuadamente la suma de clases y el producto de una
clase por un escalar, puede dotarse al conjunto cociente, V/R, de estructura de
espacio vectorial.

Definicion 3.1:
Se define la suma de clases en V/R por:

clase, [x]+ clase, [x] = clase, [x + y] Vx,y € V

Proposicion 3.1.
El conjunto cociente V/R dotado de la suma de clases, (V/R, +), tiene estructura de
grupo conmutativo.
Demostracion:
1. Es uniforme:
Se verifica que xRx'A yRy'— (x+ y)R(x'+)"), ya que:

XRx'— clase, [x] = clase, [x']
YRy'— clase, [y] = clase, Ly']
— clase, [x + y] =clase, [x'+y'] —>(x+y)R(x'y")

2. Es asociativa:
Velasey|x] clase, |y clasey[z] € V I R, (clasey[x]+ clase, [y]) + clase, [z] =

} — clase, [x] +clase, [y] = clase, [x'] +clase, [y'] -

= clasey[x + y]+ clase,|z] = clase,[(x + y) + z] = clase, [x + (y + )] =
= clase,[x]+ clase, [y + z| = clase,[x]+ (clase, [y ]+ clase,[z])
3. Es conmutativa:
Velasey|x] clase,[y]e V I R, clase, [x]|+ clase, [y]= clase,[x + y]= clase [y + x]=
= clase, [y]+ clase,[x]
4. Tiene elemento neutro:
Sea clase,[0]= {u eV /uRr0}
Vclasey[x]e V I R, clase, x|+ clase, [0] = clase, [x + 0] = clase, [x]
5. Existe el opuesto de cualquier elemento:
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Vclasey[x]|e VI R, clase, x|+ clase, [~ x] = clase,[x — x]= clase,[0]

Definicion 3.2:
Se define el producto de una clase por un escalar de la manera siguiente:

VaeK,Vx eV, aclasey[x]= clase,[or.x]

Proposicion 3.2:
El conjunto cociente, V/R, dotado de la suma de clases y del producto de una clase
por un escalar, es un espacio vectorial definido sobre el cuerpo k£ de escalares del

espacio V.
Demostracion:
1. Asociatividad mixta:

Va,p ek, Vclasey[x]e VI R, a.(f.clase, [x]) = aclase, [ fx] = clase, [a.f(x)] =

= clase, [(a.,B).x] = (a.p).clase, [x]
2. Distributividad del producto de escalares por suma de clases:

Va e k,Vclasey[x) clase,[y] € V I R, a.(clasey[x]+ clase,[v]) = ar.clase,[x + y]=
= clasey[a(x + y)|= clasey[a.x + a.y)| = clase, [a.x) |+ clase, [a.y| = a.clase, [x] +

+aclase,[y]
3. Distributividad del producto de clases por suma de escalares:
Va,p ek, Yelasey[x]|eV /I R, (a + B).clase,[x]| = clase [(a + f).x] = clase, [(a + f)x] =

= clase,[a.x + B.x] = clasey[a.x)+ clase, [ f.x] = a.clase,[x|+ B.clase,[x]
4. Propiedad del 1 del cuerpo:
Vclasey[x]| eV, 1.clase, [x] = clase,[1 x| = clase, [x)]

Definicidn 3.3:
Se denomina espacio vectorial cociente (V/R,+,.k) al conjunto cociente V/R dotado
de la suma de clases y producto por un escalar.

Proposicion 3.3:

Dado un espacio vectorial /'y una relacién de equivalencia R, la aplicacién f'de V en
V/R tal que a cada elemento x del espacio le corresponde la clase de equivalencia
cuyo representante es x, es un homomorfismo cuyo nucleo es ker f = {x/xRO}.

Demostracion:
Va,bek,Vx,yeV, f(ax+by)=clase, [ax + by] = a.clase, [x]+ b.clase, [y] =af (x)+bf(y)

Vx eker f, f(x) = clase, [0] = clase, [x] - xR0

Obviamente, tal homomorfismo es sobreyectivo, es decir, se trata de un
epimorfismo, ya que para cualquier elemento del espacio cociente, claser[x], existe

un elemento x eV tal que f(x)=clase, [x]

3.2. Relacion de equivalencia definida por una variedad lineal y relaciéon de
equivalencia definida por un homomorfismo:

Hemos visto, en la proposicion 3.3, que una relacién de equivalencia induce un
homomorfismo del espacio vectorial dado en el espacio cociente por la relacion de
equivalencia. Interesa saber como definir una relacion de equivalencia mediante
una condicién de pertenencia a una variedad lineal, y también, por la igualdad de
imagenes de un homomorfismo del espacio dado en otro espacio cualquiera. En lo
que sigue vamos a ver que las relaciones definidas de uno u otro modo son, para
una determinada variedad lineal, equivalentes entre si.
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3.2.1. Relacion de equivalencia definida por una variedad lineal del espacio:
Definicidn 3.4:

Dado un espacio vectorial (V,+,.k) y una variedad lineal L del mismo, se define la
relacion R; del modo siguiente:

Vx,yeV, xR, y<>x—-yel

Proposicion 3.4:

La relacion R; es de equivalencia y compatible con la suma de vectores y el
producto de un vector por un escalar. El ndcleo del homomorfismo e inducido es
precisamente la variedad lineal L.

Demostracion:

- Es relacion de equivalencia:

Reflexiva:

VxeV,x—x=0eL > xR x

Simétrica:

Vx,yeV, xR,y >x—-yelL—>y—-xelL—>yRx
Transitiva:

Vx,y,zeV, xR,y >x—yelAyRz—>y—zel >x—y+y—-zelL—>x-zelL—>xR,z
Es, por tanto, relacidon de equivalencia, cuyo espacio cociente podemos representar
por V/L.

- Es compatible con las operaciones del espacio:
Compatibilidad con la suma de vectores:

XR,X'ANYR, y' > x—x'eLAy—Y'el > (x+y)—-(x+y")eLlL > (x+y)R, (x+)")
Compatibilidad con el producto por un escalar:
xR x'rnaeK >x-x'elLhnaeK > ax—oax'e L > oxR, o'

- El ndcleo del homomorfismo inducido es la variedad lineal L:
El homomorfismo inducido e:V — V' / L esta definido por la condicion:

Vx eV, e(x) = clase, [x]
clase, [x] =x+L
clase, [0] =0+L

Vxel,x—0eL — xeclase, [O] — clase, [x] =clase, [0] — e(x) =clase, [x] = clase, [0] -
—> xekere— L Ckere

Por tanto: L =kere

3.2.2. Relacidon de equivalencia inducida por un homomorfismo del espacio en otro
espacio cualquiera:

Definicién 3.5:

Dado un espacio vectorial (V,+,.k) y un homomorfismo f :V — V' en otro espacio V'
cualquiera, se define la relacion R; del modo siguiente:

Vx,yeV, xR,y <> f(x)=f(»)

Vx e kere, e(x) = }—)x—OeL—)xeL—)keregL

Proposicion 3.5:

La relaciéon Ry es de equivalencia y compatible con la suma de vectores y el
producto de un vector por un escalar.

Demostracion:

- Es relacion de equivalencia:

Reflexiva:

VxeV, f(x)=f(x) > xR, x

Simétrica:

Vx,yeV, xR,y - f(x)=f(y) > f(y)=f(x) > ¥R x
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Transitiva:
Vx,y,zeV, xR,y = f(x) = f(W A YRz > f(¥)=[f(2) > f(x) = f(2) > xR,z
Es, por tanto, relacién de equivalencia, cuyo espacio cociente podemos representar
por V/f.
- Es compatible con las operaciones del espacio:
Compatibilidad con la suma de vectores:

XRX'NYR, Y = [(xX)=f(X)AN () =) > f)+ T =)+ )= fx+y)=
= f(x+y") > (x+ YR, (x'+)')

Compatibilidad con el producto por un escalar:
R xAVaek— f(X)=f(x)Vrnaek—>af (x)=af (X') > f(ax) = f(ax") > xR ox'
3.2.3. Ambas relaciones son entre si equivalentes cuando la variedad lineal es el

nucleo del homomorfismo f' que define una de las dos relaciones:
Dado el homomorfismo f:V — V"', su nucleo, ker f', es una variedad lineal de V, y

como tal, define una relacién de equivalencia R,. Si consideramos también la
relacion de equivalencia Rfdefinida por el homomorfismo, podemos enunciar la

proposicién siguiente.
Proposicion 3.6:
Sies R, la relacion de equivalencia definida por el homomorfismo f:V — 'y es

R, la relacién de equivalencia definida por la variedad lineal ker /', se verifica que
Vx,y eV, xR,y <> xRy

Demostracion:

-Si xRy > f() =S > f()-f()=0-> f(x-y)=0—>x—yeker f > xRy

-Si xRy >x—yekerf - f(x=y)=0-> f(x)-f(»)=0->f(x)= f(y) > xR,y

Al ser equivalentes R, y Ry, quiere esto decir que el espacio cociente es el mismo,
esto es, V/f = Vikerf.

4. Los teoremas de isomorfia

De lo anterior, tenemos que todo homomorfismo, f:V — V', induce un
epimorfismo candnico e:V —V/ker f. Como también se cumple f(V)cV',
podemos establecer que existe un monomorfismo de inmersion j: f(V)—>V'. El

teorema siguiente permite obtener un tercer homomorfismo que cierra la
descomposiciéon del homomorfismo f:V —V".

4.1. Primer teorema de isomorfia:
Dado un espacio vectorial V y un homomorfismo f:V — V' en otro espacio

vectorial, V', existe un isomorfismo i:V /ker f — f(V), tal que

V(x+ker f) eV /Kerf, i(x +ker f) = f(x)

Demostracion:
a) Es una aplicacién:

x+kerf=y+kerf >x—-yekerf > f(x-y)=0-> f(X)—f(»)=0—> f(x)=f(y) >
—>i(x+ker f)=(y+ker f)

10
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b) Es homomorfismo:

i(a.(x+ker f)+ f.(y +ker f))=i(ax+ fy+ker /) = fex+ fy)=a.f(x)+ B.f(y) =
=a.i(x+ker )+ pi(y+ker f))

c) Es sobreyectiva:

Vye f(V),IxeV/f(x)=y—>Ix+ker f)eV /Kerf,i(x+ker f)=y

d) Es inyectiva:

i(x+ker f)=i(y+ker /) => f(x)=f(») > f(¥)-f(1)=0-> f(x=y)=0—>
—>x—yeker f >x+ker f =y+ker f

Corolario: Todo homomorfismo f:V — V' puede descomponerse candnicamente
en la composicidon de un monomorfismo, un isomorfismo y un epimorfismo:

f:joioe
V-:: f :OV'
e j
o o=l
V/ker f i f(V)

4.2. Segundo teorema de isomorfia:
Consideremos un espacio vectorial (V,+,.k) y dos variedades lineales cualesquiera,
L,y L;, del mismo. Se tiene que los espacios cocientes L, + L, /Ly L,/L, L,son

isomorfos:
L+ L/ ~ L/
Ll B Ll ﬂLZ

a) Puesto que L, y L; son subespacios vectoriales también lo son L;+L, y
L, N L, por lo que existe un epimorfismo canénico de L;+L; en L;+Ly/L;.

e:L1+L2—>L1+%
1

gue podemos restringir a Ly, quedando

. L +L,
€.L2—) A

y por el primer teorema de isomorfia, sabemos que existe un isomorfismo entre las
variedades Ly/ker ey e(Ly):

Demostracion:

L, -
kere = e(L,) o1

veamos que ker e puede sustituirse por L, N L,:
VxeL,/xe Kere,e(x)=clase|0] = clase[x]= 0+ L, =x+ L, > x-0e L »>xe L NL,
osea, kerec L, +L,

11
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VxeL L,/ e(x)=0+L, —xekere— L (1L, ckere
De ambas inclusiones, se deduce la igualdad L, (1L, =kere, por lo que al sustituir

en [0] queda:
L ~
/Ll ne, = e(L,) [1]

b) Consideremos nuevamente el epimorfismo

e:L1+L2—>L1+%
1

odemos restringirlo ahora a e 'e(L,), con lo que es
2

e:e’'e(L,) > L+ %
1

y aplicando aqui también el primer teorema de isomorfia, se tiene que existe
isomorfismo entre e 'e(L,)/kere y e(e 'e(L,))=e(L,) :

-1
¢ ) s )
kere

y repitiendo los pasos del proceso descrito en el apartado a), también aqui es posible
sustituir kere, siendo ahora kere=e'e(L,)( L,, por lo cual queda:

&; e(L,)
e e(L,)NL,
Veamos finalmente que eile(Lz) puede sustituirse por L;+L;:
Vxeele(L,),e(x)=x+L ee(L,) > y+L),yel,/e(x)=x+L =y+L, —>
—>x-yel, >x—y=z—>x=y+zel +L, >Vxece'e(l,),xeL +L, —>
—ele(l)c L +L,
Vxel +L,,x=x+x,/x, e Linx,el, ne(x)=(x,+x)+L =x,+L ee(L,) >
—>xee'e(l,) > L +L,cee(l,)
De ambas inclusiones: L, + L, =e'e(L,), por lo que al sustituir en la expresién

anterior
e_le(Lz) NL =L +L,)NL =L

quedando:
-1
&;e(%)—)ﬁ;e@z) [2]
e e(L,)NL, L
c) De los resultados [1] y [2] se tiene:
L
L ﬂzL =eL,) L L+L
1 2 N 2~ 2

L1+L2;e(L2) LNL, L
L

1

4.3. Aplicacion de los teoremas de isomorfia al estudio de la dimensién de
variedades lineales:

Pueden aplicarse los enunciados de ambos teoremas de isomorfia para establecer la
relaciéon de la dimensidon de un espacio vectorial con la dimensién de una variedad
lineal cualquiera del mismo.

12
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Proposicion 4.1:

Dado el espacio vectorial (V,+,.k), la dimension de una variedad lineal L del mismo
es la diferencia entre la dimensién del espacio vectorial V' y la dimension del
espacio cociente de V por la variedad lineal:

dimL =dimV —dim(V' /L)
Demostracion:
Sea L’ talque V' =L® L' (Ves suma directa de ambas, V=LUL',L(\L'=¢). Si

llamamos N=dimV, n=dimL, n’=dimL’, se tiene que N = n+n’.
Aplicando el segundo teorema de isomorfia:
L®L L LeL L
= - > —=
L ~LNL L {0}
y queda dim(V/L) =n’ = N - n, de donde N = dim(V/L) + n, o bien n = N - dim(V/L):

V
L', es decir: 7 = L', con lo cual es dim(V/L) =n’,

dim L = dim¥V —dim(V' / L)

Proposicion 4.2:
Dado el espacio vectorial (V,+,.k), y un homomorfismo f:V — V"', en otro espacio

vectorial cualquiera V’, la dimensidon del espacio vectorial V' es la suma de la
dimensién de la variedad Ker f'y la dimension de la variedad f(V):

dimV =dim(ker )+ dim(f(V))
Demostracién:
Aplicando el primer teorema de isomorfia:

V/ker f= f(V) de donde dim(V /ker f)=dim f (V')

y, puesto que ker f es una variedad del espacio V, podemos aplicar la proposicion
4.1, quedando:

dim L =dimV —dim(V' / L) — dim(ker /) =dimV —dim(V / ker ) =dimV —dim f (V)
en definitiva:
dimV =dim(ker /) +dim(f (V"))

Proposicion 4.3:

Dado el espacio vectorial (V,+,.k), y dos variedades lineales cualesquiera del
mismo, L; y L,, se cumple que la dimensién de la variedad suma de ambas es la
suma de sus dimensiones menos la dimensién de su interseccion:

dim(L, + L,) =dim L, + dim L, —dim(Z, (N L,)
Demostracion:
Aplicamos el segundo teorema de isomorfia:
L+L, L
L LNL

o sea: dim L+l =~ dim L
L LNL,

Aplicamos la proposicion 4.1:

13
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dim(ﬁ] = dim(L ﬁL ] > dim(L, +L,)—dim L, = dim L, —dim(L, N L,), de
1 1 2

donde se obtiene la igualdad propuesta:

dim(L, + L,) = d&im L, +dim L, — dim(Z, N L,)

5. Existencia de homomorfismos

5.1. Teorema fundamental de existencia:
Sea (V,+,.k) un espacio vectorial finitodimensional y sea (V’,+,.k) otro espacio
vectorial sobre el mismo cuerpo k de escalares.

Sea B= {el. }ms" una base de V.
Sea ¢ = {xl }msﬂ una familia de vectores de V.
Se verifica:

a) Existe un homomorfismo unico, f:V — V"', tal que f(e,) =xl'., 1<i<n.

b) Sila familia ¢ es linealmente independiente, entonces f es monomorfismo.
Si la familia ¢ es sistema de generadores, entonces f es epimorfismo.
Si la familia ¢ es una base, entonces f es isomorfismo.
Demostracion:

a) Definamos la aplicacion f: ¥V — V'por la condicion de que

VxeV, f(x) :f(zn:aiei] :Zn:aix;

Probemos que se trata de un homomorfismo:

vx,yeV,Va,B ek, f(ax+ py) = f(azn:aiei +,Bi:bieij = f(zn:(aa" +ﬂbi)el.J =
i=1 i=1 i=1
= Zn:(aai + ﬂbi)x; = Zn:aaix; + iﬂbix; = azn: aix; + ,an:bix; = Oq'(i aieij +
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

¥ ﬁf[i b"e,) —of () + ()

Probemos que es Unico:
Si existiera otro homomorfismo g:V — V'que verifique la condiciéon impuesta,
se tiene que

i=1

VxeV, g(x)= g(ia'éij = iaig(ei) = iaix;
i=1 i=1

por tanto g=f.
b) Sies ¢= {x;}lgglinealmente independiente, veamos que el homomorfismo f ha
de ser necesariamente inyectivo, y, por tanto, monomorfismo:

f@)= () - f(ia"e,-j - f(ibfe,.] 53 =3 b S (@ b =0

:ai—b[ZO—)aiZbiﬁzn:aieizzn:bie[—)x:y

i=1 i=1

14
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Sies ¢p= { }1<< sistema de generadores, veamos que el homomorfismo f ha de
ser necesariamente sobreyectivo, y, por tanto, epimorfismo:

vx'eV',3a’ ek,lSiSn/x'zZaix; :Zaif(ei):f Zaiei = f(x)
i=1 i=1 i=1
es decir, Vx'eV',3xeV/ f(x)=x'

Sies p= { }1<1<n una base entonces, obviamente, el homomorfismo f es inyectivo
y sobreyectivo, por lo que es biyectivo, y por tanto isomorfismo.

5.2. Expresion analitica. Matriz de un homomorfismo:
Consideremos el homomorfismo entre los espacios vectoriales Vy V°, f:V > V', y

sendas bases en dichos espacios.
B= {ek }lskSn base del espacio (V,+,.k).
B'= {e'k }lskSm base del espacio (V,+,.k).

n m
Es decir, VxeV,x = Za"ek , Yy, asimismo, Vx'e V', x'= Za” e, .
k=l ‘
Sies f(x)=x, se tiene que

n n m
A Zakek :zakf(ek):za'k ey
= k=1 [

y como f(e,) €V , se puede expresar también en la base B":

m
_ '
e)=2 ¢
J=1 ,

que al sustituir en la anterior expresion, queda:

n

Za f(e)= Za”e —>Za ia,ﬂe/ =ia""e'j

k=1 Jj=1 k=1

|_ "o
ZZ% Ci=L4 €

Jj=1 Jj=1

o bien:

por lo que al identificar coeficientes:

n
k .
:Zakja , j=L..,m
k=1

0 sea, desarrollando la suma:

Mo 1 2 n 1 1
a"=a,a +aya +..+a,a a' a, a, .. a,\a
12 1 2 n 12 2
a“=a,a +aya +..+a,a a, a, a, | a
% =
mo_ 1 2 n " n
a"=a,a +a,,a +..+a,a a L PAN

La matriz del cambio de base es

15
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a4y a,

( ) | @ Ap )
k] mxn

alm aZm anm

A todo homomorfismo entre espacios vectoriales de dimensiones n y m le
corresponde una matriz de orden nxm.
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