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Operadores de Hamilton. Los grupos simétricos

01. Definicion de los operadores de Hamilton.

En el espacio vectorial @, ={¢/¢:En %R} de las funciones definidas del espacio
euclidiano E, en R podemos definir el operador

H(x): D, =D,
por la condicién

n 2
H(x)=28—2, VxEE,
~f ox;
Es decir
Vg, €0, 3¢, €D,/ H(x)g,(x) = ¢,(x), XEE,
Ejemplo:
Si consideramos el espacio bidimensional euclidiano real (E,,+,.;R)y la funcién

@.:E, = R tal que Yx = (x,,x,)EE,, ¢.(x) = x +x, ER, se tiene:

N0 (x) e (x) 0’@(x)
H((x)g, (x) = E = —F
(1%, (x) & ox’ ox; 0x2

1= 1

=2+6x, =@, (x)

02. Invariancia. El grupo simétrico de un operador de Hamilton.

Dado un operador 7 en el espacio euclidiano £, 7:E — E , diremos que H(x)
es invariante respecto a 7 sii

H(m)=H(x), VXxEE,
Si el operador H(x) es invariante respecto a un grupo 7' de operadores de E,
T={r/7:E, —E,}
diremos que I’ es grupo simétrico de H(x).
Consideremos el operador 7: E, — E y sea A su matriz asociada:

VxEE, ,IN'EE, /x =x', o bien, VxEE, ,IN'EE, / Ax = x'
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podemos escribir, entonces:

o bien

X; = Eajkxk, (j=1,...,n)
k=1
y la derivada parcial respecto a Xx,:

0x. .
—L = a,, (jok=1,...,n)
0x,
por tanto es

d ™o, ™9
_— —_—= a, —, (k=1,...,l’l)
E " ox

dx, T ox; dx, o j

de donde

T\ 2
62 n a axj
ax; = ax'j 0x,
donde el exponente 2 indica el orden de la diferenciacién parcial.

En definitiva, si x'=A.x, yes A= (ajk) la matriz asociada al operador 7 :

n 2
En xEEn—>H(x)=Eaa—2
k=1

X

2
En x'€EE, — H(x") = E(Eajkai,)
X

k=1\ j=I j

Y la condicion de invariancia respecto al operador T exige que
n 82 n 82

H(x)=H(Tx)=H(x)—=> Y —=Y —

o 0x, 4o 0x,
0 sea, ha de ser

U

2
n 4 a n n a n a
x'€E,—H(x")= a,—| = a, — ( aik_')=
;(E : ax.i) (./=1 J 2 ox;

= k=1 A= i
= ik y = D)
=l ol inl ox; dx; 1o 0x;

con lo que observamos que para que se verifique la Ultima igualdad ha de cumplirse
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(a;).(a,)= 6jk'5ik
Lo que nos indica que la matriz A ha de ser ortogonal:
(ajk )n'(akj)n =1

Entonces, los operadores de Hamilton son invariantes respecto a aquellos
operadores del espacio euclidiano real, 7:E£ — E , cuya matriz asociada sea

ortogonal.

Estos operadores tienen, en definitiva, asociada una matriz ortogonal, que puede
tener determinante igual a 1, o bien igual a -1.

Si el determinante es -1, el operador 7: E, — E define una simetria.

Si el determinante es 1, el operador 7: E — E define una rotacion.

Las matrices asociadas a rotaciones se denominan unimodulares, y el conjunto de
todas estas matrices de orden n-simo se representa por RO(n).

Las matrices asociadas a simetrias de denominan polimodulares, y el conjunto de
todas las de orden n-simo se representa por SO(n).

Veamos a continuacién el caso de un espacio vectorial euclidiano de solo dos
dimensiones, en el que comprobaremos ademas que los conjuntos de las matrices
asociadas a simetrias y rotaciones, SO(2) y RO(2) respectivamente, tienen
estructura de grupo multiplicativo, y son, por consiguiente, grupos simétricos de los
operadores de Hamilton.

03. El caso bidimensional. Los grupos simétricos de las simetrias y las
rotaciones.

03.1. La condicion de invariancia en el caso bidimensional:

a, a
Sies x'=Ax, yes A= " "2 | Ja matriz asociada al operador 7 se tiene:
ay Ay
2 2 2 2
0 d d
En .XEEZ _>H(X)=E—2=—2+—2
“ox, o0x; Ix;

2 2 2
i v e 5= He)= 3| Do | = 3 L, 2 -
k=1 \ j=l X; X X

Y la condicion de invariancia respecto al operador T exige que
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Hx)=H(@x)=H(x")— Y —= ) —
2 2
o 0x, o oxy
0 sea, ha de ser
2 2 2 2 2 2 2
d 0 d 0 0 0 0
2 2
x'EEn—>H(x')=E Ay —5 + Ay —5 + 20,0y, —— =E 5 == >
et X Xy X X, o 0x° 0x; 0x,
o bien, desarrollando el sumatorio:
9 9 99 9
2 2 2 2
(@ +ap) —5 +(ay + ) —5 + 200,04y + Ap0y)) —— = —5+——
X, X, X, X, 0x,” ox,

lo cual exige que se cumplan las relaciones siguientes entre los términos de la
matriz asociada:

2 2 2 2
a, +ap =1, a; +ay =1, a,a, +a,a,, =0

lo que implica su ortogonalidad, pues

2 2
a, ap ay Ay a, +4a, a,a, +a,,a,,

- O

1
a, a, || a, a a.a, +a,a a +da 0
21 22 12 22 11421 12422 21 22

03.2. El grupo simétrico de las matrices unimodulares RO(2):

En el caso de que el operador 7 defina una rotacidén o giro de angulo 6, sabemos
que las ecuaciones del giro son

' '

‘ X, x, cosf + x,sent X, cosf senb X,
x'=1tx— ' — =

Xy

—x,senf + x, cosf X, -senfl cosf )| x,

con lo que la matriz A asociada al operador podemos representarla, en funcién del
angulo de la rotaciéon 8, como

cosf@ senb
—senf cosé

A=

que obviamente cumple la condicién de ortogonalidad y de determinante igual a 1:
AA = cosf senb cosf —senf 1 0
—senf cos6 senfl  cos@ 0 1

cosf senf
—senf cosé

Veamos que estas matrices constituyen un grupo multiplicativo:
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a) La multiplicacidn es ley interna:

VA(H),A(E)ERO(Z),A(H).A(3)=( cost)  send )( COSE  sene )=

—senf cosf —SeneE COSE

cos(f+¢e) sen(6+¢) =A(@+¢€)ERO(2)

—sen(@+¢) cos(f+¢)

b) La multiplicacion es asociativa:

VA(0),A(e),A(u) € RO(2),[A(9).A(3)].A(M) =A@ +¢)A(u)=A((O+e)+u)=

=A@+ (e+u))=A0).A(e+u)= A(H).[A(s).A(u)]
c) Existe una matriz unidad:

VA(0) € RO(2),3A(0) €E RO(2)/ A(B).A(0)= A(B+0)= A0 +6)=A(O)
d) Toda matriz tiene una matriz inversa dentro del conjunto:

VA(0) € RO(2),3A(-0) €E RO(2)/ A(B).A(-0) = A(6-0) = A(0)

En definitiva, (RO(2),.) es grupo multiplicativo y, por consiguiente, grupo simétrico

de los operadores de Hamilton en el espacio de las funciones sobre (E,,+,.;R).

03.3. El grupo simétrico de las matrices polimodulares SO(2):

Estas matrices son ortogonales y de determinante -1. Podemos representarlas a
efectos operativos con la notacion trigonométrica que hemos usado para las

matrices unimodulares:

A= —cosf senf
senf  cosf

cumpliendo las condiciones de ortogonalidad y de determinante -1:
AA = —cosf senf —cosf senf _ 1 0
' senfl  cosf senf  cos6 0 1

—cosf senf
senf  cosO

detA = =-1

Teorema: El producto de dos matrices del conjunto SO(2) es la matriz de una
rotacion.
Dem.:

VA(Q)’A((C:)ESO(2),A(@).A(£)=( —cosf sen0 )( —COSE sene )=

senf  cosO SENE  COSE
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_ cos(B—-¢) sen(O-¢) EROQ2)

-sen(B-¢) cos(B@-¢)

Veamos que los pares de estas matrices constituyen un grupo multiplicativo, ya que
el producto de dos matrices polimodulares es una matriz unimodular, es decir, el
producto de dos matrices correspondientes a dos simetrias en el espacio
bidimensional es una matriz correspondiente a una rotacién en dicho espacio. Y
como hemos visto en el apartado anterior, las rotaciones forman grupo
multiplicativo.



