A LA SOMBRA DE LOS GRUPOS FINITOS CARLOS S. CHINEA

A LA SOMBRA DE LOS
GRUPOS FINITOS

La Teoria de los Grupos Finitos recibe la influencia directa tanto del Algebra
Lineal, como de la Cohomologia y la Teoria de Médulos, produciendo
innumerables aplicaciones tanto sobre la misma Teoria de los Grupos como en
ramas diversas de la Matematica, de la Fisica Teérica o de aspectos puntuales
de las ciencias basicas.

Por razones de espacio, exponemos los aspectos generales en una primera
parte, que contiene los grupos finitos ciclicos y los fundamentales teoremas
de Lagrange, del Producto y de Frobenius, para tratar en una segunda parte
los grupos de sustituciones, el concepto de subgrupo distinguido y los
llamados p-subgrupos de Sylow.

PARTE I: ASPECTOS GENERALES

01. Caracterizacion de los grupos finitos.
02. Orden de un elemento.

03. Subgrupos.

04. Los grupos finitos ciclicos.

05. Teorema de Lagrange.

06. Teorema del Producto.

07. Teorema de Frobenius.

PARTE II: CIERTOS SUBGRUPOS FINITOS
08. Grupos de sustituciones. Teorema de Cayley.
09. Subgrupos invariantes o distinguidos.
10. Subgrupos de Sylow.
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PARTE II: CIERTOS SUBGRUPOS FINITOS
01. GRUPOS DE SUSTITUCIONES. TEOREMA DE CAYLEY:

Definicion 08.1.

Una sustitucion de orden n es una aplicacion biyectiva s:A —A, donde A={ay,...,a} €s
un conjunto de n elementos. Sea S, el conjunto de todas las sustituciones de orden n.

Podemos representar las sustitucion S; : A — Apor la matriz de dos filas siguiente,

en donde la primera fila representa los elementos originales de s;, y la segunda las
correspondientes imagenes.

a, i 4, i
s, = ,donde S;(G;)=q;;; J=1,2,...,r
{q“ e, q,.r} g ’

Definicion 08.2.
Se llama transposicién, en S,, a una sustitucion de orden n que cambia entre si dos
elementos dejando fijos a los restantes. Llamaremos T, al conjunto de todas las

transposiciones en S,. Evidentemente T, c S,.

Si representamos por ty=(k,!) la transposicion que cambia el elemento g en el q, y
viciversa, se puede expresar por

ql r=**s qk q/ r~**s qr
t :(k,/):{ },
: ql r=**s q/ qk r~**s qr
tkl(qk) =dq;, tkl(q/) =y, tk/(qj) =q]- Si _] + k /\j =/

4

Teorema 08.1.

1) El ndmero de sustituciones sobre un conjunto de orden n es n!. Esto es, el orden
del conjunto S, es o(S,)=n!.

2) (Sh,°) es un grupo no conmutativo que llamaremos Grupo de las Sustituciones de
orden n, o Grupo Simétrico.

En efecto:

1) El nimero total de biyecciones de A en A, siendo A un conjunto de n elementos,
viene dado por todas las maneras posibles de ordenar los n elementos de A. Por
tanto, S,=n!.

2) El par (S,,°) donde ° es la composicidon de biyecciones, f y g, definida por la
condicion Vg € A, (f - g)(q) = f[g(q)] e A, es asociativa, no conmutativa, con
elemento neutro (la identidad), y todo elemento f tiene un simétrico (la biyeccién
inversa f1).
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Teorema 08.2.
1) Las transposiciones t; son elementos involutivos, es decir, tij2=e, y su numero
es n(n-1)/2.
2) El conjunto de las transposiciones es un sistema de generadores del grupo S,.
3) Las n-1 transposiciones (1,2), (2,3), ... ,(n-1,n) son también un sistema de
generadores de Sn.

En efecto:
1) Sea, por ejemplo, t;(q;) = q;, t;(q,) = g, se tendria:
t;(q]) = (tij e tijxqj) = tij(tij(qj)) = tij(qi) =d;
Habrd tantas transposiciones t; : A — Acomo maneras de ordenar de dos en dos

todos los elementos de A, sin que el orden tenga significacidn, es decir, se trata de las
combinaciones de n elementos con orden 2:

oft. ) = (nj n! _n(n-1)

2) 2.(n-=-2)! 2
2) Veamos la demostracion por recurrencia:

- Si el conjunto tiene solo dos elementos, A, = {ql,qz}, todas las sustituciones
del grupo S, son la identidad e y las transposiciones ti» y t;;. Por lo cual,
cualquier sustitucidn seS, es generada por estos elementos: S = Htjk .

- Si suponemos que las sustituciones s de S,.; estan generadas por las
transposiciones de T..;, esto es, si VS'e Sn_l, s'= Htjk entonces, podemos

considerar las transposiciones de S, definidas por

ty(q;) = t'jk(qk)l sik<n
tu(Qi) =y, Sik=n

y las sustituciones de S,, se pueden expresar por
vseS, s=tys'=t, ][t =]]tx
3) Vemos que para i<j se verifica que (i,j)=(i,i+1)(i+1,i+2)...(j-1,j), se deduce que

cualquiera de las trasposiciones tij puede expresarse como este producto, por lo
cual, siendo tij sistema de generadores del grupo simétrico, también lo seran los

pares (1,2), ..., (n-1,n), es decir, la familia {(i,i + 1)/i =1,...,n - 1}
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Definicion 08.3.

Un k-ciclo g=(ai, ...aik) €s una sustitucion de S, tal que

q(a,) = a,, q(a,) = as, ...,q(a,_,) = ag,q(ax) =a, v
Vi g {illizl"'lik}l q(ai) =4

dos ciclos, g; y g, se dice que son disjuntos, si siendo I;, I, las familias de los indices
sustituidos por q; y g, respectivamente, se tiene quees I, N[, =¢ .

Teorema 08.3.

1) Cualquier sustitucion puede expresarse como producto de ciclos disjuntos.
2) Un ciclo de longitud k engendra un subgrupo ciclico de longitud k.

En efecto:

1) Sea s una sustitucidon cualquiera sobre un conjunto A de n elementos expresado
por A = { 1,...,q,,} y tomemos un elemento cualquiera para hallar su imagen por

s, haremos lo mismo con la imagen y asi sucesivamente hasta que aparezca el
primer elemento sustituido, esto es, se complete un ciclo. Si el ciclo contiene a
todos los n elementos del conjunto A sobre el que actla la sustitucion ya hemos
terminado, caso contrario haremos lo mismo con los elementos que restan hasta
completar otro ciclo con ellos. Si entre ambos ciclos hemos sustituido a todos los n
elementos del conjunto A ya hemos terminado y la sustitucion dada es el producto
de ambos ciclos. Caso contrario seguiriamos el proceso hasta que no quedasen
elementos sin sustituir, proceso que tendra fin por tratarse de un conjunto finito.
La sustitucion elegida, cualquiera que sea, es, pues, producto de ciclos que son
disjuntos pues los indices de los elementos sustituidos son diferentes.

2) Trivialmente.

Definicion 08.4.

Si es s e §,definimos el nimero de inversiones de s, Js como el nimero de pares
(i,j) i<j, tales que
() =s0) _,
j—1
Se llama signatura de s al numero G(s):(—l)ﬁ =11. Se dice que es par si es +1 vy
que es impar si es —-1.

Teorema 08.4.

1) Una transposicién es impar.
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2) La signatura de un producto de sustituciones es igual al producto de las
signaturas.

En efecto:

1) Sea la transposicion tj. Se tiene:

_ b () -t (k) k- _
ti(J) =kt (k) =j, * J__kfk :j_i:_l:»tjk impar

2) Si s es una sustitucién de S,, se tendra:

s(j) - s(i 1
o(s) = HM , extendido a los En(n — 1) pares no ordenados (i,j)
J -1
si s' es otra sustitucién de S,, y teniendo en cuenta que el producto anterior es
independiente del orden de los factores, se puede escribir, el siguiente producto,

1
también extendido a los En(n —1) pares (i,j):

_ 11 S(s'(j)) —s(s'(i))
" =155 s

por tanto, se tiene:

o(s).o(s) = [T N =SS D) 7 S'(J'J2 - S'(7) _psts' () = s(s' () _

s'(j)-s'(i) I J—i
_17Ss'(J)-ss'(i) _ |
=11 I = o(s.s")

Corolario 08.1.
1) Una sustitucion par es igual al producto de un nimero par de sustituciones.
2) La familia de las sustituciones pares es un subgrupo de S,, que se denomina
grupo alternado.

En efecto:

1) Es inmediato, de la proposicién 08.5. 2).
2) Por corolario 03.2, si P, es el subconjunto de S, formado por las sustituciones

. 2
pares, se tiene que P,” < P,.

Teorema 08.5. (Teorema de Cayley)
Todo grupo finito G de orden n es isomorfo a un subgrupo de S,.

En efecto:
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Sea G = { 1,...,qn}y sea la aplicacién de G en S, definida por:

vq, €G,f(q;)=s €s,/s/(q.)=q,4,
o bien, se puede expresar también asi:

vq, € G, f(q;,) s, /f(q,)q,)=a.4,
Veamos que f es un isomorfismo:

Es f homomorfismo, pues teniendo en cuenta la propiedad asociativa en G
(qi'qj)qk = qi'(qj'qk)l vqilqjlqk eG
ya que

va,q; €G,f(qq;)S,/f(q,q;)@a,) =q49,q9, =q,(q;)q,) =
- f(g))If(q,)(g,)] = (f(g,)-F(a,)Xg,), Vg, < G

O sea:

vq;,q; €G, f(qq;)=1(q,)fq;)

Es homomorfismo inyectivo, pues si f(q;) = f(q;) = q,9, =q,9, = g, = q;

Por tanto, f es un isomorfismo de G en un subgrupo f(G) del Grupo simétrico S,.

G=~f(G)<cS,
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09. SUBGRUPOS INVARIANTES O DISTINGUIDOS:

Vamos a estudiar en este apartado las formas en las que ciertas operaciones o
manipulaciones en los elementos de un grupo finito dejan invariantes a estos
elementos. Tales propiedades son fundamentalmente la conjugacion y la
conmutatividad, ambas fuertemente relacionadas.

Definiremos primero la conjugacién y a continuacion expondremos la conmutatividad
como una forma de conjugacion, que en realidad es lo que podemos llamar
autoconjugacion.

Definicion 09.1.

Dado un grupo finito (G,.), se definen los elementos conjugados del modo siguiente:
g,,q, € G conjugados < Ix e G/ x'q.x = q,

El elemento x, no necesariamente Unico, se denomina elemento transformador.

Trivialmente, esta relacion de conjugacion es reflexiva, simétrica y transitiva, esto es,
se trata de una relacién de equivalencia, si representamos por [q:], [g2], ..., los
elementos del conjunto cociente, clases de equivalencia, representara cada clase [I] el
conjunto de todos los elementos conjugados con |, que se denomina drbita de I. El
cardinal h de la orbita [I] es el nUmero de elementos que estan conjugados con |.

Si descomponemos el grupo G en clases se tiene G = [ 1] + [ 2] +t [ ,], y si es h;
el cardinal de [q;], se tendra que el ordende Ges g =h, + h, +...+ h_.

Cuando un elemento esta conjugado consigo mismo se dice autoconjugado. Se debe
cumplir, por tanto:

g eG autoconj < 3IxeG/x'.gx=q
que es lo mismo que decir
g € G autoconj < Ix e G/ g.x = xXqg

Esto es, si en un grupo G hay elementos q autoconjugados, esto quiere decir que
existen elementos x de G que conmutan con qg. El conjunto de estos elementos que
conmutan con el elemento q se llama normalizador de q. Representaremos por Nq al
normalizador de q.

En general, diremos que g conmuta con X, si q.x=X.q, Y, en general, g conmuta con el
complejo CcG, si qC=Cq.

Si el normalizador de g es todo el grupo G, quiere decir esto que todos los elementos

del grupo conmutan con q. Se dice, entonces, que q es un elemento invariante o
autoconjugado en todo G.
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Si g es un elemento autoconjugado en G quiere decir esto que es el mismo g el Unico
elemento de G conjugado con g, o sea, que la 6rbita de q estad constituida por un solo
elemento, el mismo g, por lo que el cardinal h de la 6rbita de q es precisamente h=1.
Si en lugar de tomar un elemento q del grupo tomamos una parte o complejo C del
mismo, podemos definir los mismos conceptos. Asi, para dos complejos C y C' se
define la relacién de conjugacion:

C,C' conjugados < It e G/t'Ct = C'

relacion de equivalencia que parte al conjunto potencia de G, P(G), en clases de
equivalencia.

También aqui el conjunto de los elementos de G que conmutan con C se denomina
normalizador de C, y es también un subgrupo del grupo G.

Si el complejo C es un subgrupo de G, entonces hay h subgrupos de G conjugados con
el complejo C. Cuando el Unico subgrupo conjugado con C es el mismo C, esto es,
cuando h=1, se da el caso de autoconjugacion.
Teorema 09.1.
1) El normalizador, Ng, de un elemento q es un subgrupo.
2) Si es g el orden del grupo G y es n el orden del normalizador de g, esto es, si
g=n.h, se verifica que cada clase [q] contiene h elementos distintos, o sea, su
cardinal es precisamente el indice en G del normalizador del elemento q.

En efecto:

1) Veamos que efectivamente Ng es un subgrupo de G, probando que para dos
elementos a,b cualesquiera de Nqg se verifica que a.b™* pertenece también a Nq:

va,beNg,g.(ab)=aqgb” =ab'qg=ab' € Ng
la conmutatividad de q con el inverso b™! se comprueba facilmente, pues
gb=bg=>b'qg=qb

2) Para probar que todos los elementos de cada clase [q] son distintos, veamos que si
consideramos descompuesto G en clases a la derecha de la forma

G =Nt +...+ N,t,
entonces cada elemento Ngt; genera por conjugacion el mismo elemento que genera t;:
(N,t)q.(N,t,) =t .qt,

por otra parte, cada uno de los elementos Ngt; genera elementos distintos, pues caso
contrario se daria una contradiccion:
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Lol _ 41 -1 _ -1 -1 _

si t; gt = tj qtj = q.t,-.tj = t,.tj g = t,-.tj € Nq = th, = thj

(lo cual es contradictorio)

Teorema 09.2,
Si O(G)=p™ (p primo), esto es, si el grupo G es p-primario, el nimero de sus
elementos autoconjugados es multiplo de p, es decir, su centro no se reduce al
elemento neutro.
En efecto:
Sea la clase [p;]. Si no es autoconjugada entonces su cardinal, h;, divide al orden del
grupo, esto es, divide a p™, lo que nos indica que es h; = p* (s<m). Esto quiere decir
que si llamamos u a la suma de todos los elementos autoconjugados, se puede

expresar el orden g del grupo como suma de todos los elementos autoconjugados mas
los cardinales de las clases que no son autoconjugadas, potencias del primo p:

g=p" =uU+p” +..+p*

y de aqui podemos despejar el nUmero de elementos autoconjugados:

u=pm-p° —...—p%* =pr

El nimero u de elementos autoconjugados es, en definitiva, un multiplo de p.

Definicion 09.2.

Un subgrupo S de G se dice que es invariante, normal o distinguido, si su normalizador
N es igual a G (N=G), o si h=1, donde es h=i(Ns).

Teorema 09.3.
1) Un subgrupo de indice 2 es siempre invariante.
2) Si por Z denotamos la familia de elementos autoconjugados de G, o centro de
G, se tiene que Z es un subgrupo abeliano e invariante de G.
3) Si O(G)=g=p? (p primo) entonces G es abeliano.
En efecto:

1) sii(H)=2, entonces g=h.2, siendo h=0(H). Descompongamos el grupo G en clases
a la derecha respecto del subgrupo H:

G = {H,Hr}

siendo r un elemento de G que no estd en H. Es inmediato que las dos clases, H y Hr
son disjuntas, pues caso contrario se daria una contradiccion:
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HA~Hr#¢o = 3h,h,e H/hr=h, = r =hl.h, e H,y esto implica que r.H=H.r
Entonces, VX € Hr / x = h.r cumple : Hx = Hh.r = Hr =r.H = r.h.H = x.H

Por lo que, VX € G, x.H = H.x, de lo que se deduce que todos los elementos de G

conmutan con H, o bien que el normalizador de H es el grupo G, N4y=G. H es, por
tanto, subgrupo distinguido de G.

2) Para probar que es un grupo abeliano y distinguido probemos simplemente que se
trata de un grupo, pues que es conmutativo y distinguido es evidente.

Por el teorema 03.1, bastara probar que U es cerrado para la ley interna del grupo:
vu,u, elU = Vvt eG, t'luut =t 'utt'ut =uu, =>uu, el

3) Sea U el centro del grupo G. Por el Teorema 09.2, el orden de U es multiplo de p y
ademas ha de ser divisor de p?, por lo cual:

O(U) = p A O(U) = p*
Si O(U) = p° entonces hemos terminado. En este caso es U=G y siendo U abeliano
esto implica que G es abeliano.

Si O(U) = pen este caso el grupo cociente G/U es de orden p primo, y por tanto G es
ciclico, lo que quiere decir que existe en G un elemento generador q:

3geG/G=U+Ug+...+ Ug""’
y dos elementos distintos cualesquiera x;, x,, de G, pueden escribirse de la forma

r

S
X, =uq, X,=U4g
por lo cual

X,.X, =Uu.u,q"*° =uu,qg°"" = x,.x, = G abeliano
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10. SUBGRUPOS DE SYLOW:

Definicion 10.1. (Grupo que opera sobre un conjunto)

Se dice que un grupo T opera sobre un conjunto cualquiera E sii existe un
homomorfismo ® de T en el grupo S(E) de las biyecciones de E.

Teorema 10.1

Sea (G, .) un grupo finito y sea T=G y también sea G=E. Si asociamos a cada
elemento g de G la correspondencia f; de G en G definida por

VxeG, f,(x)=gxeG
Se cumple:

1) fg es una biyeccion.
2) La correspondencia ® de G en el grupo simétrico de G, S(G), es un homomorfismo

En efecto:

1)
- Es aplicacion: X, = X, = g.X, = g.X, = fg(Xl) = fg(XZ)

- Esinyectiva: f (x,) = f,(X,) = g.x, = g.X, = X, = X,
- Es sobreyectiva: Vg.x e G = 3f, : G - G /f,(x) = gx
Es, por consiguiente, una biyeccion.

2) Para ver que se trata de un homomorfismo, veamos que
vg,,9, € G, ®(g,.9,) = ©(g,)-2(g,)
pues siendo ©(g,.9,) =f,, ~ (g, ).®(g,) =1, f,
se tiene que
VX € G, e (X) = 9,0:X = 9,(9,X) = 4,(F, (X)) = £, |f, (x)] = (£, .£,)(x)

por tanto: Vg,,g, € G, ®(g,.9,)=f

a9, fg, -fg2 = CD(gl).(D(gz). En realidad @& es

un isomorfismo: ®(G)~G.

Corolario 10.1
Todo grupo G opera sobre si mismo por las traslaciones a la izquierda.

En efecto:
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Inmediato, del teorema 10.1.

Definicion 10.2. (Estabilizador de una parte de un grupo)

La relacién R, definida en G por la condicion
X,X,eG, XRx, 3y eG/yx, =X,

es una relacion de equivalencia, y como todos los elementos del grupo G estan
relacionados por ella, la Unica clase de equivalencia es el mismo grupo G.

Si la relacién anterior se define sobre el conjunto de las partes del grup G, P(G), esto
es:

P,P, eG,PRP, < 3P'ceG /PP =P,

entonces tal relacién de equivalencia R, tiene mas de una clase de equivalencia.
Cuando en esta relacion de equivalencia hay una Unica clase de equivalencia, se dice
que G opera transitivamente en G. Cuando hay mas de una clase de equivalencia se
dice que G opera intransitivamente en G.

La relacién de equivalencia R, en el conjunto potencia P(G) nos indica, pues, que G
opera por ella intransitivamente sobre G. Cada una de las clases de equivalencia en las
que tal relacion parte el conjunto potencia P(G) se denomina clase de transitividad u
orbita.

Se define estabilizador de una parte XeP(G) del modo siguiente:

G, estabilizador de X < Vb e G,,b.X =X

Teorema 10.2,

1) El estabilizador G, de XeP(G) es un subgrupo de G.

2) Si O(G)=g y O(G,)=h, entonces la drbita de X consta de g/h elementos de P(G),
todos con el mismo cardinal que X.

En efecto:

Trivial. Es proposicién andloga al teorema 09.1 y 09.2, sobre el normalizador de un

grupo.

Definicion 10.3. (p-subgrupo de Sylow)

Si es (G, .) un grupo finito cuyo orden es O(G)=m.p" donde es p primo no divisor de
m, se llama subgrupo de Sylow a un subgrupo Hs de G cuyo orden es O(Hs)=p".
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Teorema 10.3. (Primer Teorema de Sylow)

a) Un grupo finito (G,.) cuyo orden es divisible exactamente por p" (p primo, rx1)
admite, para todo entero a tal que 1<a<r, por lo menos un subgrupo de orden p°.
b) El nimero de subgrupos de orden p® es congruente con 1 mdédulo p.

En efecto:

a) Si es O(G)=n=m.p" donde p no divide a m. Y hemos visto que el grupo G opera
sobre la familia P,(G) de las partes de G con exactamente p® elementos (1 < a < r).
Este conjunto P,(G) queda descompuesto en clases de transitividad u orbitas

{Ck 1k € K}, siendo G¢ el estabilizador de una parte cualquiera A de Ci.
Supongamos que sea n, el nimero de elementos distintos de P,(G). Se tiene que:

n, =Y card C,
keK
Ahora bien, por el teorema 10.2 sabemos que card C, =i(G,) = n, = ZI(Gk). Y

keK

n
también es n, = ( 5 |- por lo cual:
p

p, = MP" Mp -1 mp"-(p —l)zmpr_a mp" —1) _
p° 1 p® -1 p° -1
:mpra.W:mp“”( 1+mpJ [ + 1P J
1 pé -1

p?-1 r
m
donde hemos llamado W = (— 1+ p ]
S

s=1

De acuerdo con las desigualdades a <1, s < p?-1, la potencia mas alta de p que divide a
s es mas pequefia que p". Cada uno de los factores del segundo miembro es, pues, de
la forma

-1+ m;? ,conr'>0y mcd(s',p)=1
S
De lo que deducimos W = (— l)pa_1 + pll_fls'l (u entero)

Si p = 2, entonces p®-1 es par, y puesto que [[S es primo con p esto implica que
w=1+hp, para un cierto h entero.

Si p = 2, se tiene que w= -1+hp, pero reemplazando h por h+1, queda también de la
forma anterior: w=1+h'p.

Por lo cual siempre es n, = mp"°(1 + hp) [10.1]
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oG) mp’
O(G,) O(Gy)
deduce que existe un card(Cy) divisible como maximo por p™?. En consecuencia sera
O(Gy) divisible por lo menos por p?, lo cual implica que O(Gk) > pe.

Hemos visto antes que card C, =i(G,) = Pero de [10.1] se

Como Gy es el estabilizador de par parte X € C,, VX € X, G, x < X. Por lo cual:
O(G,) = card(G, x) < cardX = p?

Y de ambas desigualdades: O(G,) = p?. Se ha construido, en definitiva un subgrupo
de orden p,, y ademas es Gy.x=X.

b) Observamos que la clase C, de X contiene a toda parte aX, en particular:
S=x"'Gx=x"'XeC,

siendo S un subgrupo con p® elementos.

Resulta en definitiva que Cy es el conjunto de las clases por la izquierda con respecto a

este subgrupo S (pues C, es la drbita de X), que, por ello, es el Unico subgrupo de C.

En consecuencia Cy, que es una clase de transitividad cualquiera tal que card(Cy) sea
divisible como maximo por p™?, verifica:

- mp’
card(C,)=i(G,)= —-—-=mp
‘ 7 0(G,)

Y, reciprocamente, para todo subgrupo S de orden p® el conjunto {X eS/xe G}, de
clases a la izquierda, es una érbita C, de este tipo.

Luego, si s, es el numero de subgrupos de orden p?, podemos escribir:
n,=mp"~?.(1+hp)=s,mp"? +t.p" " = m.(1-s,) = (t - mh).p (tentero)

y, puesto que p es primo con m, se tiene que S, =1 (mod p)

Corolario 10.2.

1) Todo grupo finito (G,.) tiene un subgrupo de Sylow para cada numero primo p que
divida a O(G).

2) Todo grupo finito (G,.) cuyo orden es multiplo del nimero primo p, contiene al
menos un elemento de orden p. (Cayley)

En efecto:

Resulta trivial, por el teorema 10.1.
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Teorema 10.4. (Segundo Teorema de Sylow)

a) En todo grupo finito G cuyo orden es divisible exactamente por p" (p primo), todo
subgrupo de orden p? (1<a<r) estd contenido en un p-subgrupo de sylow.

b) Todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados de uno de ellos, y su niumero (que
es congruente con 1 médulo p, por teorema 10.2) es divisor de O(G).

En efecto:

a) Sea H un subgrupo cualquiera, S un p-subgrupo de Sylow de G y H el conjunto de
las clases por la izquierda de G respecto a S: M = {x,.S,...,x,,.S}, y sea {D,} Ia
familia de clases en que se descompone M bajo la acciéon de H, cuando tomamos
como operadores los elementos de H y decimos que dos elementos X, Y de M son
conjugados sii 3@ e H/a.X =Y . Setieneque card M = m = ZCard D, .

i

Al ser m primo con p, al menos una de estas clases, sea D, cumple que card D no
es multiplo de p, pero por el teorema 10.2, es card D=iy(E) = indice en H del
estabilizador E de un representante K de D. Asi, pues, p no divide a iy(E).
Tomamos como H un subgrupo de orden pa (1 < a < r): iy(E) divide a O(H)=p® y
como no es multiplo de p esto quiere decir que iy(E)=1, es decir, card D =1.
Luego D={K}, ed decir, la clase D consta de un solo elemento: K. Esta clase
K=k.S, elemento Unico de su clase de transitividad D, es, pues, invariante por H:

HKS = kS = HkSk™ = kSk™
Pero T=K.S.K! es, como S, un subgrupo de orden pr y la igualdad precedente se
escribe H.T=T, lo cual implica que HcT donde es T p-subgrupo de Sylow.

b) Sia=r, H=T, luego es un conjugado de S.

Por el teorema 09.2, el nimero de conjugados de S, igual al indice del
normalizador de S, es un divisor del orden de G.

MARCHENA, JUNIO 2004 29




A LA SOMBRA DE LOS GRUPOS FINITOS CARLOS S. CHINEA

11. Bibliografia:

Alperin, J.L; Bell, Rowen B. Groups and Representations. Graduate Texts in
Mathematics 162, Springer-Verlag New York Inc., New York, 1995

Anzola, M.; Caruncho, J.; Pérez-Canales, G., Problemas de algebra, Alef (1981)
Burnside, W., Theory of Groups of Finite Order, 2nd edition, Dover, New

York, 1955.

Dixon, J. D., Problems in group theory, Dover Publications (1973).

Dorronsoro, J.; Hernandez, E., NUmeros, grupos y anillos, Ed. Addison-Wesley
Iberoamericana - U.A.M. (1996).

Fraleigh, J.B., Algebra Abstracta, Ed. Addison-Wesley Iberoamericana (1987).
Godement, R., Algebra, Tecnos (1978).

Humphreys, ] John F. A Course in Group Theory. Oxford Science Publications,
Oxford University Press Inc., New York, 1996

Hungerford, T.W., Algebra, Springer-Verlag (1974).

Kerber, A. Aplied Finite Group Actions, 2nd edition, Springer 1999.

Lang, Serge. Algebra. Addison-Wesley Publishing Company Inc., Reading,
Massachusetts, 3rd edition, 1993,

Robinson, Derek J. S., A Course in the Theory of Groups, Springer, New

York, 1995.

MARCHENA, JUNIO 2004

30



