Los automorfismos de cuerpos y el Grupo de Galois Carlos S. Chinea

Los automorfismos de cuerpos y el Grupo de
Galois

Un conjunto importante de resultados de la teoria de cuerpos puede establecerse
desde propiedades simples de la teoria de grupos. Esta conexién de la teoria de
cuerpos con la teoria de grupos es lo que conocemos como Teoria de Galois.

En este breve articulo tratamos los automorfismos definidos en un cuerpo L (los
endomorfismos biyectivos definidos sobre L) que dejan invariantes los elementos
de un subcuerpo k del mismo. Tales automorfismos los denominamos k-
automorfismos de L y presentan la interesante propiedad de que constituyen un
grupo, que denominamos Grupo de Galois de la extension de L sobre k.

Nos encontramos, ademas, que todo subgrupo del Grupo de Galois de los k-
automorfismos de L sobre k es, a su vez, un conjunto de k-automorfismos que
dejan invariante a los elementos de un cuerpo intermedio entre k y L, v,
reciprocamente, para todo cuerpo intermedio existe también el correspondiente
grupo de Galois constituido por aquellos k-automorfismos de L que dejan
invariantes a sus elementos, y que es subgrupo del Grupo de Galois de los k-
automorfismos de la extensiéon de L sobre k.

Los conceptos clave que manejamos son:

Por una parte, el subconjunto del cuerpo L que queda invariante para un conjunto
H dado de automorfismos de L. Veremos que tal subconjunto tiene estructura de
cuerpo y se denomina cuerpo fijo o cuerpo invariante del conjunto de
automorfismos H.

El cuerpo fijo o invariante del Grupo de Galois de la extension de L sobre k no tiene
porqué coincidir con el cuerpo k. Puede ser un cuerpo intermedio (cuerpo que
contiene a k y es subcuerpo de L).

Asimismo, el Grupo de Galois del cuerpo fijo de un conjunto H de automorfismos no
ha de coincidir obviamente con el conjunto H. Veremos en este articulo la condicién
que debe cumplirse para que esta situacion ocurra.

Introduccion:

Un conjunto k se dice que tiene estructura de cuerpo con respecto a dos leyes, que
Ilamaremos “+” (ley aditiva) y “.” (ley multiplicativa) si se verifica que:
A) (k,+) es grupo conmutativo con respecto a la ley aditiva, cuyo elemento
neutro representaremos por 0.
B) (k-{0},.) es grupo con respecto a la ley multiplicativa. Si fuera grupo
conmutativo diremos que el cuerpo es conmutativo. Podemos representar

por e el elemento neutro de esta ley.
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C) La ley multiplicativa distribuye a la ley aditiva.

Podemos utilizar la notacion (k,+,.) para representar al cuerpo cuyo conjunto de
elementos es k y las leyes internas son las ya indicadas. Cuando se sobreentienden
tales leyes utilizaremos simplemente la notacion k.

Si dos cuerpos, k y L, tienen las mismas leyes de composicién interna, diremos que
el cuerpo k es subcuerpo de L si k estd contenido en L. También podemos decir que
L es supercuerpo de k, o que L es una extension de k.

Si L se obtiene adjuntando a k un ndmero finito de elementos, a,,...,a,, se dice que
L se obtiene por adjuncion desde k: L=k(al,...,an) y que L es una extension finita
de k.

Si la extension L de k se obtiene adjuntandole a k un solo elemento a € L diremos
que L=k(a) es una extension simple de k.

La extensién L =k(4,...,a,) se dice que es algebraica sobre k si todo elemento
a,I=1,...,n es algebraico sobre k, es decir, si para cada a,i=1,...,n siempre
existe algiin polinomio p(X) € K[ X] con coeficientes en k tal que p(a)=0.

Si algun g € L(a,...,a,) no es algebraico sobre k, entonces la extension L se dice
gue es una extension trascendente sobre k.

Si L es extension de k, entonces L es espacio vectorial sobre k. La dimensién de
este espacio vectorial se denomina grado de la extensidon. Si tal grado es finito se
dice que L es extension finita de k. En otro caso se dird que es extension infinita.
Representaremos por (L : k) al grado de la extensién de L sobre k.

Sea L una extension de k. Diremos que el cuerpo k’ es un cuerpo intermedio, si k’
es supercuerpo de k y subcuerpo de L. O sea, cumpliendo: kc k'c L.

Dados dos cuerpos, (k,+,.) y (k’, A,x), una aplicacion f de k en k’ se dice que es
homomorfismo de cuerpos si respeta las dos leyes internas de ambos cuerpos, es
decir:

Vab e k, f(a+b)= f(a)Af(b) € k'

vab e k, f(ab)= f(a)x f(b) € k'

Si el homomorfismo f es aplicacion inyectiva se denomina monomorfismo, y si f es
biyectiva, isomorfismo.

Si los cuerpos k y k’ son el mismo cuerpo, entonces el homomorfismo se denomina
endomorfismo. Un automorfismo en k es un endomorfismo biyectivo, esto es, un
isomorfismo de k en k.

Un automorfismo de cuerpos es, en definitiva, una aplicacion biyectiva de un
cuerpo en si mismo que respeta sus las leyes internas.
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1_K-automorfismos, cuerpo fijo, Grupo de Galois:

Dados un cuerpo L y un subcuerpo k del mismo, denominamos k-automorfismo de
L a todo automorfismo de L que deja invariantes a los elementos de k:

f k—automorfismo de L <> f automorfismo de LAV x € k, f(x)= x

Teorema:

a) El conjunto G(L : k) de los k-automorfismos de L tiene estructura de grupo.

b) Si M es un cuerpo intermedio entre k y L, k& M < L, entonces el grupo de los
M-automorfismos de L, G(L : M), es subgrupo de G(L : k).

Demostracion:

a) Obviamente, el automorfismo identidad i de L es un k-automorfismo, y el
inverso f! de un k-automorfismo f es también k-automorfismo. La
composicion de dos k-automorfismos, fog, es también k-automorfismo, la
asociatividad es evidente por tratarse de automorfismos. En definitiva
G(L : k) es un grupo.

b) Si kc M < L, todo M-automorfismo de L es también k-automorfismo, pues
si deja invariantes a los elementos de M también dejara invariantes a los
elementos de k, ya que k< M. Luego G(L:M)c G(L : k).

El grupo G(L : k) se denomina Grupo de Galois de L sobre k .

Teorema:
a) Dada una familia H de k-automorfismos de L, H < G(L : k), el conjunto f(H)

de todos los elementos de L que quedan invariantes por H es un cuerpo intermedio,
kc f(H)c L, que se denomina cuerpo fijo o cuerpo invariante de H.
b) Si H’ contiene a H, entonces el cuerpo fijo de H” esta contenido en el cuerpo fijo
deH: Hc H'—> f(H") < f(H).
Demostracion:

a) Para probar que f(H) es cuerpo bastard probar que (f(H),+) es grupo

aditivo y que ( f(H)—{0},.)es grupo multiplicativo:
peG(L:k Vxye f(p)
P(X=Y)=p(X)-p(y)=x-y € f(p)

P(xy ) =p(X).0(y)=xy" e f(p), sy #0

Las propiedades asociativa y distributiva se verifican siempre, pues se trata
de los elementos del cuerpo L.

Finalmente, es f(H)= ﬂ{f((p)/(p EM}, que es subcuerpo de L.
b) Si Hc H', la familia de elementos que quedan fijos por todo k-

automorfismo de H’ forma parte de la familia de elementos que permanecen
fijos por todo k-automorfismo de H. O sea, f(H')c f(H).

Todo subgrupo del Grupo de Galois G(L:k) tiene por cuerpo fijo un cuerpo
intermedio, y todo cuerpo intermedio es el cuerpo fijo de un subgrupo del Grupo de

Galois G(L : k).
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Teorema: Sea L extension finita de k. El conjunto de n k-automorfismos distintos
de L es siempre linealmente independiente.
Demostracion:

Sean n k-automorfismos sobre el cuerpo L, @,...,0,, @; € G(L:k),jzl,...,n, y
veamos que se ha de verificar que

n
D Ap(x)=0,con, €L, j=1..,n—4=0,j=1.,nVxel
j=1
para ver que todos los coeficientes han de ser necesariamente nulos empleamos
induccion:
Para n=1 se tiene que, al ser @, (X)#0 serd 4@, (X)=0—> 4, =0.
Si la proposicidn es cierta para n-1, veamos que ha de ser cierta también
para n, pues si suponemos que siendo cierta para n-1 fuera falsa para n se
tendra que todos los coeficientes A, habrian de ser no nulos, pues por

hipétesis de induccién es imposible que sean nulos algunos de los

coeficientes sin serlo todos, con lo que
n-1

D AP (X)=0AL#0, j=1...,n—> D Lp,(X)+A,0,(X)=0, de lo cual
=
1

Zj (X)+@,(0)=0 [1]

y siendo distintos todos Ios n k-automorfismos, sera:
g, (@=p,(a), j=1,..,n-1, paraalgin ae L.

Entonces podemos escribir:
n-1

A
Z co,(ax)mncon(ax) 27’¢j(a>w,<x)+¢n(a)¢n<x>= 0, o bien:

11 J=1

Z 0,(8).0,' (@,(X)+9,(X)=0  [2]

jln

Si restamos la expresion [2] a la expresion [1] se tiene:
n-1

A B
> Zile-p a0, @ |p, (=0
Jj=1 ﬂ’n

por hipotesis de induccién los coeficientes de los n-1 k-automorfismos son
todos nulos:

A.
7,[9_ 0,(a)p;'(a) |=0 > e—gp.(a)p; (@)= 0 > ¢, (a)—,(8) = 0 —>

n
—> @, (@)=¢,(a), j=1,...,n—1, lo que contradice la hipétesis del teorema de

que todos los n k-automorfismos son distintos.
Luego, han de ser nulos todos los n coeficientes, y se verifica la proposicién
para n.

Teorema:
a) Dado un conjunto @, ®,,...,, de k-automorfismos distintos de L, se cumple que

si f(H) es el cuerpo fijo de la familia H:{¢1,¢2,...,gon}, entonces el grado de la
extension de L sobre f(H) es mayor o igual que n: (L: f(H))>n

b) Si el conjunto de k-automorfismos H:{gpl,goz,...,gon} es grupo, y por tanto
subgrupo de G(L : k), entonces es (L: f(H))=n.
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Demostracién:
a) Supongamos que la dimensién del espacio vectorial L sobre el cuerpo f(H) esr.

Por definicién de grado de la extensién, es (L: f(H))=r. Consideremos una base

de dicho espacio: {U,...,U,}. Serd Vwe L, w= Z AU, A e f(H), j=1,..
Jj=1
Si fuera r <n, las r ecuaciones

¢1(U)X+ -+, (U)-X, =

(ol(U)X+ +<0n(U)X =
tendrian soluciones X, ..., X, no todas nulas.
Y puesto que f(H) es el cuerpo fijo de los k-automorfismos @,,®,,...,@, se tendrd
que ¢ (4U)=0;(4).0;(U)=4.9,(4). Entonces, multiplicando las r ecuaciones
anteriores respectivamente por A,,...,4,, se tiene

A U)X+t Ay, (U)X, =0

/1¢1(U)X+ +ﬂ’r€0n(u)x -
o bien:

¢1(/71U)X+ +¢n(ﬂqu)x 0

............

col(irur) X +..+0,(4u ) X,=0
por lo que, al sumar:

Zgol(/l,l,l,).x1 +... +Z¢>n(/1,u,).x,, =0— gol(ZZ,LI,)JQ +... +gon(z/1,u,).xn =0—
= | i=1 i=1

- o(W).X+...+0,(W).x,=0,Vwe L

con lo cual vemos que los k-automorfismos no serian linealmente independientes
en contradiccién con el teorema anterior. Luego no ha de ser r<n. Por
consiguiente es r=(L: f(H))>n. O bien, denotaremos por (L: f(H))>0o(H).

b) Sabemos, pues, que r > n. Veamos que no puede ser I >N si H tiene estructura
de grupo.

Supongamos que > N. Esto querria decir que hay al menos m+1 elementos de L

que son linealmente independientes. Sean estos{ul,...,um} y consideremos las m

ecuaciones lineales con m+1 incégnitas:

601(“) y1 ot (Upy)- ym+1

............

(Dm(U) yl +.. +¢m( 1) ym+l

Se trata de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo constituido por m
ecuaciones, una por cada automorfismo, y m+1 incdgnitas, por lo que habran
soluciones para el sistema, no todas nulas.

Como H es grupo, uno de los automorfismos ha de ser la identidad. Sea, por
ejemplo, ¢,. La ecuaciéon correspondiente a este automorfismo quedaria como

u.y,+..+U,,.Y,., =0, siendo los y,i=1..,m+Ino todos nulos, contra la

hipétesis de que los elementos { u } son linealmente independientes.
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Por otra parte, si consideramos entre todas las soluciones del sistema anterior de
ecuaciones lineales aquella que tenga el menor nimero p de elementos no nulos,

por ejemplo (ql,...,qp, 0,...,0) , hecesariamente ha de ser p>1, pues si fuera p=1 se
tendria que ¢,(4).9,=U.q,=0—>u, =0, lo que también es absurdo, pues los
elementos {ul,. u } son linealmente independientes y por tanto ninguno puede

WU
ser nulo.
Si hacemos q,=¢€ (elemento neutro de la ley multiplicativa), se tiene:

p p-1

290dU)= 200U+, (U,) =0, k=1,...m [3]

i=1 i=1
donde no todas las soluciones Q;---q, estan en el cuerpo fijo, pues uno de los
automorfismos es la identidad. Sea, por ejemplo,
q ¢ f(H)—> 3¢, € H/p,(q,)#q,por lo que aplicando ¢, a la igualdad [3] seréa:

p-1
220 @229 )W)+ (@0 0)(U)=0, j=1,...m
i=1
y como H es grupo, siempre puede elegirse j de modo que ¢, °Q; =@, con lo que

p-1
D 2n( P (W) + 9, (u,)=0, k=1,...m

i=1
restando esta expresion a [3]:
p-1

Z[q/ _¢h(c7i)]¢k(l"i) =0, k=1,....m

i=1
donde cada coeficiente es no nulo: g —¢,(q;)#0, luego existe solucién con al

menos p-1 elementos no nulos, en contradiccién con la suposicion de que era p el
menor numero de elementos no nulos, luego, no es posible que r>n, de lo que se

deduce que ha de ser r=n. Estoes, (L: f(H))=0(H)

Corolario 1:
Si es L extensidon finita de k, el cuerpo fijo del grupo de Galois de L sobre Kk,
f(G(L : k))), es tal que el grado de la extension de L sobre él, (L: f(G(L : k))), es

igual al orden del grupo de Galois:
(L: f(G(L:k))))=0G(L:k)

Demostracion:
Si es G(L : k)el Grupo de Galois de L sobre k (conjunto de todos los automorfismos

en L que dejan invariantes a los elementos de k), y es f(G(L :K))) el cuerpo fijo

de
G(L : k), es decir el cuerpo constituido por todos los elementos de L que quedan

invariantes por los autormorfismos de G(L : k) (todos, no solo los elementos de k),
se cumple:
kc f(G(L:k))cL
Si llamamos OG(L : k)al orden del grupo de Galois, es decir, al numero de
automorfismos que constituyen el grupo, se tiene, al aplicar el teorema anterior:
pora): (L:f(G(L:k)))=>0G(L:k)
por b), siendo G(L : k) grupo: (L: f(G(L : k)))=0G(L : k)
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Corolario 2:
Si es L extension finita de k, H un subgrupo del Grupo de Galois, G=G(L : f(G)) y

f(H) su cuerpo fijo, entonces todo k-automorfismo de G(L : k) que deja invariante
a todo elemento de f(H) pertenece a H, y H es el Grupo de Galois de L sobre f(H):
H=G(L: f(H)). En particulares G=G(L: f(G)).

Demostracion:

Por el anterior teorema, es o(H)=(L: f(H)). Si suponemos que existe un k-

automorfismo (o*que sin ser elemento de H dejase fijo a f(H), podriamos llamar

entonces H'= Hu{(p*}, y resulta que f(H')= f(H), y sin embargo se tiene que

(L:f(HY)=(L: f(H))=0o(H)<o(H)+1=0(H")— (L: f(H"))<o(H")

lo que, como es obvio, contradice al teorema anterior. En definitiva, todo k-
automorfismo que deja fijo a f(H) pertenece a H.

De todo ello, H serd precisamente el Grupo de Galois de la extension de L sobre
f(H), H=G(L: f(H)) y, en particular, es

G(L:k)=G(L: f(G))
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