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El funtor Producto Tensorial

0. Introduccion. La idea de categoria y funtor
La teoria de categorias y funtores se construye de forma elemental desde el
concepto de categoria, entendida como una clase cuyos objetos cumplen la
condicion de que cualquier par ordenado de los mismos tiene asociado un conjunto
que denominamos conjunto de los morfismos correspondientes al par.

Asi, si consideramos la categoria @, de objetos a,b,c,..., el conjunto asociado, por
ejemplo, al par (a,b), diremos que se trata del conjunto de morfismos de dominio a
y codominio b:

(a,b)@ : conjunto de los morfismos de dominio a y codominio b dentro de la
categoria @ .

Se define también lo que se entiende como objeto inicial y objeto final de una
categoria del modo siguiente:
- Un objeto o se dice que es objeto inicial de la categoria @, si el conjunto

(a,b)q) tiene un Unico elemento, cualquiera que sea el objeto b de la

categoria.
- Un objeto f se dice que es objeto final de la categoria @, si el conjunto

(a,ﬂ)q, tiene un Unico elemento, cualquiera que sea el objeto a de la
categoria.

Si definimos una funcion tal que a los objetos de una determinada categoria @ le
correspondan los objetos de otra categoria I' hemos de especificar también que a
los morfismos asociados a cada par de la primera le correspondan los morfismos
asociados al correspondiente par de la segunda. Se trata, por tanto, de definir dos
funciones, una que establezca la correspondencia entre los objetos (funcién-objeto)
y otra que establezca la correspondencia entre los morfismos asociados a cada par
ordenado de la primera y los morfismos asociados al correspondiente par ordenado
de la segunda (funcién-morfismo). Con la funcién-morfismo pueden darse dos
situaciones, a saber, que el morfismo imagen de un morfismo dado tenga por
dominio la imagen del dominio del morfismo original y por codominio la imagen del
codominio del morfismo original (funcion-morfismo covariante), o bien, que ocurra
lo contrario, es decir, que el morfismo imagen de un morfismo dado tenga por
dominio la imagen del codominio del morfismo original y por codominio la imagen
del dominio del morfismo original (funciédn-morfismo contravariante).

Funcion objeto:
[, ®@>T, Vxed, f(x)el (six=y—> f,(x)=/f,())
Funcidon morfismo-covariante:

S @)y = (£,(@), £,(0)r, Y €(@b)ys [ (f) € (f, (@), [, (b))

Funcion morfismo-contravariante:

fuz 1@b)y = (f,0), 1,(@)), Yf €(@,b)o, £,,(f) € (f,(B), f, (@),

Un funtor entre la categoria @ y la categoria I' es el par constituido por una
funcion-objeto, f,, y una funcidon-morfismo, f,:

Funtor covariante: (fos So1)
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Funtor contravariante: (f,, f,,,)

Un funtor es una funcién entre categorias que estda, pues, realmente constituida por
dos funciones, una funcién-objeto y una funcidon-morfismo. Un funtor es covariante
o contravariante segun lo sea su correspondiente funcién-morfismo. Ha de cumplir
las condiciones de definicion (axiomas) siiuientes:

Sobre la identidad: (Ya)aey, f,I,=1,,
Sobre la composicién de morfismos:

Covariante:  (V/,g)\f €(b.c),.g €(a.b),.f,i(fo2) = fin(f)o fin())
Contravariante: (Vf,g)f € (b.c),.g € (a.b),, f,.(f ° &)= fi(&) o for(f))

Podemos imaginar de manera obvia diversas categorias:

- La categoria de los grupos: GRUP, cuyos objetos son los grupos y cuyos
morfismos asociados a cada par ordenado de grupos son los homomorfismos
de grupo.

- La categoria de los anillos: ANILL, cuyos objetos son los anillos y cuyos
morfismos asociados a cada par ordenado de anillos son los homomorfismos
de anillos.

Vemos a continuacion que podemos definir la idea de producto tensorial de
espacios vectoriales como objeto inicial de una cierta categoria, estableciéndose de
forma natural el concepto de funtor.

1. Producto tensorial
Sea K un cuerpo conmutativo. Un K-espacio vectorial es un espacio vectorial cuyo
cuerpo de definicion es K.

El producto tensorial de un conjunto de n K-espacios vectoriales, V,,....,V,, es un

par constituido por una aplicacion multilineal (n-lineal), f, desde el conjunto
producto cartesiano de dichos K-espacios en otro K-espacio vectorial T, tal que
para cualquier otra aplicacién n-lineal f” de dicho conjunto producto cartesiano en
cualquier otro K-espacio vectorial T’ existe exista un Unico homomorfismo de K-
espacios vectoriales de 7' a 7’ tal que go f = f'. El producto tensorial se define,

pues, como el par (f,T).

Si representamos al espacio producto tensorial T por
T=QV. =V,®..0V,
i=1
se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:

T f TN
Ty b

iF
=
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Dados n K-espacios vectoriales V,,...,V , dentro de la teoria de categorias podemos

considerar la categoria @ cuyos objetos son los pares (f,T),(f”,T?"),..., donde los

T, T’,... son K-espacios vectoriales, y Iasf,f”,... son aplicaciones n-lineales desde el
conjunto producto cartesiano de los n K-espacios vectoriales dados, y cuyos

morfismos asociados a cada par ((f,T),(f”,T”)) son los homomorfismos

g:T—>T", de forma que se verifique go f = f”, es obvio que el producto

tensorial T=®V, =V, ®...®V, es un objeto inicial de dicha categoria, pues es el
i=1

Unico objeto desde el que existe un Gnico morfismo hacia cualquier otro objeto de

la misma categoria, por definicion de objeto inicial.

2. El funtor producto tensorial
Consideremos las dos categorias siguientes:

- Categoria I': Es la categoria cuyos objetos son las n-plas de K-espacios
vectoriales

y cuyos morfismos asociados a cada par ((Vl,...,V ),(Vl',...,Vn' )) son las aplicaciones

n

producto

n n

A A deelid

siendo las f,:V, >V, ,i=1,..,n, aplicaciones lineales entre espacios vectoriales.

1

- Categoria @ : La categoria cuyos objetos son los productos tensoriales de los k-
espacios de cada n-pla de la categoria I":

(£ @V, (fS8V), (f"8F)se.

siendo los morfismos asociados a cada par de objetos((f,@lVi), (f',(ibll/[')j los

n

homomorfismos g:®V, - ®V,,i=1,..,n tales que go f =f'oHlfl., tal como se
i=1 i=1 e

muestra en el diagrama.
Definamos ahora un funtor desde la categoria I' hacia la categoria @ :
v:T>O

Funcién-objeto: A cada objeto de la categoria I', es decir, a cada n-pla de k-
espacios vectoriales (Vl,...,Vn) le hace corresponder su producto tensorial, objeto de

la categoria @ :

v(¥,,..V )eT, y/O(Vl,...,V,,)z(f,éVijeqa
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Funcion-morfismo: Puesto que I:IIfl :[IIVI. — 1:[1Vl.', se tiene (ver diagrama) que
f'olj[lfl. :1:[11/1. ->V'®..V'
y por ser (f,V1 ®...®Vn) producto tensorial de los k-espacios V/,...,V, existe un
unico homomorfismo g:V, ®..QV, —>V,'®..QV ' tal que gof:f'o[llﬁ, por
tanto, podemos definir la funciéon morfismo y,, por la condicién:
VIS, € (V) 0 V) w1 f) =
74
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Vemos que, efectivamente, se trata de un funtor ya que se verifican las dos
condiciones de la definicion de funtor, o sea, la condicion sobre el morfismo
identidad y sobre la composicion de morfismos:

\Ilm(]‘fllf;' oﬁﬁj:g'og :\P'n(ﬁlfi']()\ym(ﬁlfj

Tal funtor se denomina funtor producto tensorial, siendo, en definitiva las funciones
constituyentes:
- Funcién-objeto:

Y,V e,y (Vs V, )= (f@lV] cd
- Funcién-morfismo:

VI, € (VoY) VD) o v (11 f) = 2 € (7, ©..0V,),07,8...97,)),
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