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ECUACIONES INTEGRALES LINEALES-11
Resolucidn de ecuaciones con nucleo de
variables separables

01. Ecuaciones integrales de Fredholm

Se trata de ecuaciones integrales lineales con limites constantes (dominio de
integracion constante).

Ecuaciones integrales de Fredholm

JKO 1) p(u2).dpe = (%)

Primer tipo o clase 3
Homogénea:

[k 1) ()0 =0

009 = [k(x, 2)-9()dpe = £ (x)

Segundo tipo o clase 3
Homogénea:

#(0) = [k 2).(11) G =0

En el caso n-dimensional, para un dominio de integracién D del espacio R":
12 clase: Ik(xl,...,Xn,,ul,...,,un)rp(ul,...,,un).d,ul...d,un = f (X, X,)
D

2a clase: O(UpsereUn) = [KKioos Xy oo )Pt 1) Dty Oty = F (X000 %)
D

o bien, de forma mas compacta, si llamamos P = X;,...,X,,Q = z,..., 1,, se tiene:

12 clase o tipo: [k(P.Q)9(Q)dQ = f (P)

22 clase o tipo: »(Q) - [k(P,Q)(Q)dQ = f(P)

Conocida la forma del nacleo k(P,Q)de la integral, el proceso de actuacion consiste

en transformar la ecuaciéon integral para obtener un sistema de ecuaciones lineales
equivalente, que requiere el tratamiento algebraico correspondiente. Estudiamos
aqui aquellas ecuaciones integrales en las que el nucleo es de variables separables
(nucleo degenerado), que es quizas el caso mas elemental.

02. La separabilidad del nucleo
Se trata de estudiar ecuaciones integrales en las que el nucleo de la integral admite
separacion de variables, esto es, de la forma
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k(P.Q)=> 2 (P)h,(Q) 1]

donde las funciones {ai(P),...,am(P)} son linealmente independientes, lo mismo que

las funciones {bl(Q),...,bm(Q)}. Si no lo fueran, reduciriamos el nUmero m de todas
ellas mediante el proceso que detallamos a continuacion.

Supongamos que las a,(P), k=1..,m son linealmente dependientes, es decir,

tales que alguna combinacion lineal igualada a cero admite algun coeficiente
distinto de cero, es decir:

m
Sea ZCkak(P):O,y sea, por ejemplo, C #0. Si es asi, se puede despejar
k=1
m-1 .
a,(P)= ZCkak(P), y al sustituir en la expresiéon [1] del nicleo de la integral, se
k=1
tiene:

k(P.Q) =Y, (P)b,(Q) = a,(P)b,(Q)+ > 2, (P)b, (Q) = &, (P)b, (Q) +

+ 3,12 (P)b,(Q) -2, (P)b, Q) + Cb, (@] X4, (P)B:(Q)

Es decir, hemos disminuido el niumero de funciones desde m a m-1. Si todavia no
fuera el conjunto linealmente independiente se repetiria el proceso hasta que
quedaran solo funciones linealmente independientes. Lo mismo para las funciones

b, (Q), k =1,...,m

En definitiva, pues, podemos considerar que en estas ecuaciones integrales, el
nucleo se expresa de forma general como una suma de productos de funciones
linealmente independientes.

K(P.Q) =33, (P),(Q)

03. Un sistema equivalente
Consideremos la ecuacion integral

o(P) = [k(P,Qp(Q.dQ+ f(P)  [2]

m
donde el nucleo es k(P,Q) =Z:ai(P).bi (Q), siendo linealmente independientes las
i-1
funciones &,(P) y las b (Q). Podemos extraer fuera de la integral una parte del
nucleo, quedando:

o(P)=a,(P) [0 (Q0(Q4Q+ f(P) [3]

Si llamamos

[6@Q@dQ=C i=t1...m  [4]

se tiene, al sustituir en [3]:
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p(P)=YCaP)+1(P) 5]

Sustituyendo esta expresion en [4], obtenemos
C, = [0,(Q#(Q0Q=[b(Q) Y.C.a,(Q+ F(Q) BQ=C, [0(Qa,(QQ+
+[B(@F(@QdQ

Y, si llamamos

ki = [B(@Q2,(QdQ,  f=[b(@QF(QdQ, i=1..m [6]
Se tendra, al susDtituir ’
ci=icjkij+fi, i=1.,m [7]

A cada una de las soluciones de la ecuacién integral [2] le corresponde en definitiva
una solucién (Cl,...,Cm) de este sistema de ecuaciones lineales, y, al ser

linealmente independientes las funciones @, (P), tal solucion es unica.

Reciprocamente, si el sistema [7] tiene solucién Unica, (Cl,...,C ) al sustituirla en

m
[5] se obtiene la solucion @(P) de la ecuacion integral dada, ya que son reversibles

las operaciones que nos han llevado desde la ecuacion integral al sistema
equivalente [7].

Por analogia, de la ecuacion integral traspuesta

#(P) = [k(Q,P)..(Q)dQ + f(P) [8]

se obtiene asimismo el sistema de ecuaciones lineales equivalente

C =>Cik;+f, i=L.,m [9]

iTi i

04. La verificacion de los teoremas de Fredholm
Puesto que las funciones &(P) y b(Q), i=1..,m que figuran en la descom-

posicion del nucleo son linealmente independientes, esto nos indicara que a cada
conjunto de h soluciones linealmente independientes del sistema homogéneo, [7] o
[9], le corresponden h soluciones linealmente independientes para las respectivas
ecuaciones integrales lineales asociadas, [2] Yy [8]. Queda, pues, definida una
correspondencia biunivoca entre el conjunto de las h soluciones de cada sistema de
ecuaciones lineales y el conjunto de las h soluciones de su ecuacion integral lineal
asociada. Y como los teoremas primero y segundo de Fredholm se verifican para el
sistema de ecuaciones linealest™, también han de verificarse para las ecuaciones
integrales lineales asociadas correspondientes.

En el segundo caso de la alternativa de Fredholm, es decir, en el tercer teorema de
Fredholm, sabemos que el sistema de ecuaciones lineales no homogéneo tiene
solucion si y solo si
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> £C =0
i=1

siendo Cl ,...,Cm una solucién del sistema homogéneo correspondiente. De la
expresion [6] se tiene que

>Cit =) cr( [b@t (Q)dQJ -1 (Q)[icrbi (Q)de

m
y como C;,..,C es solucién del sistema homogéneo [9], sera ZC:bi Q) =12(Q)
i=1
solucién de la ecuacién integral lineal homogénea [8], por lo que la condicion se
puede escribir asi:

[f@z(QdQ=0

que es el tercer teorema de Fredholm.

06. Ejemplos

06.1. Ecuacion integral lineal
1
o(x) + A[ (% + x&% Jp(e).de = £ (x)
0

Resolucioén:

1 1
Si hacemos C,= J-g(p(g).dg, C, = J-gz(p(g).dg [6.1.1]
0 0
sera:
1 1
p(x) + X [ ap(e).de + x| £°p(£) de = T (X) > p(X) + AX°C, + AXC, = F(X) [6.1.2]
0 0

Sustituyendo en cada una de las dos igualdades [6.1.1]:
1

C, = Jl-gz(p(g).dg = Igz(— AC,e* —ACe+ f (5))d5
0
1

sp(g).de = '[8(— AC,e* —ACe+ f (8))(0(8).d8
0
Resolviendo las integrales que figuran, se tiene:

o

C,=

O ey

A A

C,=-2C. =G, +£gz f(e).de
A A ¥

C,=—C,-3C +£5f (¢).de

Haciendo
1 1
b, = [&f (¢).de, b, =[£°f(e)de [6.1.3]

0 0

Obtenemos ordenado el sistema resultante:
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A A
gcl + [l+sz2 = bl

[6.1.4]
(1+%)Cl +£C2 =h,
Matricialmente:
i 1+—
1_|_£ i CZ b2
4 5
Discusién del sistema con respecto al parametro A :
A 14 A
- - 2
IM|= 3 4 :_1_&_,_/1_
A A 2 240
4 5
) . A X
|M|sera nulo si —1- 2= +-—-—=0— 1 =60+16+15
2 240

Por tanto, el sistema tiene solucién Unica para A #60+16+/15, y el correspondiente

sistema homogéneo tendré soluciones no triviales si 4 =60+16+/15

Obtencion de las soluciones:
a) Resolviendo [6.1.4] mediante la regla de Cramer:

Por tanto, al sustituir en [6.1.2] y despejar ¢(X) :

ibl —(1+jjb2 ib2 —(1+ ﬁjbl
2

P(X) =—AC,x* = AC,x + f(x) =-1

KA &AL
240 2 240 2
_ 2
= ’Z {F; —(1+%jx}bl+[l—3x—(1+%jx2}b2}+f(x)
1

240 2
y al sustituir las expresiones [6.1.3] se obtiene finalmente:

IS y) X AR
(o(x):ﬁz_i_lj{ - —[1+ij}f(g)+{?—[1+zjx }g f(a‘)}d€+ f(x)

- 0
240 2
b) Soluciones no triviales en el caso homogéneo:
En este caso es

1
Eligiendo una cualquiera de las dos ecuaciones [6.1.4], pues en este caso al
anularse los términos independientes b; y b,, y ser también nulo el determinante
de la matriz, tenemos que ambas ecuaciones son equivalentes (una es combinacién
lineal de la otra). Se tiene:

@(X) + AX’C, + AXC, =0 — p(X) = -AX’C, — AxC, = —ﬂ,Cl(% X2 + xj
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) A C, 3 15%4415
Zc, +|1+2c, =022 = = N
37 [ 4j ? C, A 12+3J15 3

4

Finalmente:
1
o(x) = —Ax*C, - AXC, = —AC (x BN j (x —EJEXZJ
(donde C es una constante arbitraria)

06.2. Ecuacion integral lineal

10
o(Xx) = ﬂfxago(g).dg +e*
0

Resolucion:
Si hacemos C= Tg(p(g).dg [6.2.1]
sera: 0
¢(X):ix'[€¢(€).d€+ex =AxC +¢* [6.2.2]
Sustituyendo en la igualdad [6.2.1]:
:Té‘(/)(é‘).dé‘ j (ACs+e*)de=4C j 24s + j se‘ds %
0 0
He-ne = 10004C | 10 _1)6% — (0-1).¢° =10004C g0 4
Despejamos C:
c(l—@j 060 115C = 3T2Te”
3 3-10004

Para obtener la expresion de la solucidon sustituimos en [6.2.2]:
314278 X
p(X)=————Xx+e
3-10004

06.3. Ecuacion integral lineal
o(X) = AI senxg(&).de
0
Resolucion:
n

Si hacemos C= J.(p(g).dg [6.3.1]
seréa:

n

o(X) = /‘Lsenxj'(p(g).dg = AsenxC [6.3.2]

0

Sustituyendo en la igualdad [6.3.1]:

C= I(/’tseneC).dg :ACJ'senede = —;LC.0035|; =—-AC.(cosn —cos0) = AC(1-cosn)
0 0
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1
Discusion: La igualdad se verifica solo si 4/ =——,
1-cosn
o 1
y no hay solucién si A # ————
1-cosn

Obtenemos la solucidn sustituyendo en [6.3.2]:

C

p(X) =——senx, cualquiera que sea C
1-cosn

06.4. Ecuacion integral lineal
o(X) = ljlcos Xp(g).de
Resolucion: O
Si hacemos C= jl(o(g).dg [6.4.1]
sera: O
go(x)=/1cosxjgo(g).dg=/1cosxc [6.4.2]
Sustituyendo en la igualdad [6.4.1]: 0

C= J'(/’t coseC).de :;LCJCOSedg = ;LC.seng|2 = AC.(senn —sen0) = AC(senn —0) = ACsenn
0 0

1
Discusion: La igualdad se verifica solo si A =——,
senn

. 1
y no hay solucién si 4 #——
senn

Obtenemos la solucién sustituyendo en [6.4.2]:

C
¢(X) =——cCos X, cualquiera que sea C
senn

06.5. Ecuacion integral lineal

o(X)=x+ ﬂj(x —¢&)p(e).de

Resolucion:
1 1
Si hacemos C, = J.go(g).dg, C,= Iego(g).dg [6.5.1]
0 0
seré:
1 1
o(X) =X+ ﬂxj¢(5).d5 - /lquo(g).dg =X+ AXC, — AC, [6.5.2]
0 0

Sustituyendo en cada una de las dos igualdades [6.5.1]:
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1
C,= j(p(g) de= j(emclg AC,)de = 1+’lc ~AC,
5 2 2
h h 1 A, 2
Jg(p(e) de= _([ (¢ +AC,e—IC,)ds 3+§C1_EC2
Slmpllflcando y ordenando:
(l—ijCl + AC, _1
2 2
—icl +(1+£]C2 :1
3 2 3
Matricialmente:
A 1
1-Z 2 =
_A o ANG) |t
3 2 3
Discusion del sistema con respecto al parametro A :
A
1-— A 22 2 2 2
M|=| 2 :(1—1)(1+i)+—_1—’1— A1 E
_A 1_,_& 2 2 4 3 12
3 2

|M|no serd nulo cualquiera que sea el numero real A. Es decir, el rango de la
matriz de los coeficientes del sistema es 2, igual al nimero de incognitas y tiene,
por tanto, solucién Unica.

Para obtener la solucidon resolvemos el sistema mediante la regla de Cramer:
12 2 ‘ 1,4_2

C:1/3 1+4/2 2 4 3 6-A1
1 2 2 2
1+/1— 1+/i 12+
12 12
1-1/2 1/2 1 1 1
o =413 13 376 6_ 4
2 2 2 2
1+i 1+/i 12+4
12 12
Solucién:
_ 2
go(x):x+/1(21x+/1C2:x+6/1 /12)(+ 4/12:12+6/21x+ 4/12
12+ A 12+ 4 12+ 4 12+ A4
O sea:

12 +64 42

X) = X +
v = 2 X L 2

06.6. Ecuacion integral lineal
2z

¢(x) = 4 [ senx.sene.p().de + f(x)
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Resolucioén:

Si hacemos C= jsen ep(e).de [6.6.1]
sera:
2z
p(x) = Asenx [ senz.p(e).de + f (x) = ACsenx+ f (x) [6.6.2]
0

Sustituyendo en la igualdad [6.6.1]:

2z 2z 27 27[1_C082X
C= Iseng(ﬂCseng + f(&)).de=AC J'senzedg +Isena‘f (¢)de = AC Ing +
0
2z
+ _[sengf (&)de _AC pr_AC sen25| + jsengf (&)de = 2mC o Isenef (&)de =
2 0 4 0
= 7AC + j senef (¢)de
0
1 2z
Despejamos: C = sene. f ().de
pej L c ! (¢)
Y finalmente sustituimos en la igualdad [6.6.2]:
o(x )_—z[ j sene. f (¢). ng senx + f (x)
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