Sobre las Fracciones Continuas Carlos S. Chinea

Sobre las Fracciones
Continuas

La representacién de los niumeros reales en forma decimal ofrece ciertos problemas
cuando se trata de numeros decimales periddicos o de numeros irracionales, los
cuales necesitan una secuencia infinita de digitos. Las fracciones continuas
permiten una representaciéon de los nUmeros reales, tanto racionales como
irracionales, de una forma elegante y precisa.

Histéricamente se utilizan las fracciones continuas desde la antigliedad tanto para
aproximar nuUmeros irracionales como para resolver ecuaciones diofanticas
(ecuaciones con coeficientes y soluciones enteras).

Aparecen en Europa en el siglo XVI, utilizdndose en principio para la aproximacion
de raices cuadradas de diferentes nimeros. Adquirieron un amplio desarrollo en
Francia e Inglaterra durante el siglo XVII, con los trabajos de Pierre de Fermat
(1601-1665), de William Brouncker (1620-1684) y de John Wallis (1616-1703),
habiendo sido utilizadas también en la practica en la solucién de diferentes
problemas, como por ejemplo, en los trabajos sobre determinacién de engranajes
en maquinas realizados por Christian Huygens (1629-1695). El estudio de la
fracciones continuas adquirié un espectacular desarrollo en los siglos XVIII y XIX,
donde practicamente fueron utilizadas por todos los grandes matematicos de esa
epoca.

Las fracciones continuas se estudian mediante el proceso de la divisidon reiterada,
de la determinacion de divisores de los numeros involucrados, en particular del
maximo comun divisor de diferentes numeros. En las notas que siguen,
comenzamos mediante una introduccidon en la que exponemos el Algoritmo de
Euclides para la determinacion del maximo comun divisor (MCD) de varios numeros
enteros.

0. Introduccidn: el algoritmo de Euclides

El llamado Algoritmo de Euclides es un procedimiento por el cual se obtiene el
maximo comun divisor de dos nimeros enteros después de un numero finito de
pasos. Se basa en la proposicion siguiente:

Teorema 1: El maximo comun divisor de dos numeros enteros, a y b, (a>b) es

también el maximo comun divisor de los enteros b y r, siendo r el resto de la
division de a entre b.

Demostracion:

Bastara probar que el conjunto de todos los divisores de a y de b coincide con el
conjunto de todos los divisores de b y de r. Asi:
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- De ser a=b.g+r, todo divisor de b y de r divide también a a, por lo que es
también divisor de a y de b.

- Porser a=b.g+r, se tiene que r =a—b.q, por lo cual, todo divisor de a y
de b, divide también a r, esto es, es divisor de b y de r.

En definitiva, ambos conjuntos de divisores son coincidentes.

El algoritmo consiste en ir realizando divisiones de a entre b, de b por el primer
resto, ry, de este por el segundo r;, ...., hasta llegar a una divisioén, de r,.; entre r,,
en la que aparezca nulo el resto r,+;. El Ultimo cociente, r, es el maximo comdun
divisor de los enteros dados a y b.

El algoritmo:

La aplicaciéon del teorema 1 consiste, en definitiva, en determinar la divisién de
cada cociente por cada resto consecutivo, hasta encontrar un divisor (que ocurrira
cuando aparezca un resto cero). Este divisor, o Gltimo cociente del proceso, divide
por consiguiente a cada uno de los restos anteriores y, consiguientemente, a los
enteros a y b de partida.

a = bg, + 71
b = ng + n
nh = nhdg, + 1n
noo= ndg; T+ o5
Two = T4, + 7,
Foy = 14, + 0

Observamos, pues, que el Gltimo resto no nulo divide a r,..;, y, por reiteracion, a
Ful Tag .. a, b. Ademas, es el mayor de todos los divisores, pues cualquier otro
entero m> r,.; no dividira a los restos indicados.

Para calcular el MCD de n enteros, a;, a, ..., a, bastara aplicar la propiedad
asociativa que tiene el MCD, es decir, determinamos:

d,= MCD(a,,a,)

d;= MCD(d,,a;)
d,= MCD(d;,a,)
dn = MCD(dn—lian)

Y es d, el maximo comun divisor de todos los n enteros.

Ejemplo:
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Calculemos el maximo comun divisor de los enteros siguientes, usando el algoritmo
de Euclides: 1) de 321 y 150, 2) de 735, 330, 150, 3) 15, 81, 345y 126.

1) Dividimos:
321=150.2+21
150=21.7+3 > MCD(321,150) =3
21=3.7

2) Dividimos para hallar primero el MCD(735,330):

735=150.4+135
150 =135.1+15 } > MCD(735,330) =15
135=15.9
Hallamos ahora el MCD(15,150). Dividimos:

150=15.10 > MCD(150,15) =15
En definitiva: MCD(735,330,150) =15

3) Dividimos:
81=155+6
15=6.2+3 > MCD(81,15) =3
6=3.2

345=3.115 — MCD(3,345) =3
126 = 3.42 — MCD(3,126) = 3

Por tanto: MCD(15,81,345,126) =3

1. Fracciones Continuas

Definicién 1: Una fraccion continua finita es una expresiéon de la forma

donde los a;, b; son niumeros reales o complejos.
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Definicién 2: Una fraccién continua simple finita es una fraccidon continua en la que
es b, =1,Vi, es decir:

[al,az,...,an ] =a, +

a, +
a, + ...

1
a, , +—

n—1
n

donde los a, € Z*,Vi>0, con a, € R, son los términos de la fracciéon continua
simple finita.

Si el nUmero de términos es infinito, la fraccion continua simple [al,az,...,ak,...] se
denomina fracciéon continua simple infinita.

Definicion 3: Se denominan convergentes o reducidos de una fraccion continua
simple [al,az,...,ak,...] a las fracciones continuas simples finitas

a,
1
Cy = [al’az’a3]_al +
a, +—
as
1
ck=[a1,a2,... ak]:al+ 1
a2+
Cl3+
ak_1+

2. Fracciones Continuas y nimeros reales

Teorema 2: Toda fraccion continua simple finita representa un ndmero racional, vy,
reciprocamente, todo nimero racional representa a una fraccion continua simple
finita.

Demostracion:

- Veamos que para todo numero racional,£e 0, existe una fraccién continua

simple finita, [al,...,an], que lo representa:
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7
p:ao.q+r0—>£=a0+—°, conao<£ A O0<r<q

q
Analogamente:

e
i:a1+—', conal<i A O<r<r,
"o "o "o
I r 7
L=a,+2, cona, <> A 0<r,<n
4l b i
v v
n-2 __ n n-2
“==q +—", cona, <= A O0<r <r,_,
v v r

n-1 n-1

En definitiva aparece una sucesion decreciente de enteros positivos menores que el
entero q:

r=1{r bt ot, ) B> > > >T

y como solamente existe un numero finito, z,, de enteros menores que g, el
proceso ha de terminar tras un ndmero finito de pasos, por lo que resulta:

P 7, 1 1 1 1
=g, +t=a,+—= ay+——=a, + =a,+ =..
q r 1 1
9 q = a, +-- a +— a +———
7, 7, 7
n e
r
1
=a,+ 1 =la,,a,,....a,]
Cll+
1
a, +
n
ry
an_l‘f‘?

- Toda fraccidon continua simple finita es una suma y cociente de fracciones, y
como sabemos que toda fraccion de numeros enteros es un numero
racional, y que ambas operaciones, suma y cociente, son internas en el
cuerpo Q de los numeros racionales, el resultado de todas las operaciones
gue se indican en la fraccidon continua simple finita es una fraccion, esto es,
un ndmero racional.

Corolario: Los convergentes, c,,c,,....,c,, de una fracciéon continua simple finita, al
ser también fracciones simples finitas, representan a nuUmeros racionales,
P40y /45550, 14, -
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Del anterior teorema deducimos, en definitiva, que todo numero racional esta
representado por una fraccidon continua simple finita, y, reciprocamente, toda
fraccidon continua simple finita representa un numero racional. La pregunta que
podriamos hacernos es si la fraccion continua que representa a un determinado
numero racional es Unica, o, por el contrario, si un nimero racional puede estar
representado por diferentes fracciones continuas simples. Esto lo resolvemos
mediante el siguiente teorema de unicidad.

Teorema 4: Todo numero racional estd representado por una Unica fraccion
continua simple finita.

Demostracion:

Supongamos que las dos fracciones simples finitas [al,az,...,ak] y [bl,bz,...,bm]
representan el mismo nuimero racional, esto es:

la,,a,,...,a,]=[b,,b,.....h, ], donde a, >1, b, >1
Veamos que, entonces, ambas fracciones continuas son la misma, es decir, que

a,=b,i=12,.., A k=m

1

Pues llamando x, =[a,,a,,,,...a,|, v, =[b,.b..,,...b, ], se tiene que

1

X, =[al.,a

i+19°00

1 1
ak]=al~+ =ai+__)
[ai+1 5Aiinseees ak] Xin

—>x,>a, Ax;>lLi=1..,n-1 conx, =a,

1 =b +L—>
2 B

i+1°™i

Yi= [bi’bi+l""’bm]: b, +

=>y>y Ay, >Li=lL.,n=1, cony, =y,

Como las fracciones continuas de partida: x, = [ao,al,...,ak],yo = [bo,bl,...,bm]
coinciden, también han de coincidir sus partes enteras:

Xy =V, —)[ao,al,...,ak]z[bo,bl,...,bm]—>a0 =b, na, +i=b0 JrL—nc1 =y >
X Vi
- [al,az,...,ak]: [bl,bz,...,bm]—)a1 =b,

y reiterando el proceso, encontramos que a, =b,,...,a, =b

m

lo que prueba la unicidad indicada en el enunciado del teorema.

Teorema 5: La fraccién continua simple que representa a un nimero irracional es
infinita.

Demostracion:
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Sea x,irracional y llamemos M (x,) al mayor entero menor que x,. Se tiene que

X, :M(x0)+i con 0<L<1
X X

Veamos que x, también ha de ser irracional:

1
Si x, € 0 Jay,a,,na, )/ x, =lay,ay 0, 1> x, = M(x) + la,,a,.....a, ]
12Oy peen

Pero esto indicaria que x,esta representado por una fraccidén continua simple finita:

X, =[M(x0),al,a2,...,ak] y por tanto ha de ser racional, en contradicciéon con la
hipotesis de que se trata de un nimero irracional.

Luego, x, ¢ Q — x, irracional.

Repitiendo reiteradamente el razonamiento, encontramos que

X, :M(xl)+i con 0<i<1—>x2 X0,
Xy Xy

1 1
x,=M(x,)+— con 0<—<1—>x,, 20
xh+l xh+l

Por tanto, al tratarse de una iteracion infinita:
Xy =[M(x,), M(x,),.. M(x,),...]

que es una fraccién continua simple infinita.

Ejemplo:

Encontremos la fraccion continua simple infinita que representa al nimero irracional

V2

1
Expresemos \/E de la forma \/E:M(\/E)+—. Para ello podemos utilizar el hecho

X
de que (ﬁﬂ)(ﬁ—l)zl, ya que:

1 1
J2-1= >2=1+
\/5+1 \/5+1

Repitiendo esto reiteradamente:
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\/521.’_;:14- 1 =1+ ! =1+ ! 2[1,2,2,...,2,...]
1+1+71 2+$ 2+¥ 2+¥
V241 V2+1 1 1
2+ 2+
\/54_1 2+...

luego \/E queda representado por esta fraccion continua simple infinita:

V2=[122....2,..]

Ejemplo:
Encontrar las fracciones continuas que representan a los siguientes niumeros reales

59 81
2 35, 8l
15 43’ 54

1) 5%5:
1

59=153+14
> M_ap o5y . =[3,1,14]

15=14.1+1 p > —=3+—=
15 15 s
14=14.1 1 1
2)3—5:
23
35=23.1+12
23=12.1+11
SRR PR N TR NS S =[L,1,1,11]
12=11.1+1 23 23 23 11 1
— 1+— 1+ I
11=11.1 12 12 14—
11
3)—ﬂ:
54
~81=25.(-4)+19
25=19.1+6
—>—ﬂ:—4+£:—4+iz—4+ ! =—4+ ! =
19=6.3+1 25 25 25 e 1+ L
6=6.1 19 19 19
6
_ 44 11 —[-4,13,6]
1
T
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3. Los convergentes de una fraccion continua simple
Los convergentes o reducidos de una fraccién continua simple dada, ya sea finita o

infinita, son siempre fracciones continuas simples finitas, por lo que cada uno de
ellos representa a un numero racional. Asi, si consideramos la fraccion continua

simple dada por [al,az,...,an,...], sus convergentes son
¢ =[a]= % R f% e, =[ar,aysa ]= %n

Para poder calcular el nimero racional p% correspondiente a la fraccién continua
n

simple finita [a],az,...,an] hemos de establecer alguna relacién entre el numerador

y denominador del nimero racional y los términos de la fraccidon continua simple
finita que lo representa. Veamos, para ello, dos teoremas que establecen esta
relacion.

Teorema 6:

Dada la fraccidon continua simple [al,az,...,an,...], cuyos convergentes podemos

representar por ¢, = [a] ] = pl/q1 ,Cy = [al,az]: p%z seeesCy = [al,az,...,an]: pl/q1 ,...5€

verifica:

a) p,=a,, q,=1

b) p, =a,a,+1, g, =a,

c)Paran=3, p,=a,p,,+ P, 4, =49, 9,

Demostracion:

4
a) “t=c =[a]=a, > p =a, ¢ =1
9,
D, 1 aa,+1
b) —=¢, :[a15a2]2a1 t—=——"—>p,=aa,+l, q,=a,
q, a, a

c) Para n >3 empleamos induccion:

- Para n=3 se verifica:

p a,a, +1 1
2 =G :[alaazaas]: a,a, +— =4, = =a + =
a,a, +1
)2 a; a, 243
as

:a1a2a3+a1+a3 _a3(a1a2+1)+a1 _a;p, + p, o Py =ayp, + p,

a,a, +1 a,a, +1 a,q, + 4, q; =a;q, +4q,
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- Supongamos ahora ciertas las expresiones para n =k :

P =4 Pi T Pras 9 =495 Tk

y veamos que, entonces, han de ser también ciertas para n =k +1:
1
a, + Pia T Pros
1 — ak+1 _
1
a, + i1 T 9k
A

_ (akak+1 )pk—l a4, Dr oyt P _ in (@ Pyt Pin) + Pisy _ Y Py + Pia N
(akak+l )‘1k—1 T a9k Y95 a (g, +q,5)+ 4, Aaqr Y95

pk+1
qk+1

=C = [al’a2""7akaak+1]: a; ,a,,..,a,; +
Ay

= Pia = QP T Picts Qi = Gy Y950

Teorema 7:

Dada la fraccidon continua simple [al,az,...,an,...], cuyos convergentes podemos

representar por ¢, = [al]:% o, = [al,az]z%z e = []:% .5

verifica:
pnqn—l - qnpn—l = (_ 1)"
o bien:
-1 n
cn _cn—l = ( )
qnqn—l

Demostracion:

Empleamos induccion,
- para n=2: p,q,—pq, =(a,a, +1).1-a,a, =1=(-1)’

- para n=3: pq, — p,q; =(a;p, + p))-a, —(a,a, +1).(a,q, +q,) =
=(a;(a,a, +D+a))a, —(aa, + D(a;a, +1) =

=a,a,a, +a,a, + a,a, — a,a,a, — a,a, — a,a, —1 =—1=(-1)’
- Supongamos ahora cierta la expresion para n ==k :
Pidy1 — 4P 1 = (_ l)k
y veamos que, entonces, ha de ser también cierta para n =k +1:

Pindr = Pi9en = (ak+1pk + Py )~Qk _pk'(ak+1qk + qk—l): A P9y + Pradr —
P9y — Pibia = _(pqu—l — Pia9ia ) = _(_l)k = (_l)k+1

10
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En definitiva, se verifica, para todo entero positivon: p,q, ,—q,P,, = (—1)" , Y la

segunda expresidn es inmediata, pues dividiendo por ¢q,q, ; :

Pl = Piadn _ D" Py P (5D e, —c, = =D

ann—l ann—l Qn Qn—l ann—l ann—l

Ejemplo:

Encontrar el numero racional que corresponde a cada una de las siguientes
fracciones continuas simples

a) [-3.1,2] b) [3.152]

a) Tabulemos los valores de los términos, y de los numeradores y
denominadores de los convergentes, usando el teorema 6:

k 1 2 3
dk -3 1 2
e | 3 | 2| -7
[$]% 1 1 3
Ck -3 -2 | -7/3

Por tanto: [-3,1,2]=-7/3

b) Tabulando:

k 1 2 3 4
dk 3 1 5 2
Pk 3 4 23 50
i 1 | 1] 6 13
Ck 3 4 | 23/6 | 50/13

Por tanto: [3,1,5,2]: 50/13

4. Aplicacion de las fracciones continuas a la resolucion de ecuaciones
diofanticas lineales

Efectivamente, usando el enunciado del teorema 7 es posible utilizar las fracciones
continuas para encontrar una solucion particular de una ecuacion diofantica lineal
de dos variables:

ax+by =c, en donde MCD(a,b)=1

bastara hallar la fraccion continua cuyo convergente n-simo es a/b, y a

continuacion, encontrar el convergente n-/-esimo para poder aplicar la férmula del
teorema 7:

11
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Pudns = Py = D"
g (D" +p,g, (D" =1
multiplicando por ¢, termino independiente de la ecuacién diofantica, se tiene:
Pl (D"t p,q,(-D)"e=c

o bien
a.(qn_1 -D" c)+ b.(pn_l (- c) =c

por tanto, una solucién particular de la ecuacién seria:

n+l

x,=cq,,.- (D",  y,=cp, (-1

Veamos algunos ejemplos sencillos de determinacion de una solucién particular de
esta forma:

a) Sea la ecuacion diofantica lineal 3x+2y=7

Convergente n-simo: p, /q, =3/2, que tiene por fracciéon continua simple [1,2]
Luego el convergente n-1-simoes p, ,/q, , = [1]= 1, dedonde p, , =14q,, =1
Y una solucién particular serd: x, =7.1.(-1)* =7, y,=7.1.(-1)’ =-7

Es decir (x,,y,) =(7,-7), que obviamente verifica la ecuacién diofantica.

b) Sea la ecuacion diofantica lineal /3x+5y=3

Convergente n-simo: p,/q, =13/5, cuya fraccién continua simple es [2,1,1,2]
Hallamos el convergente anterior, n-1-simo, para lo cual tabulamos:

k 1 2 3 4
Ak 2 1 1 2
o | 2 | 3] 5 | 13
Ck 2 3 5/2 | 13/5

Por tanto, p, ,/q,,=5/2, con lo que ya podemos escribir la solucién particular:
X, =32.(-)*=6, y,=3.5(-1)°=-15

Es decir (x,,,) =(6,—15), que verifica la ecuacion.

c) Sea la ecuacion diofantica lineal 323x+149y=186

12
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Convergente n-simo: p, /q, =323/149, cuya fracciéon continua simple es [2,5,1,24]
Hallamos el convergente anterior, n-1-simo, para lo cual tabulamos:

k 1 2 3 4

1% 2 5 1 24

Px 2 11 13 323
dk 1 5 6 149
Ck 2 11/5|13/6 | 323/149

Por tanto, p, ,/q,,=13/6, con lo que ya podemos escribir la solucién particular:
X, = 186.6.(-1)* =1116, ¥, =186.13.(=1)’ = -2418

Que podemos comprobar que verifica la ecuacion diofantica lineal planteada:

323.1116+149(-2418)=186
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