CONJUNTOS FILTRANTES O DIRIGIDOS. RETIiCULOS CARLOS S. CHINEA

CONJUNTOS FILTRANTES O DIRIGIDOS
RETICULOS

Los conjuntos ordenados y acotados pueden estudiarse como conjuntos filtrantes con
cota superior minima y cota inferior maxima. Esto permite definir los reticulos de orden
y establecer su equivalencia con una estructuracion algebraica sobre leyes de
composicidon interna, que nos lleva necesariamente a los conceptos clasicos de
reticulos, algebras y anillos booleanos.

Conjuntos filtrantes o dirigidos. Semirreticulos:

a) Idea de conjunto filtrante o dirigido:
Definicion 1:
Un conjunto ordenado A tal que todo subconjunto del mismo de dos elementos esté
acotado superiormente (mayorado) se dice que es filtrante superiormente. Si todo
subconjunto de dos elementos de A estd acotado inferiormente (minorado), se dira

filtrante inferiormente. Un conjunto filtrante es un conjunto que es filtrante
superiormente y filtrante inferiormente.

(4,9)filtr_sup <= Va,be A,Am e A/la<m_,b<m,
(4,S)filtr_inf & Va,be A,3m, e A/lazm;,b=m,
(4,%) filtr & (A,S) filtr _sup A (4,2) filtr _inf

Teorema 1:
1) Todo subconjunto finito de un conjunto filtrante superiormente es mayorado:
(4,%) filtr _sup A {al,...,an}g A=>3IxeAd/xza,i=1,..,n

2) En todo conjunto filtrante superiormente, un elemento maximal es también
maximo, y, por consiguiente, es Unico.

Demostracion:
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1) Por induccién:

1.1) Para n=2 se verifica, por ser (A, <) filtrante_sup: Ixe 4/x2>a,,x 2 a,
1.2) Sea cierto para n=k-1, veamos que ha de ser cierto para n=k:
Jyedly>a,i=1...k-1r{y,a,mayorado=3Ixc A/x>y,x>a, =

=3Ixed/xza;,i=1..k
Por consiguiente, la proposicion se verifica, para todo subconjunto finito.

2) Por reduccién al absurdo:

m € A/ m maximal A m no maximo = Ine€ A/(nom=n)A(non=m) A A filtr =

=3Axc A/XZMAXZRAX#EMAXF*1 = mno maximal

Es inmediato que el teorema se verifica de forma analoga para conjuntos filtrantes
inferiormente:

1) (4,2) filtr _inf A {al,...,an}g A=>3IxeA/x<a,i=1..,n

2) En todo conjunto filtrante inferiormente, un elemento minimal es también
minimo, y, por consiguiente, es Unico.

b) Semirreticulos:
Definicion 2:
Un sub_semirreticulo es un conjunto ordenado tal que todo par de elementos del
mismo admite mayorante minimo o supremo, que se puede indicar por xV y

suplx, yf=xv y
Un inf_semirreticulo es un conjunto ordenado tal que todo par de elementos del mismo
admite un minorante maximo o infimo, que indicaremos por x A y

inf{x,y}:x/\y
Teorema 2:

1) En un sup_semirreticulo, todo subconjunto finito admite supremo.
2) Para toda familia de sup_semirreticulos, el conjunto producto es también un
sup_semirreticulo.

Demostracion:

1) Por induccidn. Se verifica para n=2, por definicion de sup_semirreticulo.
Sea cierto para n=k-1 y veamos que entonces ha de ser cierto también para
n=k:
Llamemos y = sup{al,...,ak_1 }, y sea x = sup{y,ak } X es mayorante del conjunto

{al,...,ak}:> xzy.
Cualquier otro mayorante z de {al,...,ak}:> Z es mayorante de {al,...,a,ﬁ]}:

= z 2 y =z es mayorante de {y, ak}:> ZZX=>X= sup{al,...,ak }
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2) Sea (4.< una familia de sup_semirreticulos y llamemos P al conjunto

i>—/iel
producto cartesiano de los elementos de la familia: P :HAi . Si consideramos
iel
ahora dos elementos cualesquiera de P, a=(al.)l.€1,b=(bl.)i€1, probemos que el

elemento de P dado por C=(C'),~e1 donde es cada cl.=supr{al.,bl.}, es,

1

precisamente, el supremo de {a,b}:

el !

Obviamente, esa < c y b < c. Si consideramos un elemento dde P, d = (di)
< di/l

talquea <d y b <dentonces a; < d; y b; < d, de donde también ¢;
puesto que es ¢, = supr{ai,bi}, por lo cual c < d.

Teorema analogo para inf_semirreticulos se prueba del mismo modo.

Definicion 3:

Un sup_semirreticulo completo es un sup_semirreticulo en el que todo subconjunto del
mismo admite supremo (mayorante minimo). Un inf_semirreticulo completo es un
inf_semirreticulo en el que todo subconjunto del mismo admite infimo (minorante

maximo). Obviamente, todo sup_semirreticulo completo admite maximo, y todo
inf_semirreticulo completo admite minimo.

Reticulos de orden y reticulos algebraicos:

a) Reticulos de orden:
Definicidon 4:
Se llama reticulo de érden a un conjunto ordenado que es sup_semirreticulo y también
inf_semirreticulo
En un reticulo de érden, por tanto, todo par de elementos admite supremo y también
admite infimo, lo que nos indica que también todo subconjunto finito admite tanto
supremo como infimo.

Teorema 3:

Para dos reticulos de orden dados, el conjunto producto cartesiano de ambos es
también un reticulo de orden.

Demostracion:

Es trivial, por el Teorema 2, 2).

MARCHENA, SEPTIEMBRE 2006 3



CONJUNTOS FILTRANTES O DIRIGIDOS. RETIiCULOS CARLOS S. CHINEA

Definicidon 5:

Dado un reticulo de orden (A,S)y un subconjunto S de A, con el mismo orden inducido

por el reticulo, (§,</S), diremos que (5,</S) es subreticulo del reticulo (A,S) siy

solo si se verifica que, para dos elementos cualesquiera de A, el infimo y el supremo
en A son respectivamente el infimo y el supremo en S:

Va,b e A,inf {a,b} =inf {a,b}, supr, {a,b} =supr; {a,b}

Notemos que en general, un subconjunto de un reticulo, con su mismo orden inducido,
no es un reticulo, y cuando lo es, pueden no ser iguales los infimos y supremos de dos
elementos cualesquiera del reticulo, pues se da en general una situacién del tipo:

Va,b e A,inf {a,b} < inf {a,b} < supry{a,b} < supr,{a,b}
Definicion 6:

Un reticulo de orden completo es un conjunto que es inf_semirreticulo completo y
también es sup_semirreticulo completo.

Teorema 4:

Dados dos reticulos de orden completos, el conjunto producto cartesiano de ambos
también es reticulo de orden completo.

Demostracién:
Veamos que cualquier subconjunto C del producto cartesiano AxB de dos reticulos de
orden completos, tiene infimo y tiene supremo. Sean, pues, dos reticulos de orden

completos (A,<) vy (B,<) y sea C un subconjunto del mismo con el orden inducido, o
sea:

C=AxB, c AxB, C={(x,,y,)/x, €4,,y,€B,}, A A, B,cB

por ser A completo, 4, < 4 tiene infimo y supremo, analogamente, por ser B
completo, también B, B tiene infimo y supremo:

a,=inf A, a, =supA4,, b, =inf B,,b, =supB,, de lo cual es inmediato que existen
infimo y supremo para el conjunto C:

(a,,b)) =inf(4,xB)) =inf C, (a',,b'|)=sup(4,xB,)=supC

Teorema 5:
Todo semirreticulo completo, ya sea sup_semirreticulo o inf_semirreticulo, que tenga

elemento nulo y universal (minimo y maximo), es también un reticulo de orden
completo.
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Demostracion:

Hagamos la demostracion para un inf_semirreticulo. Sea, pues, (A,<) un
inf_semirreticulo completo, por lo cual existe infimo para cualquier subconjunto A’ de
A. Llamemos a = infA".

Sean, entonces, a=inf A', $ =min A4, p =sup 4. Para probar que A es completo,
bastara ver que existe supA4'. Para ello consideremos el conjunto X, de todos los
mayorantes de A’. Tal conjunto no es vacio, pues p € X ,. Supongamos que es s el

infimo del conjunto X,: s =1inf X ,,. Esto quiere decir que cualquier elemento de A’ es
menor o igual que cualquier elemento de X,, es decir, cualquier elemento de A’ es
minorante de X,. O sea, Vze A4',z<s= smayorde A'= se X, = s=minX,,.. por

lo cual, supA'=s.

b) Reticulos algebraicos:
Definicion 7:

Un reticulo algebraico (A,*,*’) es un conjunto A dotado de dos leyes de composicién
interna, * y *’, que tienen las propiedades siguientes:

a) Son idempotentes: Vx e A, x*x=x, x¥'x=x

b) Son conmutativas: Vx,ye 4, x*y=y*x, x*y=y*¥x

c) Son asociativas: Vx,y,ze A, x*(y*z)=(x*y)*z, x*(O*z)=x*y)*z
d) Propiedad de Absorcién: Vx,ye 4, (x*y)*x=x, (*'y)*x=x,

Un reticulo algebraico distributivo es un reticulo algebraico en el que las dos leyes de
composicion internas son distributivas la una con respecto de la otra.

Teorema 6:

Si el par (A,<) es un reticulo de orden, entonces la terna (A,*,*’) en donde se ha hecho

*= A = infimo, *'= v =supremo
es un reticulo algebraico.

Demostracion:

Se verifica trivialmente, teniendo en cuenta que es xVv y =supremo del par {x,y}, que
es x Ay =infimo del par {x,y}:

Vxe A, xvx=x, xAnx=x (Propiedad de Idempotencia)
Vx,ye A, xvy=yvx, xAy=yAXx (Propiedad Conmutativa)
Vx,y,z€ A, xv(yvz)=(xvy)vz, xA(yAz)=(xAy)Az (Propiedad Asociativa)

HwWwN =

Vx,ye A, (xvy)az=x, (xAy)vz=x (Propiedad de Absorcién)
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Teorema 7:

En todo reticulo algebraico puede definirse un orden desde sus leyes de composicidon
interna, de forma que sea un reticulo de orden.

Demostracion:
Si (A4,*,*")es un reticulo algebraico, bastara definir el orden de la siguiente manera:
x<yeoxty=y v x*y=x

Las dos afirmaciones de la disyuntiva de la definicién son equivalentes, por lo que la

definicion es consistente. La demostracién simbdlica es inmediata desde las

propiedades de absorcidon y de conmutatividad de las leyes internas del reticulo:
Hy=y=(@*y)fx=yFr=x*y

x*y=x=(x*y)Fy=x*y=y*x
Veamos que se verifican las propiedades de la relacién de orden:

1. Propiedad reflexiva:
Vxed, x*x=x=>x<x

2. Propiedad antisimétrica:
x < y} x*y=x
=

AX¥y=yp*x=x=
y<x y*xzy} y=Yy y

3. Propiedad transitiva:
x < y} x*y=x
=

}:x*z:(x*y)*z:x*(y*z)zx*y:x:xéz
y<z] y¥z=y

Veamos finalmente que para todo par de elementos de A existe el infimo y también
existe el supremo:

Puesto que x*'y=y=x<y, x*y=x=x<y, setiene:

X y)=(x*x)Fy=x*y=>x<x*y

YY) =y x) = () x=yFx=x¥y = y<x*y
Es decir:
x<x*y

Hy, —
)< x*'y} = x*'y =suprix, y}

Andlogamente:

(x*y)*x=(Q*0)*x=y*(x*x)=y*x=x*y=>x*y<x
(x*y)*y=x*y)*y=x*(Qy*y)=x*y=>x*y<y
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Es decir:
x*¥y<x

'

x*'y < y}: x*y :inf{x,y}

Modularidad y distributividad. Complementacion:

Definicion 8:

Un reticulo (A,<) se dice modular si se verifica que

a<b=av(brc)=(avb)rc, Ya,bce 4

Definicion 9:

Un reticulo (A,<) se dice distributivo si se verifica que
av(ibarc)y=(avbya(avce), an(bvc)=(anb)v(anc), VYa,b,ce A

Definicién 10:

Dado un reticulo, (A,£), con minimo ¢ =min4 y maximo W =mdxA, se llama
complemento de un elemento x € A a todo elemento x'e A tal que se verifica:

xAx'=¢, xvx'=pn
Definicién 11:

Se llama reticulo complementario o complementado, a todo reticulo con minimo y
maximo tal que todo elemento del mismo tiene un complemento.

Teorema 8:

En todo reticulo distributivo se verifica que

ZAX= ZAY
=>x=y
ZIVX= zZVYy

Demostracion:
x=xv(zAax)= xv(zay)=(xvz)A(xVvYy) }:
X =
Y=yvEAY= pVEAD=(VAGVY)=(xVI)ARYY) g

Teorema 9:

En todo reticulo distributivo, el complemento de un elemento cualquiera, si existe, es
unico.
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Demostracion:

Supongamos que el elemento x tuviera dos complementos distintos, x’ y x”, bastaria
aplicar el teorema 8:

XAX'=xAx"=¢ XAX'=xAX" C
' " :> ' " :>x:x
xvx'=xvx'=p Xvx'=xvx

Reticulos de Boole. Algebras de Boole. Anillos de Boole:
a) Reticulos y Algebras de Boole:
Definicién 12:

Se define el concepto de reticulo de Boole como un reticulo de orden que sea
distributivo y también complementado.

Un algebra de Boole es una 5-pla formada por un conjunto A, dos leyes internas, * y
*’ cumpliendo las propiedades de idempotencia, conmutatividad, asociatividad,
absorcidn y distributividad, y, finalmente, dos elementos, ¢ y u, que se denominan nulo
y universal, respectivamente, para los cuales se cumple que

Vxe A,Ix'e A/ x*x'=¢, x*"x'=pn, x*o=¢, x*u=p, x"¢=x,x*pu=x
Teorema 10:

1) Si (A4,<) es un reticulo de Boole, entonces, siendo ¢ el minimo, y u el maximo,

se tiene que la 5-pla (A, v, A, ¢ , ) es un Algebra de Boole, cuyas operaciones
internas son v y A. )

2) Si (A, *, *, ¢, ) esun Algebra de Boole, entonces, el conjunto ordenado
(4,<), donde “<"” es la relacién definida en el desarrollo de la demostracién del

teorema 7 es un reticulo de Boole.
Demostracion:

1) Por el teorema 6, la terna (A,v, A) es un reticulo algebrdico, y, por ser (4,<)de
Boole, también es distributivo. Por ser (4,<)complementado tendra minimo vy
maximo, ¢ y p,, que son el elemento nulo y universal del dlgebra booleana. El
complementario x’ de cualquier elemento x sera el complementario en el
reticulo de Boole. Luego, efectivamente, la 5-pla (A, v, A, ¢ , ) es un Algebra
de Boole.

2) Si es (A, *, ¥, ¢ , n) un algebra de Boole, por el teorema 7, el conjunto
ordenado (4,<)que se extrae del reticulo algebraico (A, *, *') verifica también
la propiedad distributiva, con minimo y maximo los elementos ¢ , u,
respectivamente. El complementario de x sera el comlementario x’ en el algebra
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de Boole. Por tanto, se obtiene un reticulo de orden distributivo vy
complementado, esto es, un reticulo de Boole.
Teorema 11 (Leyes de De Morgan):

En todo reticulo de Boole se verifican las relaciones:
1) (x A y)': x'vy', 2) (x % y)': x'ny'
siendo X', y’ los elementos complementarios de x, e y, respectivamente.

Demostracion:

EANACNI) =0 VAN =

EAPVEVY) = T (v )V (A =

D) AN AGVI)= (AP AX)VEAYAY) =@ ANV (EAD) =0 v =0
(EAPIV (VD) = (v vy ) AV VI = (V) AV ) = A=

2) (v ) AAY) = (RAXAYIV (P AXAY) =@ AV O AY) =0V =0
(VY (EAY) = (R VI VR AV IV Y) = (VD) AGY )= A= p

Se trata de probar que

b) Anillos de Boole:

Teorema 12:

1) Un reticulo de Boole, (4,<), puede ser estructurado como un anillo
conmutativo, idempotente y con elemento unidad (Anillo de Boole).
2) Reciprocamente, todo Anillo de Boole (anillo conmutativo, idempotente y
con elemento unidad), puede ordenarse como un reticulo de Boole.
Demostracion:

1) Trivialmente se puede comprobar la verificacién de las propiedades que definen
tal anillo definiendo las leyes aditiva y multiplicativa de la forma:

x+y=(x'vy')/\(xvy) XYy=XAY

2) Se obtiene asimismo un Algebra de Boole mediante la siguiente definicién de las
leyes internas del Algebra a partir de las leyes del Anillo de Boole de la forma:

x*¥y=x+y+xy x*y=xy

A partir de un Algebra de Boole se obtiene facilmente la estructura de reticulo de
Boole (teorema 10, 2) ).
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