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Puede construirse la funcion exponencial neperiana o natural como la funcién
inversa de la funcién logaritmo natural, y = L(x), que, para que pueda identificarse

con la exponencial de base un nimero real hemos de probar tal coincidencia en el
caso de exponente entero y también racional.

El caso de exponente real puede definirse como una extension del caso de
exponente racional, de modo que, al particularizar, se obtengan las propiedades de
las exponenciales de exponente racional o entero. La base de la funcion
exponencial neperiana seria, en todo caso, el niUmero real e tal que L(e)=1.

Para hacer esa construccion hemos de partir, en definitiva de la funcion logaritmo
natural, y = L(x), cuya construccion puede consultarse en esta misma web,

entrando en http://casanchi.com/mat/logaritmo01.htm. En dicha construccién
puede observarse como la funcidon logaritmo natural es estrictamente creciente,
continua y derivable en su dominio. El establecer que tales propiedades se
transmiten a la funcion inversa es lo que nos permitira el estudio que hacemos a
continuacion. Comenzamos, en definitiva, probando que la funcién inversa tiene
también estas propiedades de continuidad, crecimiento estricto y derivabilidad.

Sin embargo, recordemos brevemente la definicion de funcién exponencial de
variable entera y de funcidon exponencial de variable natural que se muestran en el
indicado articulo:

Funcion exponencial de variable entera:
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e’ =1, e"=e.—n—.e, e'=—.—-n—.— VneZ, [0.1]
e e
Funcion exponencial de variable racional:
rla _ 9/ ,p -rlq 1 1
plqeQ, e’ =Ve", ee"i=—0- = [0.2]
el’ q q ep

Estas funciones, como veremos en adelante, coinciden con la funcidn inversa de la
funcién logaritmo neperiano, esto es, con la exponencial neperiana.

En cambio, la funcidn exponencial de variable real no habia sido definida en el
articulo que indicamos. La definiremos en este trabajo usando la funcion logaritmo
ya construida.



1. Las propiedades que se mantienen en el proceso de inversion:

Teorema: Si una funcion real es estrictamente creciente y continua en un intervalo,
entonces su inversa es también estrictamente creciente y continua en el intervalo
imagen.
Demostracion:

v a) Consideremos x, <x,:

X, <x, y f(x) mondtona creciente—
= f(x) < f(x) > » <y,

f
=T} (%) y al ser continua:
c=fta)f- : y1<y2—>x1<x2—)f_1(y1)<f_l(y2)—>
; — f7'(y) mondtona creciente
a4 ¥y ¥ 1] W

b) para probar que es continua la funcién inversa, x = ' (y) hemos de probar que

se verifica que, si llamamos y, = f(x,), y por muy pequefio que sea el nimero real
positivo & (y que sin perder generalidad puede considerarse que la diferencia y
suma con ¢ estan dentro del intervalo, x, —& € (a,b),x, + & €(a,b) ):

Ve>0,36>0/y,-8<y<y,+0= f (W) —e<f W< f () +e,
Yy, € (f(a), f(b))

Existe, en efecto, un 6 >0 para el cual se verifica la condicién. Basta elegir o
como el menor de f(x,)— f(x,—¢&)y f(x,+¢&)— f(x,), es decir, tomando

& =min{f (x)) — £ (x, — &), £ (x, + &) = £(x,)}

- Si el minimo es & = f(x,)— f(x,—&):

Ve>0,36>0/y, =6 <y<y,+0=y,— f(x)+ f(xg =&)<y <y + [(x)— f(x, - &) =
= [ 0) =N+ =N <OV <L)+ ) = ([~ ) =
:f_l(yo)_xo+x0_‘9<f_1(y)<f_l(yo)+x0 _xo+‘9:f_1(yo)_5<f_l(J’)<f_l(yo)+5
- Si el minimo es & = f(x, +&)— f(x,):
Ve>0,30>0/y,—0<y<y,+0=>y,— f(xg+&)+ f(x)<y<yy+ f(x,+&)— f(x,) =

= [ 0) =g+ e+ ) <O <0+ (f g+ o)~ (%) =
:>f_1(y0)—x0—8+x0 <f_1(y)<f_1(yo)+x0 TE—X :f_l(yo)_5<f_l(J’)<f_l(yo)+€
por tanto x = f ' (y) es continua en y,.



La funcién inversa de una funcion estrictamente mondtona y continua en un
intervalo [a,b]es también estrictamente mondtona, con la misma monotonia, y

continua en el intervalo imagen [f(a),f(b)].

Teorema: Si una funcién real de variable real es estrictamente creciente y continua
en un intervalo, con derivada no nula en algln punto x de su interior, entonces la
funcion inversa también es derivable con derivada no nula en el punto imagen
y=f(x), siendo ambas derivadas reciprocas: f’(x)=1/g’(y).

Demostracion:
Si existe y no es nula f'(x) en x €(a,b), se trata de probar que

floh - 1
i £'()

lim
h—0
Sea m=["(y+h) =" (N=/"(y+H)-x—>
Sx+m=f"(y+h)>y+h=f(x+m)>h=f(x+m)—y=f(x+m)— f(x)
Puesto que f*1 es estrictamente creciente, si ##0— m =0, de donde:

[T+ -fT0) _m m _ 1
h h fGm) - f(x) fx+m)—f(x)
m

Por ser continua f’l, cuando % tiende a cero también m tiende a cero, por lo que
calculando limites:

o SO =) ! 1
) e TGEm =) ()

m

h—>0

m—0

2. La funcioén inversa de la funcion logaritmo natural:

Definicidn: Puesto que la funcidn logaritmo natural es un isomorfismo de grupos, y
por tanto biyectiva, su funcién inversa también lo es. Se define la funcién
exponencial neperiana, E(x), como la biyeccion inversa de la funcion logaritmo:

L:R, >R
E:R—>R,
Es decir, es tal que Vx € R, L[E(x)]: x, o bien, Vxe R, E[L(x)]: X

Teorema: Se verifican las propiedades siguientes:
a) E(0)=1, E()=e



b) E'(x) = E(x),VxeR
c) E(x+y)=E(Xx).E(y),Vx,yeR

Demostracion:
a) L(H)=0—-> ELQ)=E0)—>1=E0), Lle)=1>E(L(e))=E(1) > e=E(l)

b) ¥ = E(x) > = L(») > ()= L'(?) %I%y'»y':y%mx) = E(x)

c) Sean u = E(x), z = E(y), se tiene entonces que x = L(u), y = L(z) >
x+y=Lw)+L(z)=Luz)>x+y=Luz)>Ex+y)=ELuz)—>EXx+y)=uz—>
> E(x+y)=EX).E(y)

Corolario: E:R — R, es un isomorfismo del grupo aditivo (R,+) en el grupo
nmultiplicativo (R, ,.)
Teorema: La exponencial neperiana de variable racional coincide con la exponencial

de variable racional y base e:

rlg _ 9/ ,p

r=plq, E(ry=e =e e

Demostracion:

Sean ne N,heR:
1) E(0) = E(h+(~h)) = E(h).E(~h) — 1 = E(h).E(~h) - E(=h) = 1/ E(h)
2) E(nh) = E(h..—n—.h) = E(h)..—n—.E(h) = E(h)"
3) Si hacemos & =1: E(n.h) = E(n.1) = E(1)" — E(n) ="
4) Si hacemos h = 1/n: E(n.h) = E(nl) - E(lj — E(l) = E(lj - E(lj —e—>
n n n n
- E(lj =4/e

n
5) Si hacemos 7 :ﬁ:E(ﬁj :E(mlj :E[lj = (%)m =4/e"
n n n n
m
6)Sies E| —— |= 1 =1
n

3. Definicion de la funcion exponencial de variable real. Propiedades:

Definicién: Se define la exponencial de variable real y base e como la exponencial
neperiana E(x), para todo niumero real x, esto es:

VxeR, e’ = E(x)



Teorema: Se verifica la relacion:

e’ =e'e’

Demostracion:
et = E(X“l‘y) — E(X)E(y) =e* e’

Definicion: Para todo nimero real positivo a definimos la exponencial de base a y
variable real en la forma

E, (x)= et = g~

donde es L(a) el logaritmo natural de la base a.

Veremos en una de las propiedades que estudiamos a continuacion, que la funcién
sera monaotona creciente si ¢ es mayor que la unidad y mondtona decreciente si a
es menor que la unidad.

Propiedades basicas:

Veamos un conjunto de propiedades inmediatas, todas ellas consecuencia de las
propiedades de la exponencial neperiana y de su inversa, la funcion logaritmo.

1) VxeR, L(a")=x.L(a)
Demostracion:
L(a") = L{e™®)= L(E(x.L(a))) = x.L(a)

2) VxeR,(ab) =a* b
Demostracion:
(a.b)x — exL(a.b) — exL(a)+xL(b) — exL(a).exL(b) — ax‘bx

3) Vx,yeR,a"” =a".a’
Demostracion:

ax+y — e(x+y)L(a) — exL(a)+yL(a) — ex.L(a).ey.L(a) —

a‘.a’
4) Vx,y € R, (ax)y - (a)’ )" — gt
Demostracion:

(ax)y — eyL(aX) — eny(a) — ex.yL(u) — exL(uy) — (ay)x — ax.y

5) Se verifica para a*: a)a’ =1, b)a' =a, c) (a"): a*.L(a)
Demostracion:
Cl) aO :eOL(a) :eO :1’ b) al _ elL(a) — eL(a) — E(L(Cl)) =a, C) (ax):
= (e™ )= E'(xL(a)) = E(xL(a)).L(a) = e L(a) = a" L(a)

6) Si a>1, entonces a*es continua ymonotona creciente, y si 0 <a <1, entonces

a’ es continua y mondtona decreciente.
Demostracién:

-Si a>1, entonces L(a)>0— (a")=x.L(a)>0—a" mon. creciente



-Si 0<ac<l, entonces L(a)<0— (a")=x.L(a)<0— a* mon. decreciente
En ambos casos es continua por tener derivada.

§ L]
ki W

7) La exponencial de base a es un isomorfismo del grupo aditivo (R,+) en el grupo
multiplicativo (R,,.). Es estrictamente creciente si a>/ y es estrictamente

decreciente si 0<a<l/.
Demostracion:
a) Es inyectiva, pues es estrictamente mondtona (creciente si a>1,
decreciente si O<a<1.

b) Es suprayectiva, pues Vy e R,,3x’ e R/E(x")=y - 3Ix=x"/L(a) e R,
tal que E(x.L(a))=a" =y . En definitiva, Vye R, ,3xeR/a" =y

c) Es homomorfismo, pues de la propiedad 3): a*’ =a”.a’
Se trata, pues de un homomorfismo biyectivo, o sea, de un isomorfismo.

8) Si a>0, entonces la exponencial E_ (x)=a" es la funcién inversa de la funcién
logaritmo en base a, log, x = L(x)/L(a):

Demostracion:
L(x)

LaT _ ok

E,[log, (x)] = a"%®) = eh@he —
L(E,(x) _ L(a") _ xL(a) _
L(a) L(a) L(a)

=X

log,[E, (x)]=

9) La funcién exponencial neperiana, E(x), crece mas rapidamente que cualquier
polinomio, es decir,

Vne N, lim e—n:oo

Demostracion:
- Veamos que e* > x, Vxe R

- Si x <0 es inmediato, pues ¢* >0 —>e" >x
X
. dt X L(x)
-S|0<x<l,L(x):j—<0—>x>L(x)—>e >e =x
t
1
-Six=1>¢e' =ene’ =1 acreciente>e>1—->e' >1—>e* >x

X X
dt X— X X X
-Six>1—>L(x)=I—<Idt:x—1—>e 'SefW =y e /e>x e >xe>x
t
1 1



. e
- Veamos que lim — =

X —>
e’.e? e% e% e%
De ser e"/x = = — Por el apartado anterior, — >1, por tanto:
X X by
2 % §e
2

7 R
ex/x > 7, por lo que, al tomar limites: lim e"/x > lim 7 =0, de donde

X —> © X —> ©

. e
resulta lim — =

X
X —> 0

X

. e
- Veamos finalmente que lim — =00, Vne N

n

X — o

'Vn n n n

e’" X, X X,
e’ leA ) e’ 1 . e4 1 . eA "
—= . =— — lim —=— lim |— =— lim =" =
Sy S L, o 20 B

nl - n X —>© x >l /n xX—>w/n
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