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EL TEOREMA EGREGIUM
DE GAUSS

Introduccion

Johann Carl Friedrich Gauss (30 de abril de 1777 - 23 de febrero de 1855), en sus
Disquisitiones generales circa superficies curvas, de 1828, expone el teorema
conocido como egregio, Egregium, que ha tenido notables consecuencias en el
desarrollo de la posterior geometria diferencial.

El teorema, en resumen, viene a probar que si dos superficies son superponibles la
una sobre la otra (isométricas), tienen la misma curvatura total en dos puntos
correspondientes. Esto es, que si al punto P de una de las superficies le
corresponde el punto P’ de la otra, entonces la curvatura gaussiana (total) en P es
la misma que en P’.

Dicho de otro modo, el teorema viene a indicar que en las flexiones de una
superficie que no supongan dilatacién, ni contraccién o rasgadura, se conservara la
curvatura total, producto de las curvaturas principales en el punto de referencia.

Puesto que en estas flexiones se conservan las distancias, se conservaran también
los coeficientes, g, de la primera forma fundamental (tensor métrico), por lo que
se conservara también cualquier ente que dependa de ellos. Si logramos probar que
la curvatura total, K, depende exclusivamente de los coeficientes g;; indicados y de
sus derivadas, quedara, pues, probado que dicha curvatura se mantiene invariante
en las flexiones.

La forma en la que exponemos aqui el teorema consiste simplemente en probar que
la curvatura total de Gauss depende solamente de los coeficientes de la primera
forma fundamental de la teoria de superficies, g;, y de sus derivadas, esto es, del
tensor métrico y de sus derivadas.

Para ello, obtendremos la ecuaciones de Codazzi-Mainardi y Gauss Codazzi, como
paso previo.
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La curvatura total o de Gauss
Para una superficie cualquiera diferenciable, S : R?* 5> R° , expresada por
’_;:(x(ulauz)ay(ulauz)sz(ulauz))

. . _or or - - . v
se tiene que dr =—.du +—.du, =r.du, +r,.du,. Si llamamos N al vector
u, U,

unitario normal a los vectores tangentes, 7 y 7,, esto es:

se definen entonces las dos formas fundamentales del siguiente modo:

12 forma fundamental:
[ =ds® = di .dr =7 .7.du + 7, .7 .du; + 27 F,.dudu,
llamando g, = Fl..Fj, i,j =12, se tiene:
I =g,.du’ +g,,.du; +2g,,.dudu,
22 forma fundamental:
II =dr dN =7.N,.du? +7,.N,.du? + 27 N, .du,du,
llamando [, = ﬁ.ﬁj = —]\7.17”, i,j=12, se tiene:

I =1,.du +1,.du +21,.dudu,

La curvatura total o de Gauss en el punto P viene dada por

111122 _1122 _L

K=kk,= =
818» 8, &
donde son k; y k> las curvaturas principales de la superficie en dicho punto P.

(para la demostracidn ver el articulo sobre la Indicatriz de Dupin en
http://personales.ya.com/casanchi/mat/superficies03.pdf )
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El triedro en cada punto de la superficie:

En cada punto de la superficie podemos considerar
el triedro formado por los vectores linealmente

=k —
M —+ independientes ,7,, N(, en donde obviamente se
cumple que:
-
2

r.r, #0 (en general)
7.N =0, i=12

Puesto que el triedro constituye una base del espa-
cio tridimensional, todo vector v puede expresarse como combinacion lineal de
ellos:

V=a,,+a,r +a,.N
en particular, las derivadas parciales de los mismos vectores de la base:
Po=alF +a’F, +a’.N N. = B'% + B*F, + B> .N
i Yiih ijt2 17 i FMi'l i°2 i*

Al analizar las propiedades de los coeficientes de estas ultimas expresiones se
obtienen de forma natural las llamadas Ecuaciones de Gauss para la expresion de

las 17”., y Ecuaciones de Weingarten para la expresion de N, .

Las ecuaciones de Gauss para las derivadas parciales de los vectores
basicos tangentes:

Sabemos, por definicién de simbolos de Christoffel de 22 especie (ver “Calculo
diferencial absoluto en espacios euclidianos”, paginas 8 y 9, en esta misma web),
que las derivadas parciales de los vectores de una base yi,7,,N{ pueden

expresarse en funcion de estos mismos vectores mediante los simbolos de
Christoffel:

Or, - - =
=L =07 +7 +)N
au ) y y y

J

o

y como sabemos que en dicha base es 17j..1§7 =0, j=1L2 ytambién 171]. N = L
(l;: coeficientes de la 22 forma fundamental)

se tiene, en definitiva:

- 1= 2= ~ . .
r,=Ln+L;n+LN, i,j=12
(Ecuaciones de Gauss)
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De forma desarrollada:

h = 1—‘111771 +F121’72 +111N
o = Fllzfl +F122’72 +112N
= FZIII_/I +F221’_;2 +121N
Iy = lezﬁ +F222’72 + 122N
(Ecuaciones de Gauss)

Las ecuaciones de Wingarten para las derivadas parciales del vector
unitario normal:

Puesto que N es unitario (médulo constante e igual a la unidad), se tiene:

‘N‘zl—)ﬁﬁzl—)ai(ﬁ.ﬁ) :0—>2N.2—N=2.]\7.]\7i =0— N, N, perpendiculares —
u, u.

1

— N, coplanario con 7,7, — 31 € R/ N, =—1* F,,i = 1,2 . En definitiva, se tiene que

o gl 2-
N, =—Ln-I'r
IV 1 2=
N, ==L -5,
Podemos obtener la expresion de las coordenadas, —lik, en funcion de los

coeficientes, g, ,!/

o de ambas formas fundamentales, mediante el siguiente

Teorema: Se verifican las expresiones

]\71 _ 1185 — 11,85, P+ l,8,=h.8 7
g g
N. = 518» =185 74 h,81=81 7

2 1

g g

(Ecuaciones de Weingarten)

Demostracion:

Basta multiplicar la relacién N, =-I'7, por 7, y por 7,:

1

Niji = _l;lﬁ-’;i _11'2’72-’71 =1, N _lilgll _li2g21 =1, _)(gll gzlj(lilJ :[_lilj
Ni'FZ = _Zi1771-’72 _11'2’72-772 = liZ _lilgIZ _Zi2g22 = li2 8o E» li2 _liz

Resolviendo mediante la Regla de Cramer:
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Iy &
. ly &x _ 1182 — 1,85, L i=12
8 & g
I4T) glzz (*)
g
2= g I _ lr&11=11& 1 L i=12
8 & g
g 8»

Por tanto, se verifican la ecuaciones

Nl _ 1185 =185, P+ 8,18 7
g g
]\72 _ 1182 — 1085 74 Lyg11=15181 7

1

g g

Las ecuaciones de Weingarten, por tanto, nos dan las derivadas parciales del vector
normal en cada punto como combinacién lineal de los vectores tangentes, 7,7,

con las coordenadas en funcion de los coeficientes de las dos formas
fundamentales.

La igualdad de las derivadas segundas de los vectores tangentes

Hemos visto en los dos apartados anteriores que las Ecuaciones de Gauss nos dan
las derivadas parciales de los vectores tangentes como combinacion lineal de los
vectores de la base del espacio tridimensional constituida por triedro movil

{ﬁ,?z,N}, y las Ecuaciones de Weingarten nos dan las derivadas parciales del

vector normal también como combinaciéon lineal de dichos vectores. Los
coeficientes, en el primer caso quedan expresados en funcidon de los simbolos de
Christoffel de 2@ especie y coeficientes de la segunda forma fundamental, y en el
caso de las ecuaciones de Weingarten, en funcion de los coeficientes de ambas
formas fundamentales.

Si consideramos la igualdad de las derivadas segundas, I7Uk y 77,-k,~r podemos

obtener, al identificar coeficientes, dos conjuntos de ecuaciones que llamaremos
Ecuaciones de Gauss-Codazzi y Ecuaciones de Codazzi-Mainardi, que nos permitiran
ya evidenciar la afirmacién del Teorema Egregio.
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Partimos de la expresion 7, =I'7, +1, N, i,j=12. Asi, derivando la expresion de

ij "m

¥, con respecto a uy, se tiene:

e arm ol . v oy al;
LR S Ry v LY LSS A
' auk 8Mk " Ou,  Ou, Oup Oy ou,
arnl 61 —
vy +1"’”(F”k17 +1, N)+—”.N+ly.(—l;f-?,z):
u, ou,

LY (0 + 1, N )+ sl N+, (-17)=

Uy Uy

ory ol ) -
= +0; 0 =L\ + | 0L, +—— [N
ou, ou,

Y obtenemos en definitiva para la expresion de T

= aE;l m n n m 61 A7
=\ 2 T8 Sk pe R ’fl’”"+auk N

Por analogia, la expresion de rk/ sera:

iikj - [grlk E;cn F” _l l J (Ezilni/ + Sll/;k ]]\7

u; j

Igualando ambas expresiones:

al_‘1 m n n aEn m n m al m 811 A7
[ R R VRN ]r +[ry o LT, = ].N:O (%)

ij
ou, Uy j

J

Las Ecuaciones de Codazzi-Mainardi

Se obtienen de igualar a cero el coeficiente del vector normal en (**):

Oy Oly
ou

| D

ij “mk ik mj a
u
k

=0

J

Estas ecuaciones son idénticamente nulas si j=k.
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Por otra parte, resulta la misma ecuacion si j=1, k=2, que si j=2, k=1. Esto quiere
decir que solamente hay dos ecuaciones:

0L, ~ Tl + 22 -
u, Ou,
/ /
parai=1: T~ + %2 i
Ou, Ou,
parai=2: T~ + 02 b
Ou, Ou,

(Ecuaciones de Codazzi-Mainardi)

Las ecuaciones de Gauss-Codazzi

Se obtienen al igualar a cero los coeficientes de los vectores basicos en (**):

" or’
LT, = ——
auk ij mk i k au '

J

~T T 41,0 =0

Asi, el coeficiente del vector 7 :
1 1

. or;

ij m 1 1 k

+0 T, — 1l — 5 :

ou, ' u,

Iy

mj

+g@=0

o bien:
1

o, _er;

Ou, Ou,

J

+r;?1_1“;k —1"1,2”.1“,2, = lijlli _Zikl;'

Y el coeficiente del vector 7, :

2 2
s or’;
LT Lo =Ll —— =T Lo + 1,07 =0
Uy u;
O bien:
or?  or?
ij ik m 2 my2 _ 2 2
a—a+ry I —1n .ij = ly.lk —ll.kl_/.
k J
Se tienen, en definitiva, las ecuaciones de Gauss-Codazzi:
orl  or
ij ik m 1 myl 1 1
_auk —67j+1"1.j I =Ty .ij = lljlk —liklj

2
or; _or,
Ou, Ou,

J

S D e A e W
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El Teorema egregium

La curvatura total K depende exclusivamente de los coeficientes de la primera
forma fundamental y de sus derivadas.

Demostracion:

Si hacemos en las ecuaciones de Gauss-Codazzi i=2, j=1, k=2, se tiene:

I, or,

2 - ‘ +1I7] Fl FZ’VZI'F;II = 1211é _122111
u, 81/!1

ary  ory

; A 2T, —Tal, =00~}
u, 81/!1

Sustituyendo los coeficientes ,/| en la primera, y [5,I7 en la segunda, por las
expresiones que figuran en las ecuaciones de Weingarten (*), se tiene que

orl  or! m m l,g,—1,g l.g,,—1,g 1.1, -1 /
21 22 1—*21 rl 1—~22 1-*1 12 21522 228521 _122 11622 128521 — _g22 11°22 12 — _g22 -
Ou, Ou, g g g g
or: or: m m l,g,—1,g l,g,—1, g 1.1, —12 [
21 _ 22 r21 FZ F22 FZ :Z 22811 21812 _122 12811 11512 — gll 11722 12 — g“ o
Ou, Ou, g

Es decir, se cumple que

or,  or,, . " [
5221 - 8u212 L rl I Fl =—8n—
or;  ors;, . " l

-2 +I5 F2 -I. F2 =&
Ou, Ou,

l
y puesto que la curvatura total es K =—, podemos expresar, desde cualquiera de

las dos ecuaciones:

K= —L _6F211 - ar;z +I Fl -1 1"l
8y | Ou, Ou a ®
2 2
k=1 |%a_ Tz +0 0, -T2
gn| Ou, Ou



EL TEOREMA EGREGIUM DE GAUSS CARLOS S. CHINEA

Esto nos dice que la curvatura total depende de la métrica g (coeficientes de la
primera forma fundamental) y de los simbolos de Christoffel de 22 especie, los
cuales dependen también de la métrica g y de sus derivadas.



