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Acerca de la matematica de la ecuacion de Dirac
Una introduccion breve

0. Introduccion. En busca de una ecuacion de movimiento:

La descripcion de la evolucion temporal de los sistemas fisicos en el espacio-tiempo
exige una formulacion matematica que relacione la derivada temporal de las
variables que caracterizan su estado con aquellas magnitudes fisicas que pueden
provocar sus cambios. Tal formulacién matematica es lo que se denomina ecuacion
de movimiento del sistema.

Asi, en las diferentes desarrollos de la mecanica podemos encontrar ejemplos de
formulacion de la ecuaciéon de movimiento de una particula.

- En la mecanica clasica no relativista (Galileo-Newton):

2 Kk
dx

7 =F*, k=123
4

m

- En la mecanica clasica relativista (Einstein):

o*xt - ax’ ax’
m——s +/772Ff— =F*
It ~ 7ot It
En un espacio-tiempo plano I‘f/ =0, y si la velocidad de la particula es muy pequefia en

comparacién con la velocidad de la luz, ¥<<c¢, entonces en tal caso la ecuaciéon de
movimiento del caso relativista se reduce a la ecuacién clasica no relativista de Galileo-
Newton.

- En la mecanica cuantica no relativista (Schrodidnger):
.. 0 - 1 )2 - -
M W(F,f) = —(—th) +U(7,7) |W(7,7)
a7 2m

Partiendo de la expresion clasica de la energia en la formulacion newtoniana de la
mecanica:

1 -
=gp2 +V(r,f)

Se deduce de inmediato la ecuacion de movimiento de una particula sin mas que
usar los operadores de onda de la energia y el momento lineal:

i=z’hi, p=—=ihV
a9z
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£ = ipz + V(f,;) /= i,}z +I/(f,f) - z’h;—l‘P(f,f) = (i(—ﬁﬁ)z +V (7,0) |®(7,7)

- En la mecanica cuantica relativista (Dirac):

Hemos de partir ahora de la expresién de la energia en la mecanica clasica

relativista:
£ = ,//770264 + pc’

Al sustituir los operadores de onda correspondientes a la energia y el momento se
habria de obtener una ecuacidon lineal como la ecuacion de movimiento de la
particula, sin embargo, ocurre que al sustituir ambos operadores, aparece la
expresion cuadratica siguiente, con la raiz cuadrada de una suma de cuadrados:

E=micts e — z'h%‘l‘(?,z) _ (\/(mocz)2 F (VY W70

gue obviamente no es una ecuacidn lineal.

El primer matematico en intentar obtener a partir de la expresion anterior una
ecuacion lineal como ecuacién de movimiento de la particula, fue Paul A.M. Dirac
(1902-1984), logrando explicitarla en 1928, con unas consecuencias inesperadas
para el desarrollo de la fisica posterior.

En las notas que siguen tratamos de exponer un proceso elemental de obtencién de
la ecuacién de Dirac

1. Obtencion de la ecuacion de Dirac:
Energia relativista en términos del momento de una particula libre de masa m y
cantidad de movimiento p:

De ser
7, - -
m = > L2 =my £ =mc
-7
c
con v =(v,,v,,1,), ,5=(p1,,02,ﬁ3)
se tiene:

p=my =

multiplicando por la velocidad de la luz, ¢, y elevando al cuadrado:
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-2 Vv
252 .2 sz—C4 /77026‘4 BC 2 4
~\2 .y 5 MV 0 2 c N
(pc)—pc— _>_ N2 2 + N2
14 14 14 14
1-| r -z 1-|
C C C C

2
2 4 2 4 2 2 4 2 2 2 4 -2 2
=-m,c +mc ——mc + ) =-—mc + £ =L =mic + pc

Resulta, por tanto:

E=,//ﬂozc4+ﬁzc2

Como puede observarse, la relacion entre la energia E y el momento p es

cuadratica. La energia se expresa como la raiz cuadrada de una suma de dos
cuadrados. Dirac se pregunté si no existiria alguna manera de obtener una relaciéon
lineal entre la energia y el momento 2. Es decir, si no existiria alguna expresién

del tipo
EF=ap+f

El proceso lo inicia tratando de escribir la raiz cuadrada de la suma de los dos
cuadrados como una expresion lineal, usando los adecuados parametros.

Asi, suponiendo inicialmente y por simplicidad, que la particula del estudio se
desplaza en la direccién del eje x; de referencia, con velocidad v =(1,,0,0), tendra

el momento lineal p=(p,,0,0), por lo que la expresién de la energia seria:

£ = \//77026‘4 + pc’ = \/(/ﬂocz)z +(pc)’

gue podemos linealizar mediante la introduccion de dos parametros, o,y a:

£ = \/(/7106‘2 )2 + (Iic)2 = \/(mocz)z + (plc)2 = aomocz +a,pc

y los parametros a, Yy ¢, introducidos podrian obtenerse de la igualdad
2
2 25\2 - N2 2 2 25\2 2 2 2
= (myc”) +(pc) =(a0m0c +a1plc) =a,(mc’) +o; (po) +2a,0mc” pe

identificar para obtener el valor de los pardmetros vemos que éstos han de
cumplir que

2 2
a,=1, a =1, qa =0

lo cual, obviamente, es imposible si hablamos de nimeros reales o complejos y en
general de estructuras algebraicas multiplicativamente conmutativas.

La idea que surge de esta dificultad es que, si tales parametros o, y o, existieran,

habrian de ser objetos de una estructura algebraica no conmutativa, pues entonces
seria
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2
2 252 = N2 2 2 252 2 2 2

£ =(mc”) +(pc) =(aomoc +a]plc) =a, (mc”) +a (po) +(ao +aa)me pe
y podria ser posible que

a’=1,a’=1, aa +aa =0 [1]

0 ’ 1 ’ 01 1770
Solo se conocia como estructura no conmutativa para el producto el anillo de las
matrices cuadradas, por lo que Dirac pensdé que los pardmetros introducidos

podrian ser matrices.

Tratdé entonces de encontrar matrices que verificaran la condiciéon [1]. Comprobd
que no existen matrices de orden 2 ni de orden 3 que verifiquen tal condicion.

Pero al probar con matrices cuadradas de orden 4 encontré varias matrices
elementales que verificaban por pares la condicion [1]. Por ejemplo, las matrices

000 1 10 0 0
S B O A I
0100 00 -1 0
1000 00 0 -1

pues como puede comprobarse, verifican

2 2
ay=/, 0 =/, oo +a0, =0
(/ : matriz identidad, ©: matriz nula)

Es decir, definiendo el anticonmutador de dos matrices a,y a, como
[oz/_,oz/(]=oz/_cx/r +tao.o,

se cumplira:
[a/_,ak] = 26/%[
(donde 5/% es la delta de Kronecker de dos indices e / es la matriz identidad)
Se verifica, en definitiva, que
E 1 =amc’ +apc

Ecuacion matricial, que usando las matrices elementales del ejemplo anteriormente
indicado, es

1 0 00 0 0 0 1 1 0 0 O
7zl 01 00 =mocz 0 010 +pc 01 0 O
0010 0100 0 0 -1 0
0 0 0 1 1 0 00 0 0 0 -1
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0 sea:
L 00 o pc 0 0 2 myc
o100 | O P ome O
0010 0 mocz - pc 0

2. Resolucion e interpretacion:

Para obtener los valores correspondientes de la energia de la particula calculamos
los autovalores de la matriz de Dirac, y para describir el estado de la particula en
cada uno de estos valores de energia determinaremos los correspondientes
autovectores asociados.

- Autovalores:

100 0 pc 0 0 mc 100 0 pc 0 0 mc’
7 01 00 _ 0 y44 Iﬂoc’z 0 F 0100 _ 0 y44 /7706'2 0 -0
0010 0 mc* -pc 0 0010 0 me* -pc 0
00 01 me 0 0 —pe 0 0 01 e 0 0 —pe
0 sea:
2
pc-F 0 0 n.c
0 pc—F /7706’2 0
0 pc—F mocz 0 )
=O—>(pc—E) myc —pc-F 0 -
2
0 myc —pc—-F 0
0 0 —pc-F
mocz 0 0 —pc—-F
0 pc-F m0c2 . R
c—-F  mc c—-F  mc
—17706’2 0 /}ZOC’Z —-pc—F =—(pc—E)(pc+E) 7 0 —}77026’4 7 0 =
mocz —pc-F mocz —pc-F

m0c2 0 0

Py /7106‘2 =[_(p262_Ez+mozc4)][—(ﬂzcz_52 +mozc4)]=0—>

22 2 4
L =+ pc+mc
2.2 2 4
Ez——,/pc +m1,c

“(Ape=t)pes)me) T,

2.2 2 2 4 2 2 2 2 4
= pc =L +mic'=0—=L£"=pctrmc =
Encontramos dos estados de energia:

Zfl=+\/pzcz+mozc4>0 Ez=—w/pzcz+mozc4<0

- Autovectores asociados a cada estado de energia:

. 2 2 2 4
- Autovectores asociados al autovalor £ =+ p°c" +m,c" >0:
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Ecuaciones:
(pc-£)x, +m002x4 =0
(pc—-£)x, + moczx3 =0

s

/ﬂoczxz —(pc+ £)x,=0

2
myc x,—(pc+ £)x, =0 |
haciendo x, =a,x,=f:

o

B
mocz
pe+ £

-£
_LeTE

2
/7106’

Base de autovectores:

S O =

0 sea:

myc
1 0
m.c’ 0

2 2 2 4
—pe+.pc +myc

2
myc X,
0 xX
> =0
0 x,
_pc_ﬁvl ./1”4

x, =2 £ X,
(pc—-£)x + /ﬂOC‘ZI4 =0 ¢ mocz !
—
m062x2 —(pc+ £)x,=0 _ mocz v
pe+ L ?
1 0
0 1
=q 0 +p /7706‘2
_pe- £ pe+ £
/ﬂoC‘ 0
/7706‘2 0
_] 1 0 1 pe+ L
mocz 0 " pe+ £ ;ﬂocz
£ - pe 0
0
1 pc+ \/p2cz + /77026'4
pC+ \/pzc2 + mozc4 /7706'2
0

. 2.2 2 4
- Autovectores asociados al autovalor £ =-\/pc +myc” <0
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pc-£, 0 0 myc X,
0 pc=F, mocz 0 x, 0

0 mocz -pc—£) 0 x,

/7106’2 0 0 -pc—£ X,

Planteando las mismas ecuaciones y eliminando, como en el caso anterior las
ecuaciones equivalentes, se tiene la base de autovectores:

- mocz 0
1 0 1 po— pict +mict
< ”7052 0 ’ pc— \/p202 + }72026’4 moc2
—pc—\/pzcz+mozc4 0

La interpretacion de Dirac:

- Con respecto a los autovalores:
La ecuaciéon matricial construida muestra que para toda particula de masa m y
energia E; existe siempre otra particula de la misma masa y energia E, opuesta
(para toda particula existe una antiparticula)

- Con respecto a los autovectores:
Tanto la particula de energia E; como la antiparticula de energia E, opuesta vienen
descritas por dos autovectores que cumplen las reglas del spin. Se trata de los
estados de spin de la particula y la antiparticula.

3. Expresion con los operadores cuanticos de energia y momento sobre la
funcion de onda:

Si escribimos la ecuacién obtenida por Dirac introduciendo estas matrices
elementales en términos de los operadores cuanticos de onda:

£ = z'hi, p= —ﬁzi
a9z 6x1
se tendra:

£ =amc’ +a pe— [z’h%‘l’(?,f) = amc V(7 ,0) - a/hc%‘l’(f )=
1

= 1in 2w = am e - aine 2 |\W(F,r)
ar ox

donde aomocz —alzhca— es el hamiltoniano de Dirac en una dimension.
X

El caracter matricial de la ecuacion nos indica que la funciéon de onda no tiene
caracter escalar sino que es un objeto de cuatro componentes que varia en las
traslaciones y también en las rotaciones de la particula. Es lo que se denomina
espinor:
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W (7,7)
W (7,7)
W (7,7)
W (7,7)

W(7,f) =

4. Generalizacion:

En el caso general de que la particula en estudio se desplaza en una direccion
cualquiera, no necesariamente en la direccion de uno de los ejes del sistema de
referencia, la energia relativista se escribiria en la forma

E = n, @V +(pe) =\meV +( 50V +(p,0) +(pe) =

2
="+ O PCHA,PC+APC
y como ha de cumplirse que
2N\2 2 2 2 2 2
(m,c7)" +(pc) +(p,0) +(p0) =(aomoc +a1plc+a2pzc+a3p3c)
tendra que verificarse que

2 2 2 2
a,=a; =a,=a; =1
a,o+aa, =0, o +a,a,=0, oo, +a,a,=0,

aa,+a,a =0, qa,+a,a =0, a,o,+a,a, =0
gue podemos expresar de una forma mas compacta usando el anticonmutador:

la,.a,]=208,7, /,4=0123

Dirac encontrd varios ejemplos de matrices elementales que verifican esta
condicion. Uno de estos ejemplos es el siguiente:

10 0 0 0 0 0 1
B B T
00 -1 0 0 -1 0 0
00 0 -1 -1 0 00
0 00 —/ 0 01 0
a-| 007 0, L0 00 -l
0 70 0 100 0
/0 0 0 0 1.0 0

En definitiva, la ecuacién general de Dirac es:
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3
2 2
£ =ame +ape+a,po+a,po=ame + czakpk
=1

O bien, en la notacidn de operadores sobre la funcidon de onda:

3
z'hillf(f,f) = (aomocz - z'hcz a, i) W(7,7)
af =1 Vs
que en forma mas compacta es:
3
h—+cya, — |—-amc* |P(7,/)=0
(81‘ ~ /faxk) oo (7:0)

o también:

y si llamamos

obtenemos la forma popularizada de la ecuacidn:

(z'a—mo)‘P(F,l) =0
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