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0. Introduccion

DIOPHANTI Las ecuaciones diofanticas, que aparecen por vez

ALEXANDRINI - primera en uno de los volimenes de la Aritmética de

ARUIEMELICORV Diofanto de Alejandria, como coleccién de ejemplos y

#e D NENIRIC Ay LT M Eire problemas con valores enteros, tienen cierta utilidad en

2 s et diversos problemas de la matematica, en donde tanto las
variables como las soluciones han de ser numeros
enteros.

Entre las ecuaciones diofanticas mas famosas se
encuentran las pitagoricas, expresiones en tres variables

de la forma x’+3)°-z>=0, o la generalizacién

“LVTETIAEP 2 . ¢ .
Gokilbes Songririns G conocida como el Ultimo Teorema de Fermat,

Jacobga, fub Ciconiis.

crae RAIEIsora dRoTA x" +y" —z" =0, con n natural.

Sin embargo, y aun cuando es de enorme interés su estudio, nos vamos a referir
aqui solamente a las ecuaciones diofanticas lineales, esto es, a ecuaciones con
coeficientes y soluciones que son numeros enteros, de la forma

ax, +a,x, +..+a,x, =c

Nos planteamos como objetivo basico establecer tanto condiciones de resolucién
como algun procedimiento para resolverlas. Para ello trataremos en primer lugar
las ecuaciones diofanticas lineales con dos incognitas para, a continuacién, estudiar
brevemente las congruencias lineales y aplicarlas a la resolucion de ecuaciones
diofanticas lineales con mayor nimero de incognitas.

1. Ecuaciones Diofanticas Lineales con dos incognitas
Se denominan ecuaciones diofanticas lineales a ecuaciones lineales con coeficientes

enteros y cuyas soluciones, de existir, son también nimeros enteros. Es decir, se
trata de expresiones de la forma

a,x,+..+a,x, =c, abcEZ



Veamos a continuacidn el caso de las ecuaciones diofanticas lineales con dos
incdgnitas, esto es, de la forma ax + by = ¢, analizando la existencia de soluciones
y el modo de resolucion.

Para estudiarlas, establezcamos alguna forma de caracterizar la resolucién, esto es
de encontrar alguna condicion que permita decidir cuando hay o no solucién. Para
ello veamos el sencillo teorema que sigue, generalizable a ecuaciones de este tipo
con cualquier numero de incégnitas.

Teorema 1: La condicidon necesaria y suficiente para que la ecuacion diofantica
lineal de dos incognitas ax + by = ¢ tenga solucién es que el Maximo Comun Divisor

de los coeficientes, d = MCD(a,b) divida al término independiente c.
En efecto:

a) Supongamos que hay solucién y sea d = MCD(a,b). Veamos que entonces ha
de dividir a c:

Ad,beZ/a=da,b=db—dax+db.y=c—=dax+by)=c— d|c

b) Supongamos que d = MCD(a,b) divide a c. Veamos que entonces hay solucidn:
d|c = 3c'€Z/c =c'd.Porotra parte a=a'd,b=>b'd, por lo cual, al sustituir:
ax+by=c—d(a'x+b'y)=dc'—ax+b.y=c A MCD(@'b')=1

por la igualdad de Bezout, siempre existen enteros x’, y’ tales que a'x'+b'.y'=1, por
lo cual:

(a'x'+b'y)d =d = (d.a')x'+(db")y'=d = ax'+by'=d — a.(x'c')+b(y'c")=d.c'—
—ax+by=c

Por tanto, los enteros x',)' verificarian la ecuacién. Son una solucién particular de
la ecuacidn diofantica dada.

Este teorema se extiende trivialmente a ecuaciones diofanticas lineales de cualquier
namero finito de variables: a,.x, +...+a,.x, =c

Nos preguntamos ahora coémo obtener el conjunto de todas las soluciones de la
ecuacion diofantica cuando se conoce solamente una solucidon particular de la
misma, es decir, se trata de encontrar cdmo estan relacionadas estas soluciones. Lo
dilucidaremos mediante el teorema siguiente.

Teorema 2: Si es d = MCD(a,b), a’|c. Sean x,,y, una solucién particular de la

ecuacion diofantica lineal ax + by = c. Entonces, toda solucién, x,y, viene dada por
las expresiones:
a

b
X=Xo+gl y=y0—gt

donde t es entero (1€ 7).



Demostracion:

Veamos, por una parte, que las expresiones anteriores son, realmente, soluciones
de la ecuacién diofantica, y, por otra, que son todas las soluciones posibles para la
ecuacion:

- son soluciones. Pues al sustituir:

b a ab ba
ax+by=alx, +Et +b|y, —gt =ax, +b.y, +7t—7t =ax,+by,=c

- Son todas las soluciones:

Sea x,y una solucién cualquiera de la ecuacion. Se tendra:

{ ax+by= ¢

ax,+by,= c
restando:

b
@ (x=30)+ by =) = 0= alxr=x)) = by =») = S (x=5) =~ (3, =)

como d = MCD(a,b), sera MCD(§,§)=1, de donde, al ser primos entre si,

tendré que suceder que a/d divide a (y, —y) v b/d divide a (x—x,):

- X—X b a
Yo y=t y 0=t,conloquex=)c0+gl y=Y,——1

ald b/d d

Asi pues, cualquier solucién x, )y se expresa de la forma antedicha.

El problema, pues, de resolver una ecuacion diofantica lineal con dos incognitas se
reduce a encontrar una solucién particular de la misma. Hay diferentes métodos de
hacerlo: mediante “ensayo y error”, por el denominado método de Euler, o bien
usando el algoritmo de Euclides, o utilizando el algoritmo de la fracciones
continuas, etc.. Veamos el método de Euler.

Método de Euler:

Supongamos que queremos encontrar una solucidn particular de la ecuacion
diofantica lineal en dos variables ax + by =c. Sea a <b (si fuera al revés, bastaria
intercambiar los papeles de x e y). Descomponemos b y ¢ dividiendo cada uno de
estos términos pora: ¢c=C.a+C,y b=Ba+ B,. Y sustituimos en la expresion de
la ecuacidn al despejar la variable x:

-b. B
x=C by Wy

C —
=C-By+—1—1=
a a




C,-Byy
a
0.1,...,(a-1) para encontrar una solucién particular y,, y, sustituyendo en la

Como x&Z, también €Z por lo que bastaria ir dando a y los valores

expresion anterior, de x,. Esto ha de ocurrir asi debido a que el resto de la divisién

C,-By
a

ha de ser menor que el divisor a. A lo sumo, a-1.

Ejemplos:

1) Encontrar las soluciones de la ecuacién diofantica 2x+ 7y =3, hallando
previamente una solucién particular.

Hacemos la descomposicion del termino independiente, 3, y del coeficiente
mayor, 7, dividiendo cada uno de ellos por el coeficiente 2: 3=1.2+1,
7=3.2+1, con lo que, al sustituir:

x=3—7y =2+1—(3.2+1)y=1_3y+1—y
2 2 2
Probamos valores para y:

y=1—>%=0€2 valido — y, =1. Hallamos x¢: x, =1-3.1+0=-2

Solucién particular: (x,,y,) = (-2,1)
Solucién general: x = x, +§t = —2+%t ==2+7t, y=y, —%t =1-2¢

Por tanto: (x,y)=(-2+7t1-2t), Vt€EZ
Comprobamos la solucion general sustituyendo en la ecuacion diofantica:

2x+7y=2.(2+T7t)+T7(1-2t)=-4+14t+7-14t =3

2) Encontrar las soluciones de la ecuacién diofantica 3x -5y = 2.

Descomponemos ahora los términos 2 y -5: 2=1.3-1, -5=-2.3+1, con lo que

x=2+5y=3—1+(2.3—1)y=1+2y+—1—1.y
3 3 3
Probamos valores para y:
-1-1.0 1 .
y=0———"=——&Z novalido
3 3
-1-1.1 2
=1— = ——¢& Z no valido
y 3 365
-1-1.2 . )
y=2—>T=—IEZ valido — y, =2 . Hallamos x¢: x, =1+22-1=4

Solucion particular: (x,,y,) =(4,2)
Solucion general:



b -5 a 3
X=x,+—t=4+—t=4-5¢, =y ——t=2-"t=2-3¢
ot 1 Y=Y ) 1
Por tanto: (x,y)=(4-5t2-3t), Vit€Z
Comprobamos esta solucion sustituyendo en la ecuacién diofantica:
3x-5y=3.(4-5t)-5(2-3t) =12 -15¢ =10 +15¢ =2

En definitiva, resolver una ecuacion diofantica lineal en dos variables es muy
simple, actuando siempre del mismo modo, esto es, encontrando una solucion
particular mediante el Método de Euler, y, a continuacion, el conjunto infinito de las
soluciones mediante las formulas obtenidas en el teorema 2.

Sin embargo, se trata ahora de estudiar la resolucion de ecuaciones diofanticas
lineales de mayor numero de variables y de momento, lo Unico que podemos
afirmar de estas ecuaciones es el enunciado del teorema 1, o sea, que es condicion
necesaria y suficiente que el Maximo Comun Divisor de los coeficientes divida al
término independiente de la ecuacion.

Para estudiar ecuaciones diofanticas lineales de un mayor nimero de variables
debemos utilizar otros procedimientos. En particular podemos ver la utilizacion de
las congruencias lineales. Hacemos, pues, a continuacidon un resumen expositivo de
la teoria de las congruencias lineales a fin de aplicarla luego a la resolucién de estas
ecuaciones.

2. Una introduccion a las congruencias lineales:
2.1. Congruencias:

Dos enteros, a y b, son congruentes modulo m sii dan el mismo resto cuando se
dividen por m . Se acostumbra a simbolizar por

a = b(mod m)

Asi, por ejemplo, los nimeros 5 y 9 son congruentes modulo 2, pues al dividir cada
uno de ellos por el 2, se obtiene el igual resto, 1. Indicaremos, pues: 5=9(mod?2).

Teorema 3: Se tienen las propiedades inmediatas siguientes:

1. a=b(modm)<>3JkEZ/a-b=km, o sea, es equivalente que dos numeros

enteros sean congruentes modulo m y que su diferencia sea un multiplo de m. Si
representamos al conjunto infinito de los multiplos de m por (m), podemos escribir
la propiedad asi: a = b(mod m) <> a - bE(m).

2. a=b(modm)A MCD(a,m)=1 — MCD(b,m)=1. O sea, si dos numeros son
congruentes modulo m, y m es primo con uno de ellos, entonces m es primo con el
otro.



3. a=b(mod m)—(q,+q,a)=(q, +q,'b)(mod m),Vq,,q €EZ. Si dos nUmeros

enteros son congruentes moédulo m, también son congruentes modulo m si se les
multiplica por una misma potencia natural de un entero ¢; y se les suma un mismo
entero q.

4. a=bmodm)A f(x)=q,+qx+..+q,x" — f(a)= f(b)(mod m). Esta propiedad
generaliza la anterior para un polinomio cualquiera f{x) con coeficientes enteros.

5. a=b+km— a=b(modm).

6. a=km — a=0(mod m).

a b m :

7. a=b(mod m) A q‘a A q|b And = MCD(q,m) — — = —(mod E). Esto es, si dos
9 4

numeros enteros son congruentes mddulo m y el entero ¢g divide a ambos entonces
los cocientes respectivos también son congruentes modulo m/d, siendo d el maximo

comun divisor de g y de m.

Demostracion:

a=mqg, +r

l.asb(modm)e{ <>a-b=mq,-mq, =m(q,—q,) <>a-b=km

b=mgq, +r

2. Puesto que MCD(a,m)=1<>3x,,x, EZ/x,a+x,m=1, se tendria:
xa+x,m=1 xa=1-x,m
{a—b=km _>x1a=x1km+x1b
= xb+(xk+x,)m=1—3x,z, =xk+x,EZ/xb+zm=1—>MCD(b,m)=1

—1-x,m=xkm+xb—

w

. Bastara probar que la diferencia es multiplo de m:
(90 +aq) - (q, +bg)) =g} (@-b)na-b=tkm g} (a-b) = km —
—(q, +aq;) =(q, +b.gq; )(mod m)
4. Es una generalizacidn trivial de la propiedad anterior.

5. Obviamente, pues a—b =b+km —b = k.m — a = b(mod m)

(&)

. Trivial, pues a—-0=/km -0 =k.m — a = 0(mod m)

7.Sea g =q'd. Se tiene: asb(modm)—>a—b=km—>g—é—@=£.ﬂ,y

como ¢ divide a k.m, y d divide a m, ¢’ tiene que dividir a k, luego la diferencia

, a b km k m
anterior se puede expresar como un multiplode m/d: ———=—=—.—=K— lo

b
que demuestra que —(mod %)
q

a
q

Ejemplo de aplicacion de estas propiedades:



- En un caso como éste: 12 = 7x(mod 5), se tiene que es equivalente escribir:

(2.5+2)=7x(mod 5) = 2 = 7x(mod 5) —= 2 = (5x + 2x)(mod 5) — 2 = 2x(mod 5) —
— 1= x(mod 5)

2.2. Congruencias lineales:

Son ecuaciones de la forma a.x = b(mod m), donde m no divide a a.

Si x; es solucion de la congruencia lineal, también es solucion x, + km, cualquiera
que sea el entero k;. Los valores X, +k1m representan la clase residual a la cual
pertenece x;:

a(x, + km) —b = km — ax, — b = km — ax, = b(mod m)

Asi, si x; verifica la congruencia lineal, también la verifican todos los elementos de
su clase residual: x, +m, x, +2m, ...

Ejemplo:

La congruencia lineal 3.x = 5(mod 2) es satisfecha, por ejemplo, por x=1/. Y también
la verifican los elementos de su clase residual: [+2, 1+2.2, [+3.2, ...1+k;.2, ...

Sin embargo, usando la propiedad 5 de las congruencias, la congruencia lineal de
este ejemplo es equivalente a (2x + x) = (4 +1)(mod 2) — x = 1(mod 2)

2.3. Soluciones congruentes y soluciones incongruentes:

Se denominan soluciones congruentes de una congruencia lineal moédulo m a los
enteros que las satisfacen y pertenecen a la misma clase residual mddulo m.

Son soluciones incongruentes de una congruencia lineal mddulo m a los enteros que
la satisfacen y pertenecen a clases residuales distintas.

Por convenio, entenderemos que el conjunto solucion de una congruencia lineal
modulo m contiene exactamente un representante de cada una de las diferentes
clases residuales modulo m cuyos miembros satisfacen la congruencia lineal dada.
Esto es, las soluciones incongruentes que pertenecen a cualquier sistema completo
de residuos modulo m constituye un conjunto solucion.

El problema clave es, por consiguiente, determinar cuantas soluciones
incongruentes, esto es, cuantas clases residuales, tiene la congruencia lineal dada.
Veamoslo mediante un sencillo teorema.

Teorema 4:

La congruencia lineal a.x = h(mod m)tiene exactamente d soluciones incongruentes,

donde es d = MCD(a,m) si y solo si d divide a b. Si d no divide a b, entonces la
congruencia lineal no tiene solucion.



Demostracion:

Veamos en primer lugar que si es d = MCD(a,m), entonces d ha de dividir a b.

a m b
=b(mod m) — ax-my =b— —x—-—y=— — d ha de dividir a b.
ax = b( m) —> ax — my dx dy y,

sean a’, b’, M’ tales que a=a’.d, b=b".d, m=m’.d.
Veamos ahora el nimero de soluciones incongruentes modulo m

axab(modm)—>ax—my=b—>%x—%y=§%a'.x—m'y=b'yMCD(a’,m’)=I

solucion de a'x-m'y =b": x=x,+m't, t=0,1,..., todas congruentes modulo m’.

Estas soluciones, que también son soluciones de la ecuacién ax —my =b, aunque

son congruentes modulo m’ podrian, algunas de ellas, no ser congruentes modulo
m. Vamos a encontrar las que no son congruentes modulo m.

Si dos de estas soluciones, x,+m't, y x,+m't,, fueran congruentes médulo m,
tendrian que verificar:

(x, +m't)) = (x, + m't,)(mod m)
y, por las propiedades de las congruencias:
m't, =m't,(mod M)
o bien:

t, =t,(mod ﬂ') —t, =t,(mod d)
m

Es decir, los valores de ¢ que dan soluciones x = x, +m't congruentes modulo m

son aquellos que son congruentes modulo d. Las soluciones X=x,+m't

incongruentes modulo m, son, por consiguiente, aquellas en las que figuren valores
de t que no sean congruentes modulo d. Y, obviamente, como los valores de ¢ son
la sucesion 0,1,2,...,n,..., los Gnicos que son incongruentes modulo d son aquellos
menores que d: 0,1,2,...,(d-1)

Por tanto, las soluciones incongruentes de la congruencia lineal a.x = b(mod m) son
la d soluciones {xo,xo +m',x, +2m',....x, +(d—1).m'}, donde es d el Maximo Comun
Divisor de a y de m.

Ejemplo 1:
Hallemos las soluciones de la congruencia lineal 18x = 24(mod 12).

Se tiene que MCD(18,12) = 6, que obviamente divide también a 24, por lo que la
congruencia tiene solucion.



Dividiendo toda ella por 6 obtenemos la congruencia reducida: 3x =4(mod 2), que
se puede escribir como la ecuacién diofantica: 3x -2y =4, con solucién particular
X():2, y():].

Los valores de x que verifican la ecuacién son, en definitiva: x=x, +m't, t =0,L,...,

esto es, x=2+2¢, t=0,1,... que son soluciones congruentes modulo M’, es decir,

la ecuacidon reducida tiene una sola solucidn incongruente, que podemos
representar, por ejemplo, por xp=2.

Pero no todas estas soluciones congruentes modulo m'=2 son también congruentes
modulo m=12. Asi, no son congruentes modulo /2 aquellas que corresponden a
valores de t que no sean congruentes modulo 6:

No son congruentes modulo 12 las soluciones en las que t=0,1,2,3,4,5, que serian:
2=2, 2+2.1=5, 2+2.2=6, 2+3.2=8, 2+4.2=10, 2+5.2=12
es decir, 2,4,6,8,10,12

si restamos dos cualesquiera de ellas tendria que ser la diferencia un multiplo de
12, lo cual no ocurre, y, sin embargo, verifica cada una de ellas la congruencia
lineal 18x =24(mod12). Son por tanto soluciones incongruentes, cada una
representando un conjunto infinito de soluciones entre si congruentes:

P}=1{2142638..}, {4}={a162840..} {6}=1{6183042..}, {8}=18.203244...]
{lo}=1{102234,46,..}, {12}=1{122436,48,..}

Ejemplo 2:
Hallemos las soluciones de la congruencia lineal 39x = 60(mod 6).

Se tiene que MCD(39,6) =3, que obviamente divide también a 60, por lo que la
congruencia tiene solucion.

Dividiendo toda ella por 3 obtenemos Ila congruencia lineal reducida:
13x = 20(mod 2), que se puede escribir como la ecuacién diofantica: 13x -2y =20,

con solucién particular xp=2, y,=3.

Soluciones de la congruencia lineal reducida: x=2+2¢,¢t=0,1,2,..., y los valores de

t que son incongruentes modulo 3: =0, t=I, t=2. Por tanto, las soluciones
incongruentes modulo 6, de la congruencia lineal de partida son: 2,4,6, cada una de
ellas, representando obviamente los infinitos elementos de una clase residual:

L}=1{281420..} {4}={4101622..}, {6}=1{6.121824..}



4. Resolucion de ecuaciones diofanticas lineales por aplicacion de las
congruencias lineales:
4.1. El caso de dos incognitas:
Veamos a continuacion un par de ejemplos resueltos usando congruencias lineales,
y, también, usando el teorema 2, con el método de Euler para la solucion
particular.

a) Resolucién de la ecuacién diofdntica Sx+2y =9.

- Transformamos la ecuacion en una congruencia lineal de mddulo -2
5x+2y=9—5x=9mod (-2)) = x=1(mod (-2)) > x, =1—>x=1-2¢

Hallamos la otra incégnita sustituyendo en la ecuacion:

5(1-2t)+2y=9—>y=w=2+51

Solucién general: (x,y)=(1-2t,2+5¢t), Vt€Z, que verifica, como podemos
comprobar, la ecuacion diofantica de partida:

Sx+2y=5(1-2t)+2(2+5t)=5-10t +4+10t =9

- Resolvamos de nuevo esta ecuacion usando ahora el teorema 2 y el
método de Euler:

Solucién general, por el teorema 2:

b
x=x0—gt X=x,-2t
y=y0+£t y=y0+5t
d

Usamos Euler: 5=2.2+1, 9=4.2+1, con lo cual:

5x+2y=9%2y=2.4+1—(2.2+1).x%y=4—2x+1_7x

Probamos valores de x:

x=0%ﬂ=l¢2, no valido
2 2
1-1 .
x=1—>T=OEZ, valido
9-5

y la solucidn general es (x,y)=(1-2t2+5t), VYt€Z, que como ya hemos
visto, verifica la ecuacion diofantica de partida.

b) Resolucién de la ecuacién diofantica 3x-7y =35.

- Mediante congruencias lineales:

mn



3x-7y=5—>3x=5(mod7) = x, =4, por loque x=x, +§t=4+7t
y la segunda incognita:

3x-5 3(4+7t)-5 T+2lt
7 7

=1+3¢

y=

Solucién general: (x,y)=(4+7t1+43t), YtEZ, que verifica, obviamente la
ecuacion diofantica de partida:

34+7t)=T(1+3t)=12-T+12t -12¢t =5
- Mediante el teorema 2 y Euler:

Solucion general:

b

b
x=x0+gt x=x,-Tt
y=y,-3t

o, 4,
Y=Y 4
Usamos Euler: 7=3.2+1, 5=2.2+1, con lo cual:

o Ty =5 >3x=22.41-(23+1)y > x=1+2y+ Y

Probamos valores de y:

y=0 e¥ =§a§z, no valido

v =1—>% =1€Z, valido

Vo =1, x0=1+2+%=4

y la solucién general es (x,y)=(4-7t1-3t), VtEZque también vemos
que verifica la ecuacion de partida: 3(4-7¢)-7(1-3¢)=12-7-12t +12¢t =5

4.2. Ecuaciones diofanticas lineales con mayor nimero de incognitas:

Veamos también aqui un par de ejemplos con 3 incognitas resuelto mediante
congruencias lineales:

a) Sea la ecuacion diofantica lineal con tres incognitas 3x -2y +5z=2
3x-2y+5z=2—=3x+5z=2(mod2) > x+z=2(mod 2) > x+z-2=2m
lamamos z=n y despejamos x: x=2+2m—-n

Finalmente, despejamos la incognita y en la ecuacion diofantica lineal de
partida:

11



2y=3x+5z-2=32+2m-n)+5n-2=6+6m-3n+5n-2=4+6m+2n —

—y=243m+n
Solucién general:  (x,y,z) = (2 +2m-n2+3m+ n,n), VmnEZ
Hacemos la comprobacion:

32+2m-n)-22+3m+n)+5n=6+6m-3n-4-6m-2n+5n=2

b) Sea la ecuacién diofantica lineal con tres incégnitas 7x+3y +2z =17

Tx+3y+2z=17—=T7x+3y=17(mod -2) = x+ y =1(mod - 2) —

—=x+y-1=-2m

llamamos y=ny despejamos x: x=1-2m-n

Finalmente, despejamos la incdognita z en la ecuacion diofantica lineal de

partida:

2z=17-Tx-3y=17-71-2m-n)-3n=17-T7T+14m-"Tn-3n =

=10+14m+4n —>z=5+Tm+2n
Solucién general:  (x,y,z) =(1—2m—n,n,5+7m+2n), Vm,nEZ

Hacemos la comprobacion:

T1-2m-n)+3n+2(5+7m+2n)=7-14m-Tn+3n+10+14m+4n =17
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