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Resumen En este trabajo se presenta un método algebraico elemental para resolver ecuaciones
diferenciales con factores lineales reducibles a homogéneas, evitando los procesos largos
que involucran su solucién por los métodos clasicos.
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Abstract This paper is to present an elementary algebraic method to solve differential equations
with linear factors, avoiding the long processes that involve their solution by the classic
methods.
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1. Introduccion

En los cursos regulares de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) nos
encontramos con ecuaciones diferenciales con factores lineales de la forma

dy ax+by+c
dx  ox+ Py+y
af —ab =0, entonces, mediante el cambio y = ax + bt, la ecuacion considerada se reduce a
una ecuacion con variables separables. En el otro caso, esto es, si aff—ab #0, entonces,
haciendo un cambio de las variables dependiente e independiente por las formulas

, donde a,b,c,a,f Yy y son constantes. Aprendimos que si se cumple

y=ax+by+c; T=ax+pfy+y; yzy(z'),
obtenemos una ecuacién homogénea.
En este articulo, encontraremos la solucidn a este tipo de ecuaciones diferenciales,

mediante un proceso algebraico, si en dicha ecuacion se cumplen las siguientes
condiciones: (i) af-ab=0 y (i) a+b=0.
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Definicién. Una ecuacion diferencial de la forma M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 se dice
que es de coeficientes lineales si se puede representar de la forma

(a1x+b1y+cl)dx+(a2x+b2y+cz)dy=0

O bien, en la forma estandar

dy ax+by+c (l)

dx oax+ py+ 7/'

. . a b
Estaremos interesados en el caso donde el determinante #0, esto es, donde
a
af—ab # 0 . Luego el sistema lineal de ecuaciones
ax+by+c=0, (

2)

ox+py+y=0
tiene una Unica solucion (x,,y,) -

Nota. La condicion (ii) hace que la ecuacion diferencial (1) sea exacta y por lo tanto ésta
puede ser resuelta por el método clasico.

2. Solucion clasica

Consideremos el af—-ab#0 , luego mediante las sustituciones x=u+x, Yy

y=v+y, , donde (xo,yo) es solucion del sistema de ecuaciones (2), transforman la
ecuacién (1) en la ecuacion homogénea

v
a+bl —
dv _au+bv {u

du ou+ pv au+/3{vj
u

la cual ya sabemos cdmo resolver. Otra forma de resolver la ecuacion (1), que resulta
ser exacta, es mediante una agrupacion adecuada de sus términos. La ecuacion asi
ordenada se puede integrar término a término.

Asi, la ecuacion M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0 donde M(x,y)=ax+by+c vy
N(x,y)=-ax—fy—y, resulta ser exacta ya que

o =b=-a= Z—N (condicién (i))
X
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Esto también se puede ver después de agrupar asi:

(ax+by+c)dx—(00c+ﬂy+]/)dy=0

(ax—ay+c)dx—(ax+fy+y)dy=0,  (b=-a)
axdx — Pydy — a(ydx + xdy)+ (cdx - 74/) =0

Esta ultima ecuacion se puede integrar término a término para obtener la primitiva

%xz—gyz—axy+cx—7y=k (3)

Ahora bien, nos proponemos a resolver la ecuacién diferencial (1) usando sélo
Algebra elemental, el cual, como veremos, evita realizar los largos calculos que involucra
resolver un tipo problema como el que se presenta por el método de las ecuaciones con
coeficientes lineales o bien, por exactas.

Haremos el siguiente ejemplo (R. Nagle y E. Saff, 1991, pp. 74-76) de dos formas:
1. Usaremos el método clasico para su solucién y 2. Usando el método algebraico,
mediante unos pasos sencillos, sin hacer referencia al método como tal, solo como un
ejercicio de algebra, después, se dara la fundamentacidon del método, esto se hace, para
no perdernos en los detalles del mismo.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién diferencial

dy _3x=y=6 (3)
dx  x+y+2

En este caso se tiene: a=3b=-l,c=-6,a=1,=1,y=2 se cumple que
aff—ab=4+#0

Resolvemos primero el sistema de ecuaciones:

3x—-y—-6=0,
x+y+1=0

(4)

el cual arroja las soluciones: x =1, y =-3. Por consiguiente, hacemos x=u+1 vy
y=v-—3.Puesto que dx=du y dy =dv, sustituyendo x y y en la ecuacién (3) resulta

o )

"
u



Solucion de una clase de ecuaciones diferenciales - Método algebraico

J.A. Sanchez Cano

La ecuacion anterior es homogénea, asi que hacemos el cambio de variable
z =v/u . Entonces dv/du =z + u(dz/du), remplazando v/u se obtiene

Al separar variables obtenemos
z+1 1
j—dz = —I—du,
z°+2z— u

lln‘zz +2z =3 ==Infu| + C,,
2

de lo cual se deduce que
22 42z-3=Cu’.
Cuando se reemplaza en forma regresiva z, u y v, se obtiene

2
(Kj +2(Kj—3 =Cu?,
u u

vi+2uv-3u’=C,
(y+3)* +2(x-1)y+3)-3(x-1)* =C.

La ultima ecuacidn proporciona una solucién implicita de (3).

Ahora utilicemos el resultado del método que propondremos. El cual realizaremos
mediante los pasos siguientes:

Paso 1. Resolver el sistema (4) produce x, =1, y,=-3.

Paso 2. Hacemos @:y_ﬂ

dc  x-1
Paso 3. El resultado del paso 2 se iguala con ecuacion (3) para obtener,

y+3 3x-y-6
x—1 x+y+2

Paso 4. Resolvemos la ecuacion dada en el paso 3, esto es,
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X+ y2 +2y+3x+3y+6=3x" —xy—6x-3x+y+6
y2 =3x? —2xp+4y+12x=C

donde C es una constante. La ultima ecuacién es precisamente la solucion de la EDO
(3) y coincide con la solucion proporcionada por el método clasico. Debera notarse que
se ha igualado a una constante C, ya que la ecuacién es exacta.

Las preguntas que surgen: éDdénde estd el truco? y ¢Funciona para toda ecuacion
diferencial de la forma (1)?. La respuesta a estas dos preguntas es dada en la siguiente
proposicion.

Proposicion. La ecuacién diferencial (1) ademas de satisfacer la condicion
afp—ab+#0, se cumple que a+b =0, entonces, la solucién se obtiene en una forma

algebraica sencilla, la cual viene dada por
By? —ax’ +(a—bhxy+(y— By, +bx )y —(c—ax, +ay, Jx =k (5)
donde (xo,yo) es la solucidn del sistema de ecuaciones (2), y k constante.
Observar que la ecuaciéon (5) también puede ser escrita como

By —ax® + 200y + 2 —2ex =k (6)

Puestoque a+b=0Yy (xo,yo) es la solucién del sistema de ecuaciones (2).

Demostracién. Supongamos inicialmente que el punto (xo,yo) es solucion del sistema
Y=V

(2). Luego la pendiente de la recta tangente viene dada por m = - con lo cual,
()
haciendo m = % e igualando con la ecuacién (1) obtenemos
y—yozax+by+c. (7)
X—-x, ox+py+y
Resolviendo se llega a la siguiente ecuacion
B* —ax® +(a—b)xy+(y = By +bx, )y - (c—ax, +ay, Jx=k ®)
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O bien la ecuacion (6).

Afirmamos que la ecuacion (8) es solucion de la ecuacion diferencial (1). En efecto,
diferenciando implicitamente con respecto a x, en la ecuacién (8), se tiene

2By —2ax +(a —b)y +(a = by +(y = By, +bx, )y'~(c — ax, + ay,)=0

Donde y’ denota la derivada con respecto x. Despejando de ésta ultima ecuacion y’, se
tiene:

Ve (c—ax, +ay,)+2ax—(a—b)y 0)
2fy+(a =)+ (y = fivg +bx,)

Por una parte, el numerador de la ecuacién (9) es

(c—ax0 +0¢y0)+2ax—(05—b)y:—ax0 -by, —ax, + oy, + 2ax — ay + by
=2a(x = x,) = (@ =)y = ¥, )

pues ax, + by, + ¢ = 0. Analogamente, el denominador de la ecuacion (9) viene dado por
2py + (e =bx+(y = By +bxy)=28(y = yo )+ (@ =b)x = x,)
Con lo que la ecuacion (9) es equivalente a

2a(x—x0)—(a _b)(y_yo)
28(y—yy )+ (@=b)x—x,) (10)

Ahora bien, ya que (xo,yo) es solucion del sistema (1) se tiene que

ax+by+c= a(x—xo)er(y—yO) de igual forma, ox + fy +7/=a(x—x0)+ ﬂ(y —yo). Asi que
la ecuacién (1) queda

alx —x,)+bly - y,) (1)

Igualando las ecuaciones (10) y (11) se tiene:

2afx —x,) (@ by —y,) _ alx—x,)+b(y-y,)

2,6’(y—y0)+(05—b)(x—x0) a(x—x0)+ﬂ(y—y0)

Para simplificar los calculos, llamamos X =x-x,, Y=y -y, , con lo cual, se obtiene
finalmente,

6 |
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2aX —(a=b)Y _aX +bY
26Y +(a—b)X aX + pY
2a0X* +2aBXY —ala —b)XY — fla —b)Y? =2apXY +2bBY* +a(a —b)X* + b(a —b)XY

Reorganizando

2bp + Bla—b))Y* +(B(a —b)+ ala —b))XY +(a(a —b) - 2aa)X* =0
Bla+b)Y? +(a—bNa+b)XY —ala+b)X*> =0
(b+a)Br> +(a—b)XY —ax?]=0
(b+a)k=0, k=0
b+a=0

Observar que el factor que acompafiaa a +b, estoes, Y2 +(a-b)XY —aX? =k , no es

mas que la ecuacion (8), es decir, la solucion de la EDO (1). Observar que esto se sigue
ya que la ecuacion diferencial (1) con la condicién « +b =0, es exacta.

3. Ejemplos

El primer ejemplo al que le aplicaremos el método algebraico, serd una EDO
separable y el segundo ejemplo sera un problema de valor inicial (PVI), las cuales
pueden ser facilmente obtenidas mediante su solucidon clasica. Debera observarse que no
habra necesidad de aprenderse la formula (6).

3.1. Ejemplo 1. Resolver la EDO

dy__»y

dx x

Solucion. En este caso se tiene: a=0,b=-1,¢=0,a=1,=0,y=0. Se cumple las dos
condiciones: (i) af—ab=1#0 y (ii) a +b =0. Lo cual indica que podemos seguir.

Paso 1: claramente se tiene (x,,y,)=(0,0).

Paso 2: la pendiente de la recta tangente a la curva que pasa por (O,O)Viene dada

v _y

or
P dx x
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Paso 3: resolvemos la ecuacion £ =—2 El resultado de esto da, xy=-xy, O
X X
equivalentemente
L d
y:k la cual es la solucién de la EDO & =2
X dx X

3.2. Ejemplo 2. Resolver el problema de valor inicial (PVI)
(5x+2y+1)dx+(2x+y+1)dy=0,  y(1)=1 (11)

Solucion. Escribimos la ecuacién en la forma (1), esto es,

dy  S5x+2y+1 (12)
dx 2x+y+1°

En este caso se tiene: a=-5,b=-2,c=-La=2,=1Ly=1

Se cumple la condicién: a +b=0. Lo cual indica que podemos seguir. La condicién
(i) indica que el sistema de ecuaciones (2) tiene solucion Unica.

Paso 1: Resolvemos primero el sistema de ecuaciones, el cual sabemos que tiene
solucién,

S5x4+2y=-1
2x+y=-1,

el cual arroja las soluciones: x =1, y =-3. El método consiste entonces en escribir

d +3 .
Y _7 , la cual a su vez, se iguala con la EDO (11), con lo cual obtenemos

dx x-1

y+3 _ Sx+2y+1
x—1 2x+y+1-

O equivalentemente
5x +y2 +4xy +2x+2y+2=0

Pero segun el método, hacemos el lado izquierdo de la ecuacién igual a una
constante, esto es,

5x +y* +4xy+2x+2y=k
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Ahora para obtener el valor de k, hacemos uso de la condicién inicial x=1,y=1,

dada por la condicion (11). Reemplazando estos valores en la ecuacién anterior, se
obtiene el valor de k, a saber, k=14. asi que la solucion del PVI, es

5x° +° +4xy+2x+2y =14
Resolviendo esta Ultima ecuacidon, mediante la solucion de una exacta, se tiene:
M(x,y):5x+2y+1 (A), N(x,y):2x+y+l (B)

Condicion de exacta aﬂ =2 a—N Con lo cual

oy Ox

%(x,y)zM(x,y)=5x+2y+1a (C)

Integrando con respecto a x en la ecuacion (C), se obtiene

f(x,y)z%x2 +2xy+x+h(y) (D)

Derivando con respecto a y e igualando con la ecuacion (B) tenemos

2x+h'(y)=2x+y+1

H(y)=y+1
1
hy)=20" +y

Remplazando en (D), tenemos
5, 1,
f(x,y)zzx +2xy+x+5y +y

Asi que la solucién de la ecuacion diferencial viene dada por f(x,y)zk, o bien
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Dty xtay +y=k
5 Y 2y Yy

La cual coincide con nuestra solucién, encontrada algebraicamente.

4. Conclusiones

En este trabajo presentamos una forma alternativa de resolver una ecuacién
diferencial con factores lineales de la forma (1), bajo ciertas condiciones, evitando los
procesos largos, los cuales ocurren cuando se resuelven con los métodos cldsicos. Es
claro que el método algebraico expuesto resulta ser muy restrictivo, pero resulta ser
mucho mas sencillo de resolver una vez se cumplan las condiciones (i) y (ii), las cuales
son faciles de verificar.
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