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ACERCA DE LA DEFINICION DE CONVERGENCIA UNIFORME

1. Introduccion. La convergencia puntual:
Consideremos la sucesién /,, /,,..., /, ... de funciones definidas en un dominio S:
S8 —=>4, n=12,.
y construyamos la sucesion {f”(x)}Efl(x),fz(x),...,f”(x),..., VxEeJS, con los
valores que toman las funciones en cada punto x del dominio S.

Sea asimismo 77 C 5 el subconjunto de S en el que esta Ultima sucesion de valores
es convergente. La funcién

f(x)=1i£2f”(x) xer’

se denomina funcién limite de la sucesidn {f”} y se dice que tal sucesidon converge

puntualmente en T.

El problema que se nos plantea de inmediato es comprobar si las propiedades de
las funciones f” de la sucesion, tales como continuidad, derivabilidad,

integrabilidad, etc., se transfieren o no a la funciéon limite / , y bajo qué
condiciones.

En general nos encontramos que la convergencia puntual no es suficiente fuerte
para el estudio de la transferencia a la funcion limite de las propiedades de las
funciones de la sucesién. Se hace necesario estudiar alguna forma de convergencia
“mas fuerte” que permita avanzar en el estudio.

Este problema se plantea obviamente en el estudio de la convergencia de series de
funciones, teniendo en cuenta que, en realidad, una serie es siempre una sucesion.

2. Convergencia uniforme y acotacion uniforme:

Una sucesion {f”} de funciones se dice que converge uniformemente hacia la

funcién f* en un conjunto T si se verifica que

Vyre7,Ve>0,ANV(e)/

/()= S ()| <&, Yu>N(e)
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Se puede expresar simbodlicamente mediante la expresion

S, = f uniformemente en T’

Puesto que

f”(x)—f(x)‘<£ es equivalente a /f(x)-¢</ (xr)< /f(x)+¢& para

todo #»> /N (g), y para todo x € 7', se deduce que existe una banda de altura 2¢

simétricamente dispuesta alrededor de la funcion limite que encierra a cada una de
las funciones de la sucesion.

Y

(0|0) X

Una sucesion {f”} se dice uniformemente acotada en T sii existe una constante
M tal que

(|sa, YrET,  n=12,.

El nimero 4/ se denomina cota uniforme para la sucesién {f”}

Si cada término de la sucesién {f”} es acotado y /, — / wuniformemente en I’

resulta sencillo probar que la sucesidon es uniformemente acotada en 77, sirviendo
esta observacidon para comprobar que, caso contrario, una determinado sucesidén no
converge uniformemente.

Consideremos la sucesion de funciones {f”} definidas en un conjunto T, vy

consideremos

s”(x)=2fk(x), n=12,., Yx€7
=1

La serie Ef”(x) converge uniformemente en 7 sii existe una funcién /* tal que
1

s — [ uniformemente en I' y podemos escribir
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i S ()= f(x) (wniformemente en T')

3. La condicion de Cauchy:

Teorema 1 (Condicién de Cauchy para la convergencia uniforme de sucesiones):

Dada una sucesion de funciones {f”} definidas en el conjunto 7, se verifica que

existe una funcién / tal que

/S, = [ uniformemente en I

si y solamente si se verifica la condicién de que

Ve>0,AN(e)/ N m,n> N(e),

fm(ff)—f”(x)‘<s, \2A=VA

Demostracion:

- Veamos que si {f”} converge uniformemente se verifica la condiciéon de

Cauchy:

Vyxe7,Ve>0,ANV(¢)/

S, ()= S ()| <&/2, V> N (e)
S ()= S ()| <&/2, Ym> N (e)

fm(x)_f(x)‘<€/2+€/2=g

—

Vyxe7,Ve>0,aANV(g)/

S ()= /()| +

y como es:

—

/(@)= /0=, ()= S @)=/, ()= /()| =
<g/2+¢ef2=¢

S, (@)= S )+] /(0= /()| <

se tiene, en definitiva, que

Ve>0,AN(e)/ N m,n> N(¢),

f,,(?f)-fm(X)‘<s, \2A=VA

- Veamos ahora que si se verifica la condicion de Cauchy entonces la sucesion
converge uniformemente:

Si se verifica la condicion de Cauchy, entonces {f”} converge al menos puntual-

mente. Sea entonces

f(x)=lill°10f”(x), Vre7r7
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fijando & podemos elegir /' (¢) de modo que para # > A (¢) implique que

f,,(ff)-f,w,(x)‘<e/2,p= ,2,... Vxer

en el limite, para p—>®:

/()= 1, (¥)]=

f”(x)—f(x)‘<£/2<8

lim
P

f,, (/1”) lim f,,+p (/1”)‘ -
p—>®©
por tanto es

Vyre7,Ve>0,ANV(¢e)/

/()= S ()| <&, Yu>N(e)

Teorema 2 (Condicion de Cauchy para la convergencia uniforme de series):

Una serie Ef”(x) converge uniformemente en 7 si, y Unicamente si, se verifica
1

la condicidén de que

n+p

DWAES

f=n+1

Ve>0,AN(e)/Vn> N(e), <g, p=12,.,Vxre”r

Demostracion:

Si definimos la sucesion {yﬂ} por s ()= E/k(x), n=12,., Yxer
£=1

Y le aplicamos el teorema anterior, serd condicién necesaria y suficiente para su
convergencia uniforme que

Ve>0,ANV(e)/Vn> N(e),

Ky (x)—s”(x)‘<g,p=l,2,..., Vre7—

n+p

n+p

ARG EIAC

n+p

> )

fe=n+l

—

<g, p=12,.,Vxe”7

Teorema 3 (Criterio M de Weierstrass):

Consideremos la sucesion {Mﬂ}, donde los 47 son nimeros no negativos tales

que se verifica que
0<|/ (x)|<4z,, para #=12,.. VxET

Entonces la serie Ef”(x) converge uniformemente en 7 si EM” converge.
7=1 7=1

Demostracion:

De la condicion de Cauchy para series de nimeros reales se tiene que si EM”
7=1

converge entonces:
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n+p

Ve>0,ANV(e)/Vu> N(e), E M, |<e, p=12,., y se tiene, de acuerdo con la

f=n+l
hipotesis, que
n+p n+p n+p
> S| > M =Y M |<e
f=n+l f=n+1 f=n+l

por tanto:
n+p
Ve>0,AN(e)/Vn> N(e), Ef/((x)<g, p=12.., NYyrE7

f=n+1

que es la condicion de Cauchy para la convergencia de series.



