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SOBRE CUERPOS ORDENADOS 
 
 
 
 
 
 
 
1. Introducción 
Podemos definir en un cuerpo cualquiera K, sea o no conmutativo, una cierta clase 
de elementos del mismo, su clase positiva, que en unión con el elemento nulo 
constituye el llamado semicuerpo positivo de elementos de K y que permite, de 
forma natural, establecer para los elementos del cuerpo una relación de orden 
total. 
 
El orden establecido en un cuerpo K utilizando su clase positiva nos plantea la 
posibilidad de definir correspondencias entre los elementos del cuerpo entre sí o 
entre los elementos del cuerpo y otros conjuntos numéricos, imponiendo 
condiciones de definición que se basen en el orden de K, o en su clase positiva. Así, 
podemos definir de forma sencilla conceptos como valor absoluto, sucesión, etc.. y 
tipificar en base a estos conceptos estructuras como cuerpo arquimediano o cuerpo 
completo. 
 
 
2. Ordenación 
Un subconjunto P de un cuerpo K, no vacío, se dice que es clase positiva de K si 
tiene las dos propiedades: 
 

a) Para cualquier elemento del cuerpo se cumple que o bien pertenece a P o 
bien su opuesto pertenece a P, o bien el elemento es el cero del cuerpo. 

b) Para dos elementos cualesquiera de P, entonces también pertenece a P la 
composición de ambos mediante las leyes internas del cuerpo, esto es, su 
suma (por la ley aditiva), y su producto (por la ley multiplicativa). 

 
Se denomina cuerpo ordenado a un par (P,K) cuyos elementos son un cuerpo K y 
una clase positiva P de K. 

KP ⊆  clase positiva de K
( )
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Trivialmente, { }0UP  verifica también las condiciones a) y b), por lo que es un 

semicuerpo de K que denominaremos semicuerpo positivo de K. Los elementos de 
P se dicen elementos positivos del cuerpo K. 
 
Orden:  Definimos en K la relación “≤ ” por la condición 
 

{ }0,, UPxyyxKyx ∈−⇔≤∈∀  
 
Teorema 2.1: La relación “≤ ” es una relación de orden total. 
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Demostración: 
- Es reflexiva: 

{ } xxPxxKx ≤→∈=−∈∀ 00, U  
- Es antisimétrica: 

          
{ } { }

{ } { } yxxyxyPxyPxy
PyxPxyxyyxKyxSean

=→−−=−→∈−−∧∈−→
→∈−∧∈−→≤∧≤∈
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- Es transitiva: 
{ } { }

{ } { } zxPxzPyzxy
PyzPxyzyyxKzyx
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→∈−∧∈−→≤∧≤∈∀
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Teorema 2.2: Sea ( )PK ,  un cuerpo ordenado. Para todo subcuerpo KK ⊆1 se 

verifica que ( )PKK I11,  es también un cuerpo ordenado con el orden de K 

restringido a K1. 
Demostración: 
a) →=∨∈−∧∈∨∈∧∈→∈→∈∀ 0)()(1 xPxKxPxKxKxKx  

0)()(0)()( 1111 =∨∈−∨∈→=∨∈−∧∈∨∈∧∈→ xPKxPKxxPxKxPxKx II  

b) →∈+∧∈+→∈∧∈→∈∀ PyxyxKyxyxPyxKyxPKyx ).(),().(),(,,, 111 I  

PKyxPKyx II 11 ).()( ∈∧∈+→  
 
 
 
3. Propiedades de la ordenación 

3.1) 00/ 22 >→∈→≠∈∀ xPxxKx .  Demostración:  

    PxPxx ∈−∨∈→≠ 0 .  Si ,. 2 PxxxPx ∈=→∈  Si PxxxPx ∈=−−→∈− 2)).((  

3.2) 011 >→∈ P . Demostración: 

    PK ∈=→≠∧∈ 11011 2  
3.3) Si 01..1., >→∈∈ nPnNn  Demostración (inducción): 

    PnnPnSiPP ∈=+−→∈−∈=+∈ 1.11).1(1).1(,211,1  

3.4) Si NnxniKx
n

i
ii ∈∀≥→=∈ ∑

=

,0,...,2,1,
1

2 . Demostración: 

    por 1): { }00 22 UPxPxxKx iiii ∈→∈∨=→∈ . Aplicando inducción: 

   { } { },...0,0 2
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3.5) zyzxyxKzyx +>+→>∈∀ /,,  
    Demostración: 
    { } PyxyxPyxxyxyyx ∈−↔≠−∧∈−↔≠∧≤↔> 00U  

    zyzxPyxzyzxyx +>+→∈−=+−+→> )()(  

3.6) uyzxuzyxKuzyx +>+→>∧>∈∀ /,,,  
    Demostración: 

    uyzxPuyzxPuzyx
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yx
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3.7) zyzxzyxKzyx ..0/,, >→>∧>∈∀  
    Demostración: 

    zyzxPzyzxPzyx
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3.8) zyzxzyxKzyx ..0/,, <→<∧>∈∀  
    Demostración: 

   zxzyPzxzyPzyx
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Pyx

z
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....)0).((
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3.9) 00/ 1 >→>∈∀ −xxKx  
    Demostración (Red. al absurdo): 

    Si 01 <−x  por 8) se cumple que 010. 1 <→<−xx  (absurdo) 01 >→ −x  

3.10) 00/ 1 <→<∈∀ −xxKx  
    Demostración (Red. al absurdo): 

    Si 01 >−x  por 8) se cumple que 010. 1 <→<−xx  (absurdo) 01 <→ −x  

3.11) yyxxyxKyx >
+

>→>∈∀
2

/,  

    Demostración: 
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    a) 
222
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1
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2
1 yxxPyxxPyxxPyx +

>→∈
+

−→∈−−→∈−  

 

    b) yyxPyyxPyyxPyx >
+

→∈−
+

→∈−+→∈−
222

1
2
1

2
1

2
1

 

    Por tanto, yyxxyx >
+

>→>
2

 

3.12) ( ) ( )00000. <∧<∨>∧>→> yxyxyx  
    Demostración (Red. al absurdo): 
    Si →∉→∈−→∈−∧∈−→<∧> PyxPyxPyPxyx ..)0()0(00  

    0. ≤→ yx  contrario a la hipótesis. Luego, 00 >→> yx   

    Si →∉→∈−→∈−∧∈−→>∧< PyxPyxPyPxyx ..)0()0(00  

  0. ≤→ yx  contrario a la hipótesis. Luego, 00 <→< yx  

3.13) No existen en el cuerpo ordenado ),( PK  elementos mínimo ni máximo, 
positivo o negativo. 
    Demostración: 

    mínimonoxxxxxxPxKx →>>→>
+

>→>→∈∈∀ 0
2

0
2

00/  

    máximonoxxxxPxKx →>>→>→∈∈∀ 020/  

    máximonoxxxxPxKx →<<→<→∉∈∀ 0
2

0/  

    mínimonoxxxxPxKx →<<→<→∉∈∀ 020/  
 
 
4. El valor absoluto 
Dado un cuerpo K,  ordenado mediante una clase positiva, P, esto es, el par ),( PK , 

se define la aplicación valor absoluto de K en { }0UP : 

{ }0: UPK →  
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{ }0, UPxKx ∈∈∀  

por la condición: 
{ }
{ }




∉−
∈

=∈∀
0,
0,

,
U

U

Pxsix
Pxsix

xKx  

o lo que es lo mismo:  





<−
≥

=∈∀
0,
0,

,
xsix
xsix

xKx  

 
5. Propiedades del valor absoluto 
5.1) 00 =↔= xx  

  Demostración: 
  Si { } 0000 =→=∧=→∈→= xxxxPxx U  

  Si { } 00000 =→=∧=∧∈→≥→= xxxxPxxx U  

5.2) xxKx =−∈∀ ,  

  Demostración: 

  Si xxxxxxxxx =−→=−−=−∧=→<−→> )(00  

  Si xxxxxxxx =−→−=−∧−=→>−→< 00  

  Si 0000 =−→−==x  

5.3) yxyxKyx ..,, =∈∀  

  Demostración: 

  Si yxyxyxyxyx ...0.0,0 ==→>→>>  

  Si yxyxyxyxyxyx .)).((..0.0,0 =−−==→>→<<  

  Si yxyxyxyxyxyx .).(..0.0,0 =−−=−=→<→<>  

  Si yxyxyxyxyxyx .).(..0.0,0 =−−=−=→<→><  

  Trivialmente, si 00.00 ==→=∨= yxyx  

5.4) zxzzxz ≤≤−↔≤≥∀ ,0  

  Demostración: 
  Veamos que zxzzx ≤≤−→≤  

      Si zxzxzxxzxzzxx ≤≤−→≥∧≤→≥−→≥−→≤∧≥ 0000  

      Si →<∧−≥→≥−−→≥−→≤∧< 00)(00 xxzxzxzzxx  

          zxzzxxz ≤≤−→≤∧≤−→  

  Veamos que zxzxz ≤→≤≤−  

      Si zxzxxxx ≤→≤∧=→≥ 0  

      Si zxzxxxxzxxx ≤→≤−∧−=→≤−∧−=→< 0  

5.5) xxxKx ≤≤−∈∀ ,  

  Demostración: 

  Si xxxxxxxxx ≤≤−→=≤−→=→≥ 0     

  Si xxxxxxxxxx ≤≤−→≤∧=−→−=→< 0  
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5.6) yxyxyxKyx +≤+≤−∈∀ ,,  

  Demostración: 
De ser yyyxxx ≤≤−∧≤≤− , sumando: yxyxyx +≤+≤−− , por tanto, 

aplicando 4): yxyx +≤+ , y como también es yxyx +≤− , podemos escribir: 

yxyx +≤±  (*) 
Por otra parte es: 

yxyx
xyxyxxyxxyy
yxyxyyxyyxx

−≤−→
−≤−→+−≤+−=
−≤−→+−≤+−=

)(
)(

 

y también: 

yxyx
xyxyxxyxxyy
yxyxyyxyyxx

+≤−→
+≤−→++≤−+=
+≤−→++≤−+=

)(
)(

 

O sea:   yxyx ±≤−  que, junto con la expresión (*), obtenemos: 

yxyxyx +≤±≤−  

5.7) ∑∑
==

≤=∈∀
n

i
i

n

i
ii xxniKx

11
,,...,1,  

  Demostración (por inducción): 

  para 111 xxn ≤→=  ,   para 21212 xxxxn +≤+→=  (por 6)) 

  Sea cierta para 1−= kn : 

∑∑
−

=

−

=

≤
1

1

1

1

k

i
i

k

i
i xx  

Y veamos que se verifica también para el siguiente número kn = : 

- sumando kx  a ambos términos de la desigualdad: 

k

k

i
ik

k

i
i xxxx +≤+ ∑∑

−

=

−

=

1

1

1

1

 

- y como, por 6) es: 

k

k

i
i

k

i
ik

k

i
ik

k

i
i xxxxxxx +≤→+≤+ ∑∑∑∑

−

==

−

=

−

=

1

11

1

1

1

1

 

de lo cual: 

∑∑∑
=

−

==

=+≤
k

i
ik

k

i
i

k

i
i xxxx

1

1

11

 

 
6. Sucesiones 
Las sucesiones de elementos de K aparecen cuando se hace corresponder 
subconjuntos infinito-numerables de K con el conjunto de los números naturales. 
Se define, pues, una sucesión α de elementos del cuerpo K por una aplicación de N 
en K: 

KN →:α     KnNn ∈∈∀ )(,α  

Representaremos a las sucesiones mediante símbolos como ),...,(),(),( nnn cba  y 

representaremos por S al conjunto de todas ellas: 
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{ }
{ }
{ }

............................
,...,...,,,)(
,...,...,,,)(
,...,...,,,)(

210

210

210

nn

nn

nn

ccccc
bbbbb
aaaaa

=
=
=

 

Al conjunto S se puede dotar de estructura algebraica definiendo la suma y 
producto de sucesiones en la forma 

).()).((,)(),(
)()()(,)(),(

nnnnnn

nnnnnn

babaSba
babaSba

=∈∀
+=+∈∀

 

es decir, 
         { },...,...,,,)()( 221100 nnnn bababababa ++++=+  

{ },....,...,.,.,.)).(( 221100 nnnn bababababa =  

 
puesto que estas operaciones son realmente las operaciones con elementos del 
cuerpo K, trivialmente la estructura (S,+,.) resulta ser un espacio vectorial sobre K, 
y también es anillo unitario con divisores de cero, que será conmutativo si el cuerpo 
K es conmutativo. 
 
Resumidamente, (S,+,.) es un álgebra asociativa y unitaria, pudiéndose distinguir 
los subconjuntos o familias más peculiares: 

- Familia SA de las sucesiones acotadas, SSA ⊆  

- Familia SC de las sucesiones convergentes, SSS AC ⊆⊆  

- Familia SL de las sucesiones con límite, SSSS ACL ⊆⊆⊆  

- Familia S0 de las sucesiones nulas, SSSSS ACL ⊆⊆⊆⊆0  

Aunque no de forma exhaustiva, describimos muy brevemente estos conceptos a 
continuación. 
 

- Las sucesiones acotadas: 
Una sucesión ( ) San ∈ de elementos de un cuerpo ordenado (K,P) se dice acotada sii 

kaNnKk n <∈∀∈∃ ,/  

El elemento k>0 se dice que es una cota de la sucesión ( )na . Se prueba que el 

conjunto SA de las sucesiones acotadas, dotado de la suma y el producto de 
sucesiones, ( ),.,+AS es un subálgebra unitaria y con divisores de cero del álgebra 

( ),.,+S  
 

- Las sucesiones convergentes: 
Una sucesión ( ) San ∈ de elementos de un cuerpo ordenado (K,P) se dice 

convergente sii 

εεε <−≥∀∈∃∈>∀ qp aanqpNnK ,,/,,0  

Puede probarse que el conjunto SC de las sucesiones convergentes, dotado de la 
suma y el producto de sucesiones, ( ),.,+CS , verifica: 

1) AC SS ⊆  

2) ( ),.,+CS es un subálgebra del álgebra ( ),.,+S  

 
- Las sucesiones con límite: 
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Una sucesión ( ) San ∈ de elementos de un cuerpo ordenado (K,P) se dice que tiene 

límite Kl ∈ , abreviadamente lan =lim , sii 

εεε <−≥∀∈∃∈>∀ palnpNnK ,/,,0  

También puede probarse que el conjunto SL de las sucesiones con límite, dotado de 
la suma y el producto de sucesiones, ( ),.,+LS , verifica: 

1) CL SS ⊆  

2) ( ),.,+LS es un subálgebra unitaria del álgebra ( ),.,+S  

                    3) El límite de casa sucesión ( )na  es único. 

 
- Las sucesiones nulas: 

Una sucesión nula es una sucesión con límite nulo: 
( ) 0lim =↔ nn anulasucesióna  

La familia de las sucesiones nulas, ( ),.,0 +S  verifica: 

1) LSS ⊆0  

2) ( ),.,0 +S  es subálgebra no unitaria de ( ),.,+S  

3) S0 es un ideal bilátero primo de SC y SL. 
4) El anillo de integridad unitario 0SSC es un cuerpo ordenado. 

5) K es isomorfo a un subcuerpo de 0SSC cuyo orden restringido a este subcuerpo 

coincide con el orden de K. 
 
 
 
7. Arquimedianismo 
Sea (K,P) un cuerpo ordenado mediante la clase positiva P. Y sea 1 el elemento 
unidad del cuerpo (elemento neutro para ley multiplicativa). 
 
Diremos que K es arquimediano sii verifica que xnNnKx >∈∃∈∀ )1./(,  
 
Teorema: Si un cuerpo ordenado K es arquimediano, verifica entonces que la 

sucesión ( ) 11. −= nan  es nula. 

Demostración: 

( ) nulaaananpp

pnNnnoarquimediaKppp

nnn )(0lim01.0)1.(,0

0)1./(000
11

111

⇒=⇒→=⇒>>>∀⇒

⇒>>∈∃⇒∧>⇒>⇒>∀
−−

−−−

 

 
Teorema 7.1: Sea (K,P) un cuerpo ordenado mediante la clase positiva P. Y sea 1 el 
elemento unidad del cuerpo (elemento neutro para ley multiplicativa). La condición 
necesaria y suficiente para que K sea un cuerpo arquimediano es que 
 

xynNnyKyx >∈∃>∈∀ ./,0,,  
Demostración: 

- Demostremos en primer lugar que si K es arquimediano se verifica la 
condición anterior. 
Si K es arquimediano )1./( xmNm >∈∃ , y teniendo en cuenta el teorema 

anterior, se cumple que .0)1.(/ 1 >>∈∃ −nyNn  

          Multiplicamos la primera desigualdad por el término 1)1.).(1.( −nn : 
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               →




>
>

−

−−

1

11

)1.(
)1.).(1.()1.).(1.).(1.(

ny
xnnnnm

 

               xmnyxynmxnnynm >→>→>→ − )1.).(1.()1.).(1.()1.).(1.( 1  

- Demostremos ahora que si se cumple la condición, entonces, K es 
arquimediano. 
Si se cumple la condición xynNnyKyx >∈∃>∈∀ ./,0,, , bastará tomar 

y=1 para que noarquimediaKxnNnKx →>∈∃∈∀ 1./,  
 
Teorema 7.2: Entre dos elementos cualesquiera de un cuerpo ordenado 
arquimediano hay siempre un número racional: 
 

bnmaZmnbaKba >>∈∃→>∈∀ −1)1).(1(/,/,  
 
Demostración: 

1)1(/1).(/0 −>−∈∃→>−∈∃→>−→> nbaNnbanNnbaba  (*) 

llamemos H al conjunto { }nbhZhH ≤∈= )1/(  y sea α  el máximo de H. Se tiene:  

1).1()1.( +≤≤ αα nb . Si llamamos  1+= αm , será )1.(1).1( mnbm ≤≤− , o bien: 

[ ] 11 )1.).(1.()1..(1).1( −− ≤≤− nmbnm  (**) 

Sumando 1)1.( −n a cada uno de los dos miembros de (**): 

[ ] 11111 )1.()1.).(1.()1.()1.()1..(1).1( −−−−− +≤+≤+− nnmnbnnm  
y teniendo en cuenta (*): 

[ ] ababnbnnm =−+≤+≤+− −−− )()1.()1.()1..(1).1( 111  
o sea: 

anmanbnnnm ≤→≤+≤+− −−−−− 11111 )1.)(1.()1.()1.()1.()1.)(1.(  

y teniendo en cuenta (**): anmb ≤≤ −1)1.).(1.(  
 
Por este teorema sabemos que entre dos elementos cualesquiera, ,, 21 xx  del 

cuerpo arquimediano K hay algún número racional, r1, es decir, 
/, 121 Qrxx ∈∃< 211 xrx << . Así, si ,...,...,1),()( 21 njjxjx =< esto nos permite 

construir una sucesión de números racionales { },...,...,,)( 21 nn rrrr = , con 

( ))(),( 21 jxjxrj ∈ .  

 

Teorema 7.3: El cuerpo Q de los racionales { }( )0,,/)1.).(1.( 1 ∉∈= − nznmnmQ  es 
cuerpo arquimediano. 
Demostración: 

Se trata de probar que 11 )1.).(1.()1./(,)1.).(1.( −− >∈∃∈∀ nmhNhQnm  

- Si m y n son de distinto signo: 

          11 )1.).(1.(1.1/110)1.).(1.( −− >∈∃→<< nmNnm  

- Si m y n son de igual signo: 

          111 )1.).(1.()1./()1.).(1.()1.(0)1.).(1.( −−− >∈∃→>→> nmmNmnmmnm  
 
Teorema 7.4: Todo elemento de un cuerpo ordenado arquimediano es el límite de 
una sucesión de números racionales. 

xxSxKx nn =∈∃∈∀ lim/)(,  

Demostración: 
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Por el teorema 7.2 sabemos que entre dos elementos cualesquiera de un cuerpo K 
arquimediano existe al menos un número racional. Así, dado el elemento x del 

cuerpo K, podemos considerar los intervalos ( )11 )1.(,)1.( −− +− nxnx , en donde hay 

un número racional para cada valor de n, lo que nos indica que existe una sucesión 
racional (xn), que al tender al límite, para ∞→n , converge en x, puesto que la 
sucesión (n.1)-1 es nula. 
 
Teorema 7.5: Todo cuerpo arquimediano es conmutativo. 

xyyxKyx ..,, =∈∀  
Demostración: 
Sean )(),( nn yx  las sucesiones de números racionales tales que xxn =lim  y 

xxn =lim . Como es nnnn xyyx .. = , se tiene, tomando límites, que  

xyxyyxyx nnnn .limlimlim.lim. ===  

 
 
8. Arquimedianismo sobre un subcuerpo 
Sea el cuerpo ordenado (K,P) y el subcuerpo F de K con el orden inducido por K. 

- Se dice que K∈β  es infinitamente grande sobre F sii β<∈∀ xFx , . 

- Se dice que K∈β  es infinitamente pequeño sobre F sii 0, >>∈∀ βxFx  

K se dice que es arquimediano sobre F si K no posee elementos infinitamente 
grandes sobre F. 
 
Teorema 8.1. Sea K un cuerpo ordenado por la clase positiva P y sea F un 
subcuerpo de K. Se verifica que la condición necesaria y suficiente para 

que Kx∈ sea infinitamente grande sobre F es que Kx ∈−1  sea infinitamente 
pequeño sobre F. 
Demostración: 

- Veamos que es condición necesaria:  

Kx∈  infinitamente grande sobre F 10, −>>→≠∈∀→ aaxaFa .  

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por 1−x  y por a : 

Kxxaaaxaaxaxxx ∈→>→>→>→> −−−−−−−−− 111111111 ...1.1..  es 

infinitamente pequeño sobre F 
- Veamos que es condición suficiente: 

Kx ∈−1  infinitamente pequeño sobre F 0,,1 ≠∈∀>→ − aFaxa . 

Multiplicamos ambos miembros de la desigualdad por x  y por 1−a : 

Kxaxxxaxxaxaaa ∈→>→>→>→> −−−−−−−− 11111111 ..1..  es  

infinitamente grande sobre F. 
 
Teorema 8.2. Sea el cuerpo ordenado (K,P), y sea F subcuerpo de K, y G 
subcuerpo de F. Si K es arquimediano sobre F y F es arquimediano sobre G, 
entonces también K es arquimediano sobre G. 
Demostración (Red. al absurdo): 
Si K no fuera arquimediano sobre G, querría esto decir que posee elementos 
infinitamente grandes sobre G, es decir, podríamos afirmar que 

Kx∈∃  infinitamente grande sobre G axaGa >≠∈∀→ ,0,  
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y puesto que K es arquimediano sobre F, se tiene que Fxxxkx ∈≤∈∀ 11 ,, , pero 

esto querría decir que para algún →>≥∈ axxFx 11 , F no sería arquimediano 

sobre G 
Luego, en definitiva, el cuerpo K ha de ser arquimediano sobre el subcuerpo G. 
 
Teorema 8.3. Entre los subcuerpos del cuerpo ordenado K que son supercuerpos 
del subcuerpo F, hay al menos uno que es arquimediano maximal sobre F. 
Demostración: 
Basta aplicar el Lema de Zorn al conjunto U-inductivo de los cuerpos intermedios 
entre el cuerpo F y el cuerpo K, que son arquimedianos sobre F. 
 
 
 
9. Los cuerpos completos 
Un cuerpo ordenado (K,P) se dice que es completo sii todo subconjunto KA ⊆ , 
superiormente acotado, tiene supremo. 
 
Teorema 9.1. Todo cuerpo completo es arquimediano, y por tanto, conmutativo. 
Demostración (Red. al absurdo): 
Sea K completo y supongamos que no es arquimediano. Se tiene: 

{ } KNnnyHxnyNnyKx ⊆∈=→≤∈∀>∈∀ /,,0,, acotado  

superiormente∧ ( ) →∈∀≤+→=∈∃→ NnaynHraKacompletoK ,)1(sup/  

contradiccHraNnyany →≠→∈∀−≤→ )(sup,  

Por tanto, noarquimediaKxnyNn →>∈∃ /  
 
Un cuerpo ordenado y completo es, pues, arquimediano y por lo tanto conmutativo. 
 
Un cuerpo conmutativo, ordenado y completo es lo que definimos como cuerpo de 
los números reales. 
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