Geodésicas-1. La curvatura geodésica Carlos S. Chinea

GEODESICAS-I
La curvatura geodésica

Mostramos en este articulo la idea de curvatura geodésica, de su caracter
de invariante por flexiones y asimismo la curvatura geodésica de las lineas
paramétricas, dejando para una proxima segunda parte el estudio de las
ecuaciones, de las coordenadas geodésicas y el caracter de curvas de
longitud minima.

Curvatura, curvatura normal, curvatura geodésica

Analizando la curvatura que presenta una curva cualquiera contenida en una
superficie dada, encontramos que existen casos de curvas en las que el vector de
curvatura tiene direccion normal a la superficie que la contiene. Los tres vectores
del triedro de Frenet de una curva en un punto dado P de la misma, son, el vector

unitario tangente, {, que también es tangente a la superficie que contiene a la
curva en dicho punto, el vector de curvatura k£ = K., perpendicular al anterior y

cuyo modulo K es lo que llamamos curvatura, y el vector unitario binormal b,
perpendicular a ambos.

Si la curva estad contenida en una superficie S, sabemos que en cada punto P, de
vector tangente a la curva ¢, podemos considerar también el triedro natural

formado por f y por los vectores normal N ala superficie en P y binormal u
(normala 7 ya N).

En cada punto P de la curva C con vector tangente { y contenida en S hay, pues,
dos triedros en los que coincide el vector tangente 7 . Uno es el triedro de Frenet
formado por ¢, el vector unitario 7 de direccién de la curvatura de C y el vector b
perpendicular a ambos, y el otro triedro es el triedro natural formado también por
{, y ahora por los vectores normales Na la superficie en P y u perpendicular a
ambos. Obviamente, el plano perpendicular al vector tangente comun { contiene

siempre a los otros dos vectores de cada triedro (7 vy l; del triedro de Frenet, y N
y u del triedro natural).

Cuando los vectores de ambos triedros, triedro natural y triedro de Frenet,
coinciden, es decir cuando la curvatura de la curva C tiene la misma direccidon n

qgue la curvatura normal, de direccion N, a la superficie S que la contiene, es
cuando decimos que la curva C es geodésica, o que se trata de una linea geodésica
en la superficie S.
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Si consideramos el plano perpendicular al vector tangente {, se tiene la siguiente
figura en donde se visualiza la posicidn relativa de los otros dos vectores unitarios
en el caso de lineas no geodésicas y en el caso de lineas geodésicas en la superficie
S:
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En el caso general de lineas no geodésicas los vectores unitarios de direccion de las

curvaturas, n (curva) y N (normal respecto a la superficie) forman un cierto
angulo no nulo. En la figura se ha representado el complementario &, esto es, el
angulo que forman los vectores n y u.

Para estudiar las lineas geodésicas y sus propiedades hemos de tener en cuenta
algunas relaciones matematicas entre los vectores tangentes, normal, la métrica y
los simbolos de Christoffel, lo cual permitird probar facilmente las propiedades
basicas y obtener las ecuaciones de las lineas geodésicas. Estas relaciones
matematicas previas las mostramos en el Anexo, paginas 23-25 de este trabajo.
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Si en cada punto P descomponemos el vector de curvatura de la curva C, contenida

en S, en las direcciones N (normal a la superficie) y u (binormal del triedro
natural), se tienen las componentes K, y kg respectivamente.
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En definitiva, se tiene:
- _ o dt
- Vector curvatura de C en cada punto P: k =K.n = d_
s

Las proyecciones ortogonales del mddulo K de este vector sobre la direccién normal
N a la superficie y sobre el vector # binormala N ya ¢ son:

K, =K.cos %—6’)=N.l€=ﬁ.—

- Vector curvatura normal de C respecto a la superficie S: En = Kn.N

Asi, pues, se denomina vector de curvatura normal de una curva C en un punto
P, con respecto a la superficie S que la contiene, a la componente normal respecto
del triedro natural en dicha superficie, o, dicho de otro modo, a la proyeccion
ortogonal sobre el vector normal N, de la curvatura de C en dicho punto:

Vector de Curvatura normal: k, =K N

El mddulo de este vectores K, = Nk =N.

- Vector curvatura geodésica de C en la direccién binormal respecto a la superficie
S: kg =K, u

Asi, pues, se denomina vector de curvatura geodésica de una curva C en un
punto P, con respecto a la superficie S que la contiene, a la componente binormal
respecto del triedro natural en dicha superficie, o, dicho de otro modo, a la
proyeccién ortogonal sobre el vector binormal u, de la curvatura de C en dicho
punto:
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Vector de Curvatura geodésica: k, =K i

El modulo de este vector es :

Teorema 01: La curvatura geodésica es un invariante por flexiones (isométrico), es
decir, depende Unicamente de los coeficientes de la primera forma fundamental y
de sus derivadas.

Demostracion:

k =kii=0'ii=1"(NAT)= [t,f',ﬁj, ('= —, sparametro longitud de arco)

- d , , , o\ " o\ "
L . e = — e e e e e —
I'= 2 (’”1-”1 'H’z'uz)_ (’”11”1 +r12u2>’1 +ny, +(r21”1 +V22”2)41 +nu, =
S S
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Entonces:
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Sustituyendo la relaciones [A.1], [A.2] y [A.3] del Anexo, introducimos los simbolos
de Christoffel de 22 especie:

k, = \/E‘rlzl -”? _\/Erzlz -”'2 +(2\/§F122 ’_\/grlll )”'12 u', +(—2\/§F112 + \/grzzz)-uvl2 u'y+

+ g uy —u'yu)) =
= [Flzl 'u'f _rzlz -”‘; +(2F122 ’_rlll )“'12 u'y +(_2F112 + 1—‘222)”'12 u'y+(u', ”2 -u', ”1)]\/§

k, = \/E[rlzl -”'13 _rzlz -u'i +(2F122’_F111)-“‘12-”'2 +(—2F112 + 1—‘222)-“‘12 u'y+(u', ”2 -u', ”1)]

g

[1.1]




Geodésicas-1. La curvatura geodésica Carlos S. Chinea

Curvatura geodésica de las lineas paramétricas

Vamos a determinar la curvatura geodésica de aquellas lineas contenidas en la
superficie S, en las que u, =cleyen las que u, =cte.

Sabemos que el cuadrado de la diferencial de la longitud de arco viene dado por

- — - 2

ds* =d?.d?%§.§=le(§) =1, y llamando
s ds s

dr . du, _ du, ., _ |

$=n.g+rz.g=nul+rzuz

Se tendra entonces que

ds

-2
dr
= 42 = = 4D - = ] ] 12 12 ] '
1=(— =rnnu' +rnusH2nnu' u'y = g 'y + g u's + g, u' u' [1.2a]

1
. 2
,=——,ypara u',=0: Il=g u'| —u'\=—

8» 811
Veamos la curvatura geodésica de las curvas en las que es u, =cte y en las que

2
para u', =0: 1=g,,u"s —=u'

u, = cte
- Curvatura geodésica de la curva paramétrica u, = cfe:

De la relacién [1.1], se tiene, para u, = 0:

k =— = 1 vE
(kg ) y=c I, Jguh=-T,Jg|—| =-I, —>—
g | =ct 22 2 22 /_22 22 22\/:

- Curvatura geodésica de la curva paramétrica u, = cte:

De la relacién [1.1], se tiene, para u, = 0:

(kg)uz=ct = rlll \/guvf = FIZI \/g

3
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Curvatura geodésica de lineas paramétricas ortogonales:

En este caso los vectores de direcciéon de ambas lineas, 7, y 7, son ortogonales, por

loque es es g, =r.r, =0, por lo cual:

Jg

VEuE»n \/g_n
gzz\/g_zz

=-T), =-T, >+ [1.2b]

82n\VE» E»

(kg)u1=ct = _r212
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[1.2c]

\/g VE&i1&2» _12 VEx
=1y
g1V Ei g1vEn &

teniendo en cuenta las expresiones [A.5] del Anexo (paginas 24 y 25),
introducimos la métrica en sustitucion del simbolo de Christoffel:

(kg )u2 —t T 1_‘121 = rlzl

(k) r! VE&u _ _|_ 1 (985 \|V&u _ 1 0gn)_ 1 I(Ln+/gy)
uy=ct 22 - = =
¢ 82 2gl] aul 82 2g22\/g11 aul \/gn au]
(k). . =T2 V82 _| 1 (08 ||V8» _ 1 dg, ) 1 (d(nygy)
uy=ct ~— 11 = = =
¢ t 81 2g,, \ du, B,2d] 2g,,4g, ou, 8» ou,

Si llamamos s; y s; a la longitud de arco tomado a lo largo de las curvas
paramétricas (u, = cte y u; = cte, respectivamente):

ds? = g, du’ ds, = du
12 &n 12 — ! Endth , y al sustituir, se obtiene finalmente:
ds, = g,,du; ds, = \/g,,du,

(kg)ul=ct=\/g_“ ou, as,
! (a(Ln\/g_u]:_(a(Ln\/g_n)] 1.2]
Sy

g5 ou, 0

1 (a(Ln\/g_n)]=(a(Ln\/§)]

(kg)u2=ct ==

que es la férmula que nos permite calcular la curvatura geodésica de las lineas
paramétricas cuando éstas son ortogonales.

Calculo de la curvatura geodésica de una curva C a partir de la curvatura
geodésica de las lineas paramétricas ortogonales:

Sean i yi, los vectores unitarios tangentes a ambas lineas de curvatura
perpendiculares, u,=cte y u;=cte, respectivamente.

- 7 - T
- _ N -
L = L=z
d 7|
.- - di, - di.
siendo, pues: i .i, =0, i—=0, i,.—>=
ds ds

|
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y las curvaturas geodésicas son:

—

_dt .
- De la curva C: kg = ud— (s: parametro longitud de arco a lo largo de la curva C)
s

- De las lineas de curvatura ortogonales:

- di
(kg )ul=cte = ZI'EZZZ

(s1, s2: parametro longitud de arco a lo largo de la curva u,=cte y u;=cte,
respectivamente)

Para relacionar estas curvaturas geodésicas veamos la relacion entre los vectores
tangentes i, yi,a las lineas de curvatura y el vector { tangente a la curva C y el
vector binormal u del triedro natural:

{ =cos@.i +senb.i,

u = sen6. — cosf.,

[ di, > di; > di, di.
ar = cosf. 71 - senﬁ.ﬁ.i] +sen8. 22 4 cosﬁ.ﬁi2 = c0s0. 70 4+ sen0. 52 -
s ds ds ds ds ds ds 13
di di, _ de 3l
- (sené’f1 —cosf.i, )ﬁ = c0s0. 2 4 sen0. T2 _ 5 27
ds ds ds ds

calculando por separado las derivadas:
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dii di,ds, di ds, di ds, di
—=——+——=——=—co0s0
ds ds, ds ds, ds ds, ds ds,
%=@ﬁ+di2 ds, =a’i2 ds, =di2sen6?
ds ds, ds ds, ds ds, ds ds,

donde se ha hecho:

ﬁ= , 4 , ﬁ=cos€, &=sen6’
ds, ds, ds ds
Sustituyendo en [4.3a]:
{ di, d
ar _ cos” 0.7 4 sen’0. 22 _ ﬁﬁ
ds ds, ds, ds
Finalmente:
‘ - - di, di. ~
k, = ﬁd—t = (sen¢9.z'1 - cosﬁ.iz) cos? 0.5 4 sen® 22 —uz.ﬁ =
¢ ds ds, ds, ds
i - di, do

- ai -
=sen’0.i,.—= —cos’ O.i,.— ——
ds, ds, ds

Por tanto:
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