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La matematica del buen orden.
Conjuntos bien ordenados

01. Orden:

01.1. Definicion de relaciéon de orden.

Una relacién definida sobre los elementos de un conjunto de forma que sea
reflexiva, antisimétrica y transitiva es una relacién de orden. Tal relaciéon permite
comparar dos elementos dados y nos permite indicar cual de ambos esta “antes” en
dicho orden y cudl es el que esta “después”.

Asi, si existe una relacion R entre elementos, x,y, de un conjunto que verifica que
a) Es reflexiva: VxE 4, xRx
b) Es antisimétrica: xRy A yRx =>x=y
c) Estransitiva: xRy A yRz = xRz
Si consideramos la relacion “menor o igual que” de la teoria de nimeros, se cumple
que:
- Es reflexiva: VxE A, x < x
- Es antisimétrica: xs yAysx=x=y
- Estransitiva: xsyAysz=x=sz

Un conjunto dotado de una relacién de orden es un conjunto ordenado. El conjunto
N de los niumeros naturales es un conjunto ordenado, o también el conjunto R de
los nimeros reales.

01.2. Orden total y orden parcial.

Si en un conjunto ordenado A hay pares de elementos, a, b, tales que no son
comparables, esto es, tales que ni es a <b ni tampoco es b=<a, la relacion = se
dice que es de orden parcial en el conjunto A. El conjunto A se dice parcialmente
ordenado por la relacion <.

Si, por el contrario, todos los pares de elementos del conjunto son comparables, la
relacion se denomina de orden total. Una relaciéon =de orden total en el conjunto A
verifica que:

- VxEA x=<x

-Vx,yEAd xsyAysx=x=y
- Vx,yEA xsyANy<sz=xs<z
- Vx,yEA, x<syvy=sx

Un orden parcial indica, pues, que existen pares de elementos de los que no se
pueda decir cudl de los dos esta “antes” que el otro en dicho orden.

El conjunto P(A) de las partes de un conjunto A, dotado de la relacion de inclusion,
“C"”, es un conjunto parcialmente ordenado, pues hay partes que no son
comparables para la inclusion. Asi, de las diferentes partes que tienen, por ejemplo,
un solo elementos, {at,{b},..., no se puede afirmar que {a}C{b} ni tampoco que
{btC{a}... Diremos (P(A), C) esta parcialmente ordenado.
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Un determinado conjunto A, dotado de un orden cualquiera, ya sea total o parcial,
puede contener subconjuntos C1,...,Ck, que con respecto al orden dado en A estan
totalmente ordenados. Se denominan cadenas contenidas en el conjunto A.

01.3. Orden estricto. Seccion inicial y parte hereditaria.
Dado el conjunto ordenado (A,s) se dice que el elemento x es estrictamente

menor que el elemento y, x<y, si se verifica que x<yAx=y. Se denomina
seccion inicial estricta definida por a al conjunto S, = {xEA/x < a}.

H C Aes parte hereditaria de A < VYxEA,x<s,s€EH — xEH.

01.4. Cotas.

Un conjunto B dotado del orden = se dice superiormente acotado, o mayorado, por
el elemento p si todo elemento x de B verifica que x < p. Andlogamente, se dice
inferiormente acotado, o minorado, por el elemento g si todo elemento x de B
verifica que ¢ <x. Se dice que p es una cota superior, o un mayorante, del

conjunto B, mientras que g se dice cota inferior o minorante del conjunto B.

pcotasupde B< VxEB,x<p
gcotainfde B VxEB,g=x

01.5. Elemento maximal y minimal. Elemento maximo y elemento minimo.
Si es A un conjunto al menos parcialmente ordenado, un elemento ma de A se dice
maximal de A si se verifica que Ya& 4, no (ma <a). O sea, no es menor o igual

que ningln otro elemento de A.

Si es A un conjunto al menos parcialmente ordenado, un elemento mi de A se dice
minimal de A si se verifica que Ya € A4, no(a < mi). O sea, no es mayor o igual que
ningun otro elemento de A.

Si el conjunto A estad totalmente ordenado, entonces el elemento maximal, si
existe, es Unico y se denomina elemento maximo del conjunto A.

Si el conjunto A esta totalmente ordenado, entonces el elemento minimal, si existe,
es unico, y se denominan elemento minimo del conjunto A.

01.6. Supremo e infimo.

Si el conjunto de las cotas superiores de A estuviera totalmente ordenado, su
elemento minimal, caso de existir, seria Unico y elemento minimo de dicho conjunto
de cotas superiores, el cual se dice que es el supremo del conjunto A, y, si
perteneciera al conjunto A, seria también el maximo de A.

Por analogia, si el conjunto de las cotas inferiores de A estuviera totalmente
ordenado, su elemento maximal, caso de existir, seria Unico y elemento maximo de
dicho conjunto de cotas inferiores, el cual se dice que es el infimo del conjunto A, v,
si perteneciera al conjunto A, seria también el minimo de A.

Se dice que un conjunto ordenado A por la relacion de orden = es un conjunto
inductivo si toda cadena contenida en A estd mayorada. Si toda cadena admite un
mayorante minimo o supremo, el conjunto A se dice que es fuertemente inductivo.
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02. Buen orden:

02.1. Definicion.

Un conjunto se dice bien ordenado, o, simplemente, dotado de un buen orden, si
toda parte no vacia del mismo admite primer elemento. Es inmediato que si un
conjunto esta bien ordenado, también esta totalmente ordenado, pues bastara
tomar una parte de solo dos elementos y uno de ellos, por el buen orden existente,
sera el primer elemento, es decir, el que estd “antes” en dicho orden. Ambos
elementos son, pues, comparables y el orden es total.

Proposicion 02.1:

Un conjunto A bien ordenado por O, verifica siempre que tiene primer elemento y
todo subconjunto B de A esta también bien ordenado por O,.

En efecto:

1) Si el conjunto A esta bien ordenado, todo subconjunto del mismo tiene, por
definicién, elemento minimo. Como A es también subconjunto de A, el
mismo A tendra elemento minimo.

2) Si B es subconjunto de A se cumple que todo subconjunto de B es también
subconjunto de A, y siendo A bien ordenado por el orden O4 tal subconjunto
tendra elemento minimo. Luego B esta bien ordenado por el orden Oy
inducido por A.

Proposicion 02.2:
Todo conjunto A totalmente ordenado v finito esta bien ordenado.
Efectivamente:

Si A es totalmente ordenado vy finito, todo subconjunto B de A es finito. Probemos
mediante recurrencia que estd bien ordenado. Si tomamos un subconjunto B, de 4
que tenga dos elementos, a; y a;, entonces como ambos son comparables por estar
A totalmente ordenado, uno de ellos, el menor, seria el elemento minimo de tal
subconjunto.

Supongamos que esto sea cierto para n-I elementos, es decir, si el subconjunto

B, ={al,a2,...,an_1} tiene elemento minimo, sea por ejemplo a;. Al afiadirle un

n

elemento mas, a,, la parte {al,an} también tendra elemento minimo, que es el

elemento minimo de B, ={a1,a2,...,a an}. Luego todo subconjunto de A tiene

n-1°

elemento minimo. Esta bien ordenado.

Proposicion 02.3:
Si es (A,s) un conjunto bien ordenado, entonces toda parte hereditaria de A,

distinta de A, es una seccidn inicial estricta.
Demostracion:

Sea (A,s) bien ordenado y sea H parte hereditaria de A/ H # A. Entonces:
A-H=¢—=A-H C A (A,<)bien ord —Ja€ A/ a primer elem de A- H

Para todo elemento x de A se verifica:

Sixza—=x€EA-H—-x¢H

Si x<a—>xEH (pues si x¢tH —xEA- H — ano es primer elem de A- H)

Por tanto, la parte hereditaria es H = {xEA/x < a} gue coincide con la seccidn
inicial S, definida por el elemento a, por definicion de seccidn inicial estricta.

Toda seccion inicial de una seccidn inicial de 4 es también, obviamente, seccidn
inicial de A.

Proposicion 02.4:
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La familia M de las secciones iniciales de un conjunto bien ordenado (A,s) es un
conjunto bien ordenado respecto a la relacién de inclusién de conjuntos, es decir,
(M,Q) es conjunto bien ordenado.

En efecto:

Sea N C M un subconjunto cualquiera de la familia M de las secciones iniciales de
Ay sea @, el subconjunto de A formado por los elementos que generan la

subfamilia N de secciones iniciales:

@y ={n€A4/S,EN}
Como 4 es bien ordenado, al ser @, subconjunto de A tendra un primer elemento.
Sea @ el primer elemento de ¢, y sea SqJIa seccion inicial que genera @ .
La seccidn inicial S¢EN es el primer elemento de N, pues de existir otra §, €N tal
que S, C S, entonces k <@ y no seria ¢ primer elemento de @, .

Puesto que 4 no es seccidn inicial de 4, se tiene que A& M, por lo que si existe un
elemento u maximo de A, u = max 4, entonces
Vxed,x<su—S C§,—S§, =maxM.

Proposicion 02.5:
La aplicacion f: A4 —> M, de un conjunto ordenado A en el conjunto M de sus

secciones iniciales definida por la condicién de que VxE4, f(x)=s EM, es un

isomorfismo entre los conjuntos bien ordenados (A,s) y (M,Q).
Demostracion:
Obviamente es f biyectiva, ya que cada seccién inicial estd definida por un Unico

elemento de 4, y, reciprocamente, cada elemento de A define una seccion inicial.
Por otra parte, se tiene que

Vx,y€4,xsy—=8,CS = f(0)C f(»)

Por tanto f'es un isomorfismo de conjuntos ordenados.

Proposicion 02.6:
Si un conjunto bien ordenado A no posee elemento maximo m, entonces se verifica

que 4= U S . Caso contrario es A—{m}= Us..
x€A4 xEA

Demostracion:
- Si A notiene maximo Vy€E4,Iz€EA4/y<z—=yES. - yEUS —4=US,
xXEA x€4

- Si A tiene méximo mEA—=VYyEA,y<mam& g‘Sx =S, =A—{m}
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03. Isomorfismos de orden. Semejanza. Continuaciones:

03.1. Isomormismos de orden.
Dados dos conjuntos ordenados, 4 y B, donde O, es el orden de 4 y Og es el orden

de B, es decir, dados (A,OA) y (B,OB), se define el isomorfismo de orden entre 4
y B como una aplicacion biyectiva, f: 4 — B, que sea estable con respecto al
orden definido en ambos conjuntos. Esto es:

f: A — Bbiyectiva
Vx,y€4,x0,y = f(x)0,f(»)

Si se trata del orden usual, =, de los conjuntos numéricos, se tiene que un
isomorfismo f cumplird que

f: A — Bbiyectiva
Vx,y€A4,x=y= f(x) = f(y)

03.2. Semejanza de orden.
Dos conjuntos ordenados, (A,s) y (B,s), se dicen semejantes sii existe un
isomorfismo de orden f:A4 — B. Es decir:

(A,S)E(B,s) < 3f . A— B/ f biyectiva ANVx,yEA,x<y— f(x)=< f()

Proposicion 03.1:
La relacion de semejanza de orden es de equivalencia.
Demostracion:

a) Es reflexiva:

V(4,<),(4,<)=(4,<)
Pues, por ejemplo, la identidad es un isomorfismo de orden en A.
b) Es simétrica:
V(4,2),(B,<) (4,<)= (B,<)= (B,<)= (4,<)
Pues si f es isomorfismo de orden de 4 en B, entoncesfl es también
isomorfismo de orden de B en 4.

¢) Es transitiva:
V(A, s), (B, s), (C, s)/

(AaS)E (B,s) o
o) (c.n=e)=(c2)

Esto es asi por la transitividad del isomorfismo de orden.

Proposicion 03.2:

Un conjunto bien ordenado, (A,s), no es semejante a ninguna de sus secciones
iniciales.

Demostracion:

Suponer lo contrario implicaria una contradicciéon, pues si suponemos que se

cumple que da€ 4/ f: 4 — S es isomorfismo, entonces, puesto que f(a)ES, sera
f(a)<a, por lo que el conjunto M={xEA/f(x) <x} no es vacio. Llamemos m al
elemento minimo de M. Se tiene que f(m)<m. Y como f es isomorfismo, se
cumple que f(f(m))< f(m), por lo que también f(m) pertenece al conjunto M,
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pero si f(m) es elemento de M, como sabemos que f(m)<m, entonces no puede
ser m elemento minimo de M, lo que manifiesta la contradiccion.

Proposicion 03.3:
Dados dos conjuntos bien ordenados y semejantes, (A,s)y (B,s), se cumple que si

admiten dos isomorfismos de orden, f'y g, ambos coinciden.
Demostracion:

Si son f.g isomorfismos de 4 en B, entonces h= f"'og o k=g 'of son también
isomorfismos de A en A. Se tiene que:

Va€4,ash(a)=f"gla)>as f"g(a) > f(a)< g(a)

VaEA,ask(a)=g‘1f(a)%asg_lf(a)%g(a)sf(a)}ef=g

Proposicion 03.4:

Sea 4 un conjunto bien ordenado y sean S, y S, secciones iniciales de A. Ambas
secciones iniciales no son semejantes.

Demostracion:

Siazb—a<bvb<a—S§,CS,vS, CS,

Sea, por ejemplo, a<b, y sea f:S — S,un isomorfismo. Se tiene que S§, es
seccién inicial de S, y f seria un isomorfismo de S, en una de sus secciones
iniciales, lo cual es imposible, por la proposicién 03.2.

Proposicion 03.5:

Sean (A,s) y (B,s) dos conjuntos bien ordenados. Se cumple que o bien ambos
(A,s) y (B,s), son semejantes, o bien (B,s) es semejante a una seccion inicial de
(A,s), o bien (A,s) es semejante a una seccion inicial de (B,s).

Demostracion:

Llamemos S,4 a la seccidn inicial de 4 determinada por el elemento x&E A4, y sea
asimismo, S,z a la seccion inicial de B determinada por el elemento yE B.

Sea X el conjunto de elementos de A que determinan secciones iniciales semejantes
a secciones iniciales de B:

X = {xEA/EIyEB, Su= SyB}

Sea Y el conjunto de elementos de B que determinan secciones iniciales semejantes
a secciones iniciales de A4:

Y={yEB/E|x€Aa Sos = SyB}

Puesto que A y B son conjuntos ordenados, tienen elemento minimo. Si es m el
minimo de 4 y es n el minimo de B, las secciones iniciales, vacias, determinadas
por ambos son semejantes, por lo cual, m&X y n€Y, resultando que no son
vacios tales conjuntos:

X=¢p,Y=¢

VxeX,AyeY/S,, =S ,.Podemos indicar esto por y = f(x), y llamar también f(X)
al conjunto Y.
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- Veamos que ambos conjuntos, X y f{X), son partes hereditarias de 4 y B,
respectivamente:
Por definicion, sabemos que X sera parte hereditaria de 4 si se verifica que

VxEA, x*<x,xEX =x*EX

Sea entonces xEXy sea x*=x, con lo queS ., es seccion inicial de § ,. Esto
quiere decir que

S . seccinicde S,

= D*ES, 5/ S, =S, =X EX
S =Sr08

Con lo que X resulta ser parte hereditaria de 4.
Repitiendo el mismo razonamiento, encontramos que también f(X) es parte
hereditaria de B, es decir, encontramos que también

V/(*EB, [(x*) = f(x), [(DE f(X) = f(x*)E f(X)

- Veamos ahora que los conjuntos X'y f(X) son semejantes:
Puesto que por construccién, Vy€ f(X),IxEX/ f(x)=y, f es isomorfismo. Y
comprobamos facilmente que es estable respecto al orden, pues:

x¥*<x—S§. seccinicde S, = P*ES, /Sy =S, =y =f(x*) = f(x)
En definitiva, se verifica la semejanza: X = f(X)

- Finalmente, veamos que ha de ser X =4 o bien f(X)= B, pues si ocurriera
lo contrario, es decir, si fuera X =4, f(X)=B, llegariamos a una
contradiccion:

Al ser X y f(X) partes hereditarias de A y B, respectivamente, seran secciones
iniciales de ambos conjuntos, con lo que existiran elementos a, de A, y b, de B,
que las determinen:

EALEB/X =S,,, f(X)=S,, y Sad = SbB

y siendo X={x€A/3y€B, S sSyB}, se tiene que aE X , esto es, aES_,, con lo

cual a<a, lo cual es absurdo.

Proposicion 03.6: (Induccién transfinita)
Sea (A,s) un conjunto bien ordenado y sea A* un subconjunto de A que cumple

que para toda seccion inicial Sx de A* generada por x, el elemento x pertenece a
A*. El subconjunto A* coincide entonces con el conjunto A.

{4¥C 4/ S, C A4* > xEA*}= A= A*
Demostracion:
Si es A* = Allegariamos a una contradiccion, pues se tendria:
- Por una parte, al ser A—-A*=¢ , el conjunto A-A* tendrd primer

elemento m, o sea, AmME A/m = min(4 - A*) > m&EA* [1]
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- Por otra parte, si es S,, la seccidon inicial de 4 determinada por m, se tiene
que VXxES ,x<m—=>x<mAm=min(4- 4*) = x&A- A* = xEA* [2]
Obviamente, los resultados [1] y [2] son contradictorios, por lo que 4A=A4*.

Proposicién 03.7: (Induccidon completa)

Dado el conjunto bien ordenado de los nimeros naturales, (N,s). Se cumple que si
para un subconjunto N* de Nes 0EN * y (VnEN)(n-1E N* — n€ N*)entonces el
subconjunto N* coincide con el conjunto N.

{N*C N/OEN* A (VREN)(n-1EN* —nEN*)}=> N = N*

Demostracion:

Una seccidn inicial de N* determinada pornes S = {xEN*/x < n}= {O,l,...,n - 1}.
Por tanto, si se cumple que para N* es0EN * y (VnEN)(n -1EN* = nE€EN¥*),
esto es lo mismo que decir que S € N*—n&EN *, por lo que, aplicando induccién
transfinita, se tiene que N=N*

03.3. Continuaciones.
Dados dos conjuntos bien ordenados, (A,s) y (B,s), se dice que (A,s) es una

continuacion de (B,s) si BC Aes una seccidn inicial o parte hereditaria de 4 y si el
orden “ <" del conjunto B coincide con el orden “ <" del conjunto 4.

Asi, si (A,s) es un conjunto bien ordenado, para dos elementos a,bE A/b<a se

tiene que S, es una continuaciéon de S, y, obviamente, 4 es una continuacion tanto
de S, como de S;.

En definitiva, si es M una familia arbitraria de secciones iniciales de (A,s), se
cumple que con respecto a la continuacion es una cadena:

VS.,S,EM, (Sa continuacion de Sb)v (S,, continuacion de Sa)

Proposicion 03.8:
Dada una familia M de conjuntos bien ordenados, que es una cadena con respecto a
la continuacién y si es Z la unién de los conjuntos de M, entonces existe un buen
orden Unico tal que es Z una continuacion de cada conjunto de la familia.
Demostracion:
Sean a,bE€Z,entonces, IM M, EM/aEM, bEM,. Como M, y M, son
elementos de una cadena (orden total) para la continuacidn, se tiene que

M, =M, o bien (M ,contin de M, v M ,contin de M )
Es decir, existe un M _ EM /a,bEM , siendo M; continuaciéon de M,y M.

Si definimos el orden “<"” en Z por la condicién:

a<b < M,continuac de M, NnaEM_, ADEM,
tal orden es total, pues también es total en M la continuacion (es una cadena).
Veamos que ademas es un buen orden, esto es, que todo subconjunto no vacio de
Z tiene un primer elemento.
Puesto que toda parte no vacia U de Z es realmente una parte de la unidén de

conjuntos de M, ha de tener interseccién no vacia con uno o mas elementos dela
familia M:
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YUCZIM,EM/UNM, =M, ¢

Como los elementos de la familia M son, por hipdtesis, bien ordenados, toda parte
’ * -
no vacia, M, ha de tener un primer elemento:

AmEZ/m=minM,

y m ha de ser también el minimo del conjunto U, pues de lo contrario se llegaria a
una contradiccion:
Supongamos que IxEZ/x<m y x€U .

Si x€U,IM EM/XEM AM _CM,vM, CM_,
Si M, CM, = xEM, Ax<m,lo que es contradictorio con que m = min M.
Si M,CM,—»xEUANUNM,=M, - xEM, Ax<m,lo que igualmente resulta

. . . *
contradictorio con que m =mmM ,.
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