Sobre el Teorema de la integral de Cauchy-Goursat Carlos S. CHINEA

Sobre el Teorema de la Integral de Cauchy-Goursat

El Teorema de la Integral de Cauchy fue descubierto en 1825 por Agustin Louis de
Cauchy (1789-1857), siendo desarrollado por Edouard Goursat (1858-1936) en su
famoso Cours d’Analyse Mathématique, a principios del siglo XX.

Afirma el teorema que
§ f(2)dz=0
7

cuando la integral se establece sobre una curva cerrada contenida en un dominio
simplemente conexo D.

Si bien en la primera formulacion de Cauchy se exigia como hipotesis para el
cumplimiento del teorema que la funcidén f(z) fuera analitica en el dominio D, con
derivada continua, las investigaciones de Goursat permitirian probar que no es
necesario que la derivada fuera continua para que el valor de la integral sea cero.
Probd que el teorema sigue siendo valido cuando el dominio D contiene un ndmero
finito de puntos singulares.

Hoy podemos probar el teorema de la integral de Cauchy de forma rapida y sencilla
usando las Ecuaciones de Cauchy-Riemann y el Teorema de Green (lo que haremos
al final de este trabajo), sin embargo en los dos siguientes apartados estudiamos el
teorema en las situaciones en que la curva sobre la que se extiende la integral es
rectangular o triangular, considerando el caso de existencia de puntos singulares al
objeto de emplear como método de demostracion el mismo que utilizd Edouard
Goursat, y que consiste en sucesivas bisecciones del recinto delimitado por la curva
cerrada.
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Agustin Louis de Cauchy (1789-1857) T AR g
magen de Wikipedia
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00.Introduccion

00.1. La integral de linea:
Se trata de integrales cuya funcién se evalla sobre una curva ['. Cuando tal curva
es cerrada se dice que la integral es de contorno.

Si consideramos una curva plana
T Zt)= x(t)+iyt), dzt)=adx(t)+idy(t), a<t<h, b>a

y una funcién compleja f(Z(t))=u(t)+iv(t)=u(x(t), Wt))+iv(x(t), y(t)), llamamos

integral de linea en el plano complejo a la expresién
[ f(2).dz= jl F(At)).2(t). o
r a

donde es dz=Z'(t)df = dx(t)+idy(t).

00.2. Propiedades elementales:

a) VaeC, |af(2.dz= f af (A(t)).2(t). ot = af f(At).2(t).dt=a| f(2).dz

a

b) Vf(2),g(2)funciones complejas, I (f(2+9(2).dz= _r (f(zZt)+g(zt))).Z(t).dt =

T

_ f F(A(t)).2(t). dt+ T gat).z(t).ot= | f(2).dz+ [ 9(2).dz

a
c) Sea I' la curva desde ¢ hasta f y sean las curvas I' desde o hasta 3, y

I',desde «, = f3, hasta [. Se tiene:

| f(z).c/z—ji f(zt)).Z(t).dt = I f(z(t)).Z(t). dt+f f(z(t)).Z(t).dt =

r

__[ f(2). dz+_[ f(2).dz

]

jl f(t)).Z(t). df| <

) | f(z)d%

r

f |f(at)).2(t).ct| = [| F(2)c
o) | f(z)a!z:jl F((t)).2(t).dt=— Jif(z(t)).z'(t).dtz—J‘ f(2)dz

a -

Propiedad de independencia del camino:
Sea D un dominio simplemente conexo y y una curva regular a trozos definida en
el intervalo [a,b] y contenida en D. Si @(2) y ¢(2) son funciones complejas

holomorfas en D y tales que ¢'(Z)=¢(2), entonces se verifica que

[ p(2)dz= (b)) - (@)

4

j(/?(z)dz T¢(4f)) Z(t).dt= T¢ (Z(1)).df = T¢ (Z(1)). dl‘+’j ¢,(2(D)).dt =
—¢(Z(t))| +I¢(Z(f))| = (¢,(2b))+ig,(20)) - (¢.(2@) +ig(Aa)) =
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= (b)) - p(2b))

Consecuencia: Si en tales condiciones la curva y es cerrada, entonces la integral de
contorno es nula, pues siempre se verifica que

§8(2).dz = [p(2)dz + [$(2)dz = p(z(b)) = p(2(@) + p(2(a)) — p(z(b)) = 0

01.El Teorema de Cauchy para un rectangulo

01.1. Caso en el que no hay puntos singulares rodeados por el contorno:
Sea D un abierto simplemente conexo y sea y una curva cerrada de clase ct

definida a trozos y contenida en D. Si f(Z2) es funcién holomorfa en D, entonces se
verifica que

§ f(2).dz=0
e
Veamos la demostraciéon para el caso de que la curva y sea el borde bR de un

rectangulo R contenido en D (y= bR).

Demostracion:
Veamos la demostracién por reduccion al absurdo, esto es, supongamos que no se
verifica el teorema, es decir, que

ﬁﬂﬂ&io [1]

y comprobemos que, en tal caso, se llegaria a un resultado contradictorio.

- Si §f(z).dz¢0 entonces existird algun numero real r tal que
e

‘&ﬁf(z)dé

- Si dividimos el rectdngulo R en cuatro subrectédngulos, R,R,,R;,R,, tal
como se indica en la figura, se tiene que

ﬁRf(z)dz:=£m1j(z)dz4—£m2f(z)dz4—£m3j(z)dz+—£m4f(z)dz

pues las integrales sobre los caminos que constituyen la “cruz interna” se
cancelan.

>r>0 [2]

- De ser

ﬁﬂn&

subrectangulos , por ejemplo R12, verifica que ‘iﬁbmf(z).dz‘ >r/4.

>r , se deduce que uno, al menos, de los cuatro
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B S A
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I[ D
Rectangulo R dividido en cuatro subrectangulos

Asimismo, la diagonal d1 de cada subrectangulo es la mitad de la diagonal

d del rectangulo R, d =d/2, y la longitud /,, del perimetro de cada
subrectangulo es también la mitad de la longitud del perimetro de R,

I =1/2.

Si aplicamos la misma division al subrectangulo R12, encontramos que uno
de los subrectangulos del mismo, R21, R22, R23, R24, por ejemplo R22,

2r/42.

Si continuamos dividiendo subrectdngulos reiteradamente encontramos que
en la n-sima division hay al menos un subrectangulo, por ejemplo Rn2, tal

verificard que H;b}m f(2)dz

que ‘§W f(2)de] = r/4".
IHB
E'r'l'l: — — "E"n,
<= A -
o~
lsc, oy~ |
-..._._,.-'"' I:'A“
e
C I .
I'I;' I L)n:
cD,

Subrectangulo Rn2

Longitud de la diagonal: d,, = d/2"
Longitud del perimetro: [, =//2"
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De lo anterior se tiene que existe una sucesidén de rectangulos
RoRI2>..oRM2>..., que al ser compactos y decrecientes, su

interseccién es no vacia: ﬂRn2={zO}, Z, €D (puesto que las diagonales
n=0

de los subrectangulos de la sucesion tienden a cero, la interseccion es un

conjunto con un solo punto Z,).

Si definimos una funcién
f(Z)— f(%)_ fv(;))
92=1 z-%
0 S z=12

SWL A

entonces podemos escribir
f(2)=f(z)+ '(z)(z-2)+9(2)(z-7)
donde |g(2)|— 0 cuando z— Z,
(pues, por definicién de derivada, es f'(z)= £inzg(( f(2-1(z)/(z- 7))).

Si en la expresién anterior llamamos a = f(z)—-f'(z)(Z), f=f'(z), se
tiene que f(2)=a+ fz+9(2)(z-Z), conlo que

§r@)dz= $(a+ pordz+ §le(2)z-z,)kz

bRn2 bRn2 bRn2
ahora bien, la integral de la derivada de una funcioén a lo largo de una curva
cerrada es cero, y vemos que el primer sumando es la integral de una

funcién, o+ Sz, que es la derivada de az+%ﬂzz, luego es §(a + f2).dz=0
bRn2

y queda:
§/(2)dz= §lez)-z)):

bRn2 bRn2
como es |g(Z)|—> 0 cuando z— Z,, se tiene que

Ve>0,36>0/|z-z|< 5|92 <&
Si es dy,, =diagonal(Rn2), sera |z—;)|< dg,,, Y POr otra parte, llamando

|, alalongitud del perimetro del rectdngulo Rn2, es §;|dz| =1l,,,, con lo
bRn2
cual

§/(2).dz

bRn2

d | di
< Y@z -z ||zl < .dys- fldz|= ey by = 6rmm=¢

n ' An n
bRn2 bRn2 2 2 4

§ f(z)dz

bRn2

y como ¢> 0 es arbitrariamente pequefio, tendera a cero, esto

§1(2)dz

bRn2

es, <r,Yr >0, contra la hipétesis [2].

En definitiva, es contradictorio suponer [1], luego j;f(z).dz =0
bRn2
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01.2. Caso en el que existe un niumero finito de puntos singulares rodeados
por el contorno:
Sea D un abierto simplemente conexo y sea y una curva cerrada de clase ct

definida a trozos y contenida en D. Si f(2) es funcién holomorfa en D, salvo en un
nimero finito de puntos, p;, j=1,...,n, tales que lim(z— pj)f(z):O, entonces se
zp;

verifica que
§ f(2).dz=0
e

Siendo y el borde bR de un rectdngulo R que contiene a los puntos p;-

Demostracion:
Bastara considerar el caso de un solo punto singular p, pues siempre es posible
dividir el rectangulo R en subrectangulos conteniendo cada uno de ellos un solo
punto singular.
Si dividimos R en 9 subrectangulos, como indicamos en la figura, y llamamos I%al

subrectangulo que contiene al punto p, se tiene que
§ f()dz= §f(2)dz
bR,
Dado un ¢ cualquiera, siempre serda posible elegir un subrectangulo R) tan
pequefo que

|f(z)|_
|z~ A
de lo cual, se tiene que iﬁf(z) dz| = §f(z) dz| < §f(z) dz| §f(z)||dz| <

< § L|dZ| = 8§ —|dz|
bR0|Z_p| bR0|Z_p|
siempre es posible elegir el subrectangulo I% tal que sea un cuadrado de lado |,

con lo que |z— p|:l/2, quedando, finalmente:

< fld] =S a1 =8¢

z).dz
freras s fled =73
como & es arbitrariamente pequeiio, tal vanr tiende a cero, luego

ﬂR f(2)dz=0

02.El Teorema de Cauchy para un triangulo

02.1. Caso en el que no hay puntos singulares rodeados por el contorno:
Sea D un abierto simplemente conexo y sea y una curva cerrada de clase C'

definida a trozos y contenida en D. Si f(Z) es funcién holomorfa en D, entonces se
verifica que

ﬁ f(z)dz=0



Sobre el Teorema de la integral de Cauchy-Goursat Carlos S. CHINEA

Veamos la demostracion para el caso de que la curva y sea el borde bT de un
tridngulo T contenido en D (y=bT).
Demostracion:

Sea el triangulo T de vértices A, B y C, que representaremos por T(ABC) y
descompongamos en cuatro subtriangulos uniendo los puntos medios de sus lados.

G

c

) B
—

Se obtienen los cuatro tridngulos T (A C',B"), T,(B A',C"), T.,(C,B', A", T,(A". B',C").
Es claro que § f(z)dz = § f(z)dz + § f(z)dz + § f(z)dz + §§ f(2)dz, pues al igual
bT bT,

bT, ; bT, bT,
que ocurria en el caso del rectangulo, las integrales a lo largo de los tramos
interiores se cancelan, siendo el perimetro de cada subtridangulo la mitad del

perimetro del triangulo original: long(bﬁ):%long(bT), j=12,3,4.

Al menos uno de los cuatro subtridngulos, por ejemplo T (A C',B') cumple que
1

§ f(2)de| =~

T, 4

Si ahora descomponemos igualmente el subtridngulo T,(A C',B') encontramos de

forma analoga que uno de los cuatro nuevos subtridangulos, llamémosle por ejemplo
T,, verifica también que

jﬁ f(z)dz

, con Iong(bﬂ):%long(bT)

1 1
§1(2)dz| > e §£(2)dz|, con long(bT,,)= 2—2Iong(bT)
bT, bT
Continuando con el proceso de descomposicion, llegamos a la divisidon n-sima:
§£(2)de| 2§ £(2)dz|, con long(bT,,)=—-long(bT)
bT,, 4 bT 2

Como resultado obtenemos una sucesién decreciente de subtridangulos
ToToT,5.0T,>..

que, al ser compactos, tienen interseccién no vacia, y puesto que los perimetros de
estos triangulos tienden a cero, la interseccion es un conjunto de un Unico punto:
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ﬂTln ={ZO}’ZO €D

n=1

Al igual que en el caso del rectangulo, definamos la funcion
f(2—-f ,
@=f@)_p(,
9(2)= Z-z,
0 S z=12,

S z#Z

y escribamos f(2)=f(z)+ f'(z)(z-2)+9(2)(z-z) (donde [g(2)|—0 cuando
Z—> Z)).
Por tanto, se tiene que

§1(2)dz = §1(z)dz+ §2(2)(z=2))dz+ § f'(z,)(z = 2,)dz =
= f(z0) §dz+ §2(2)z=2,)dz + f'(2) f(z = 2,)dz

Se trata de una suma en donde el primero y el tercero de los sumandos son nulos,
por tratarse de la integral a lo largo de una curva cerrada de una funcién que es
derivada de otra funcién:
' ' 1 2
F) §dz = f(z)2],, =0, f'(20) §(z=2)d = ['(20) 5 (z=2)| =0
BT, bT,

bT,

queda, finalmente

§/(@)dz= §g(z)(z-z)dz >

< fle@(z - z)]ez]

b7,

jﬁ f(2)dz

fe(2)z-z,)d

y de ser limg(2)=0, se tiene que V&> 0,35>0/|z—;)|<5—>|g(z)|<6
=z

Por otra parte existe un n e Ntal que |z—zo|<5,V2e T, por lo que también se

verificard que |z—z|< ;, vzeT.

2
En definitiva, es ff(z)dz < iﬂg(z)"(z - zo)||dz| < g££ = L—g
o i 2n 2n 4n
Por lo que, finalmente:
2
§f(2)de| < 4"\ § £ (2)dz| = 4" L—ng = ¢,
bT bT, 4

y al ser ¢ arbitrariamente pequefio:

§ f(z)dz=0

02.2. Caso en el que existe un namero finito de puntos singulares rodeados
por el contorno:
Sea D un abierto simplemente conexo y sea y una curva cerrada de clase C'

definida a trozos y contenida en D. Si f(2) es funcién holomorfa en D, salvo en un
numero finito de puntos, p,, j=1,...,n, tales que lim(z-p;)f(2)=0, entonces se
z>p;

verifica que
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§7 f(2)dz=0

Siendo y el borde bT de un tridangulo T que contiene a los puntos p;-

Demostracion:

Si son varios los puntos singulares contenidos en el triangulo, siempre podra
dividirse en subtridangulos de modo que cada uno de ellos contenga un Unico punto
singular. El problema, pues, lo podemos considerar reducido a un tridngulo con un
Unico punto singular.

C

Si el punto singular p coincide con uno
de los puntos vértices del triangulo
(p=A, por ejemplo) podemos dividir el

triangulo en tres subtriangulos mediante
dos segmentos, [X,Y¥] y [x, B] donde X

es un punto cualquiera del lado ACy y
es un punto cualquiera del lado AB.
Quedan definidos entonces tres
subtriangulos, T, T,, T,, de los que T, y
T, no tienen puntos singulares, y T,
tiene un punto singular en el vértice A.

En definitiva, se tiene que

§§ f(2)dz = § f(2)dz + § f(2)dz + § f(2)dz = § F(2)dz+0+0= § f(2)dz

bT, bT, bTy bT; bT;

Como f(Z)es continua, estard acotada, luego IM >0/|f(2|<M,vze T

=|§/(2)dz| < §|f(2)dz| < M Long(bT})

bT, bT,

por lo que

§ f(z)dz

Como tanto el punto x € AC como el punto y € AB pueden ser cualesquiera, se
tiene que si x, y— p entonces /long(bT,) — 0, con lo cual

§ f(2)dz

Si el punto singular p esta en alguno de los lados del tridngulo o bien en su interior,
siempre se puede dividir el tridngulo dado en tres subtridngulos tales que el punto
singular quede en uno de los tres vértices de uno de los subtriangulos, tal como se
indica en las dos figuras siguientes. Con lo cual la situacion quedaria reducida al
caso anterior y se verificaria el teorema.

< M long(bT,) — 0 de lo cual: §bT f(2)dz=0
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03.El Teorema original de Cauchy para una curva cualquiera en un
abierto simplemente conexo

Dado un abierto simplemente conexo D y una curva simple cerrada y
contenida en D, se verifica que si f(Z)es holomorfa en D con derivada
continua entonces

iﬁ f(2).dz=0

Incluimos dos formas de demostracién del teorema. La primera usando la
definicion de derivada compleja con la propiedad de independencia del
camino, y la segunda, mas usual, utilizando las ecuaciones de Cauchy-
Riemann y el teorema de Green.

03.1. Demostracion del teorema usando la definicion de derivada:

Sabemos que si una funcion f(Z) es derivada de otra funcion F(2), f(2)=F'(2),
entonces la integral f(Z)de sobre un contorno cerrado es cero. Vamos a ver que
podemos establecer una funcién cuya derivada es f(2)

Consideremos un punto cualquiera p del abierto conexo D y el segmento pz
contenido en D.
Sea

F(2)= | f(2).dz
pz
a lo largo del segmento pz y veamos que f(2)=F'(2).
Se tiene que
F(z)=f f(u.duy F(z)= I f(u.du vz eD
pz Pz
entonces:

10
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F@-Fz) _ f(%):;\‘j f(u). du— j f(u).du—(Z—Zo)f(%)J=
z-2 Z-4

pz Pz

—— [ f.du- | fu).du-(z- zo>f<zo>‘ Zi [ fu).du-(z- z0>f(zo)J

=4 » Pz

If(u) du-— f(;))J.duJ——%j[f(u) f(z)]du

Z— ;) L2z
En definitiva:

M F(z)=—— [ [f(W)- f(z)]du
Z—Z, Z-% ,,

como f(2) es continua:
Ve>0,36>0/|u-z|<5—>|f(u)- f(z)|<e,
y si |z-7|< & entonces también |u—z|< 8, Vue zz

y se tiene que

‘F(Z)—F(%)_ f(;))‘:‘z% [[fw-fz)] du{

PR

<
2-2| . |z~ Zol

2=

gz-z|=s
F(2-F(z)
- f(z)

lim T2~ F(2) _ f(z)—> F'(z)=f(z), V4 €D
z-Z 7Z— %

como ¢ es arbitrario:

‘—) 0, es decir:

03.2. Demostracion del teorema usando las ecuaciones de Cauchy-
Riemann:

Puesto que es z= Xx+iy— dz=dx+idy, f(2)= f(x+iy)=u(Xx y)+iVX,Y)
Se tiene que
f(2).dz=(U(x, y)+iv(x, Y))(dx+idy) = (u(x y)dx—v(x y)dy)+i(u(x y)dy+ X y)dx)

de lo cual
§f(z> dz = §[(u<x P)dx =v(x, y)dy)+ i(u(x, y)dy + v(x, y)dx)| =

—j; u(x,y)dx —v(x, y)dy)]+z§[(u(x v)dy +v(x, y)dx)]
r
y teniendo en cuenta la expresion del teorema de Green:

§de +Qdy = J.J. (GQ ajj jdxdy

donde S es la superficie encerrada por la curva I, se tendra finalmente que

§ )z = ”( ov(x,y)  Bu(x, y)jd v ”(au(x L) ov(x,y)

ay

con lo que aplicando las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

11
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EA

u(xy) _ v(xy)

0X oy
du(X,y) _ Ov(x.y)
oy 00X

se tiene
if(z).dz = IJ.Sdedy + i”Sdedy =0+i0=0
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