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Sobre la caracterizacion
de las aplicaciones entre conjuntos

0. Aplicaciones

0.0. Introduccion:

Vamos a estudiar aqui, someramente, la idea de aplicacion entre conjuntos y cdmo
caracterizar los diferentes tipos de aplicaciones, partiendo para ello de la idea de
correspondencia entre conjuntos y de sus propiedades inmediatas (la composicién
de correspondencias es también una correspondencia, es asociativa, etc.).

Partamos, pues, repasando la nocién de correspondencia entre conjuntos para
definir, a partir de ella la idea de aplicacién.

Una correspondencia f de A en B queda definida por su grafo F, que es el
subconjunto del producto cartesiano de AXB, cuyos pares estan formados por cada
elemento x de A que tiene imagen f(x) y por la imagen f(x):

F={(x,, f(x), (%, f(x,),..}
F C AxB

Asi, pues, la correspondencia f entre dos conjuntos puede expresarse por su grafo,
F, por el conjunto inicial A y por el conjunto final B. La podemos representar por

f=(F;A,B)

y si llamamos prF al conjunto de las primeras componentes de los pares que son
elementos del grafo, y pr,F' a las segundas componentes, se tiene que

prnFCA, pr,FCB

Una correspondencia se dice univoca si ningin elemento de A tiene mas de una
imagen en B:
f=(F;A,B)univoca <> Vx € prF, (x,y)=(x,y) = y=y'

0.1. Aplicacion:
La correspondencia se dird que es una aplicacion de A en B si es univoca y si
A= pnF (aelementos del conjunto inicial A le corresponde uno y solo un elemento

del conjunto final B, y todos los elementos del conjunto inicial A constituyen la
primera componente del grafo F: todos tienen imagen en B).

En definitiva, si f =(F;A,B) es aplicacién cumple:
- Es univoca
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prF=A

0.2. Prolongacion de aplicaciones:
Sigue el mismo criterio que la prolongacién de correspondencias:

Sean las aplicaciones f =(F;A,B),g=(G:C,D) tales que FCG . Se tiene que
A=prF C pr,G=C y g coincide con f en A.

Si ademas BC D, entonces diremos que g es una prolongacion de f en C, o bien,
que f es una restriccidon de g al subconjunto A. Representaremos esto por f=g/A.

0.3. Composicion:

La composicion de aplicaciones sigue, obviamente, el mismo criterio que la
composicidon de correspondencias. Veamos que la composicion de dos aplicaciones
es también una aplicacion:

Sean las aplicaciones f=(F;A,B) y g=(G:B,C). Veamos que la correspondencia
gof=(GoF;A,C) es una aplicacién:
- go f es univoca, ya que Y(x,y),(x,y)EGoF —y=y':
(x,y)EGoF —-3z€EB/(x,2) EF A (z,y)EG
(x,y)EGoF—=37'€EB/(x,Z2YEFA(Z,y) EG

Por ser f univoca: (x,z2)=(x,z')—=z=7'

Por ser g univoca: (z,y)=(z,y)—=y=y'
Luego Y(x,y),(x,y)EGoF —y=y'. gof=(GoF;A,C) es univoca.

- A=pr(GoF),pues pr(GoF)=f"[pr(G)]=f"(B)=A.

La composicidn de aplicaciones, al tratarse de una composicién de corresponden-
cias, tiene la propiedad asociativa:

f=(F;A,B), g=(G;B,C), h=(H;B,C)—ho(gof)=(hog)of

0.4. Aplicaciones suprayectivas:
La aplicacién f = (F;A,B) es suprayectiva si todo elemento de B es imagen de uno o

mas elementos de A:
f suprayectiva <= VyEB,AIxE A/ f(x)=Yy

Teorema 04.1: Si dos aplicaciones f =(F;A,B) y g=(G:B,C) son suprayectivas, su
composicién geo f =(GoF;A,C) también lo es.

Demostracion:

g =(G;B.C) suprayectiva— imag(g)=g(B)=C

f=(F;A,B) suprayectiva— imag(f)=f(A)=B

por tanto:

imag(go f)=(g° f)(A)=g[f(A)]=g(B)=C —(go f)(A)=C —>go f suprayectiva
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0.5. Aplicaciones inyectivas:
La aplicacion f =(F;A,B) es inyectiva si ningdn elemento de B es imagen de mas
de un elemento de A:

finyectiva<> (x,y)=(x",y)EF = x=x',VyEB

Teorema 05.1: Si dos aplicaciones f =(F;A,B) y g=(G;B,C) son inyectivas, su
composicion go f =(GoF;A,C) también lo es.

Demostracion:

(x,y)EGoF —3z€B/(x,2) EF A (z,y)EG

(X', )EGoF—=3z7'€B/(x",zZ)EFA(Z,y)EG

Por ser g inyectiva: (z,y)=(z',y)—=>z=2'
Por ser f inyectiva: (x,z)=(x',2) > x=x'
O sea:
(x,y)=(x,y)EGeF - x=x"YyEC—>gof inyectiva

0.6. Aplicaciones biyectivas:
Una aplicacién f =(F;A,B) es biyectiva si es suprayectiva e inyectiva:

VyeEBIAxEA/f(x)=y

bi .
f biyectiva <> (x,y) _ (x',y) EF—-x=x',VyEB

Teorema 06.1: Si dos aplicaciones f =(F;A,B) y g=(G;B,C) son biyectivas, su
composicion go f =(GoF;A,C) también lo es.

Demostracion:

Por los dos teoremas anteriores, para aplicaciones suprayectivas e inyectivas, se
verifica el teorema también para aplicaciones biyectivas, ya que estas aplicaciones
son, por definicidon suprayectivas e inyectivas.

0.7. Otras propiedades:
Teorema07.1:

Sean las aplicaciones f=(F;A,B) y g=(G:B,C) . Si gof=(GoF;AC) es

inyectiva, entonces también f lo es.

Demostracion:

Si f no fuera inyectiva—3x,x' €EA,AyEB/x=x'A(x,y) EFA(x',y)EF
Y como g es aplicacion—3z&€C/(y,2)€EG

por lo que (x',z)EGOFA(x',z)EGoFAx¢x'—>gOf no seria inyectiva

Teorema 07.2:

Sean las aplicaciones f=(F;A,B) y g=(G:B,C) . Si gof=(GoF;AC) es
suprayectiva, entonces g también lo es.

Demostracion:
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Si g no fuera suprayectiva—imag(g)=g(B)=C
Luego, imag(ge f)=(ge f)(A)=g[f(A)]=C — go f no seria suprayectiva
(y esta situacién ocurriria siempre, aun cuando fuera f(A)=5B)

Teorema 07.3:
Toda aplicacién f =(F;A,B) induce en A una particion o clasificacidon, y por tanto

define en A una relacién de equivalencia.
Demostracion:
Basta definir en A una relacidon R por la condiciéon: Vx,y € A, xRy <> f(x) = f(y)

R es reflexiva: Vx € A, xRx <> f(x) = f(x)
R es simétrica: Vx,y€ A, xRy — f(x)= f(y)— f(y)= f(x) = yRx

Ry — =
R es transitiva: Vx,y,zE€ A, xRy — Ry = f(0)=1) — f(x)=f(z) = xRz

YRz = f(y) = f(2)

Llamaremos A/R al conjunto cociente de A por esta relacion de equivalencia.

Teorema 07.4:
Dada una aplicacién cualquiera f =(F;A,B) , existen dos aplicaciones i, =(IA;A,A)

y iB=(IB;B,B) tales que foi,=f vy izof=f.
Demostracion:
Es obvio, pues los grafos son I, ={(x,x)/x € A}, I, ={(y,y)/y €E B}, es decir:

VxEA,i,(x)=x, YyEB,i,(y)=y

En la parte que sigue vamos a obtener alguna condicién necesaria y suficiente para
gue una aplicacion sea inyectiva, suprayectiva o biyectiva. Es lo que podemos
llamar teoremas de caracterizacion de las aplicaciones.
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1. Teoremas de caracterizacion
1.0. Un teorema de existencia:

Dadas las aplicaciones f=(F;A,B) y h=(H;A,C), se cumple que son equivalentes
las afirmaciones siguientes:

a) Existe una aplicacién g=(G;B,C) tal que h=go f .

b) Vx,x'EA, f(x)=f(x")— h(x)=h(x")
Demostracion:
Veamos que a) —b):

Si f(x)=f(x')AE|g=(G;B,C)/h=gof—>
— h(x)=(go f)(x)=g[f(0)]=g[f(x)]=(g° /) x)=h(x")

Veamos que b) —a):
Estudiemos primero el caso de que f(A)=B y después veremos el caso general de

que f(A)CB.

Si f(A)=B, podemos definir G = {(y,z)/(Elx)((x,y)E Fa(y,2)€E H)} .Y
probemos que g=(G:B,C) es aplicacién, esto es que

Vy € B,3z € C/ g(y) = z A z Unico.

Basta que Vy &€ B elijamos x€ A/(x,y)EF , y sea z=h(x), o sea tal que
(x,z)€ H , lo que implica que VyeB,Az€C/(y,2) EG.

Ademas, z es Unico, pues si existiera otro z' € C tal que (y,z)EG se
tendria que habriaun x'€ A/ f(x)=y=f(x")Az=h(x),z'=h(x"), pero por la
hipdtesis de que Vx,x'€ A, f(x)= f(x")— h(x)=h(x") se tiene que z=7".
Finalmente, como por construcciéon es GoF'=H se tiene que gof=h.
Veamos ahora el caso general: f(A)CB.

Se tendra que f(A)=B'C B. Si consideramos la aplicacién f'=(F';A,B') tal
que Ya€ A,f'(a)= f(a) y sustituimos A, B, C, f,h porA, B, C, f, h estamos
en la hipotesis del apartado anterior, con f'(A)=B":
EIg‘=(G';B',C)/g'of'=h, por lo que, si prolongamos g' en la aplicacién

g=(G;B.C), se tiene que Ya E A, h(a)=g'[f(@)]=g'[f(@)] y h=gof.

1.1. Teorema de caracterizacion de aplicaciones inyectivas:

Dada la aplicaciéon f = (F;A,B), son equivalentes las condiciones siguientes:

a) f esinyectiva.

b) Existe una aplicacién g =(G;B,A) tal que go f =i,.

Demostracidn:

Si f es inyectiva, entonces f(x)=f(x")—=x=x'=i,(x)=i,(x"), por lo que conside-
rando que si hacemos A=C y h=i, en el teorema de existencia anterior, las
aplicaciones f =(F;A,B),i, =(1,;A,A), se tiene que en virtud de dicho teorema, es

condicién necesaria y suficiente para que exista una aplicacién
g=(G;B,A)/g0f=iA.
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1.2. Teorema de caracterizacion de aplicaciones suprayectivas:
Dada la aplicacion f =(F;A,B) , son equivalentes las condiciones siguientes:
a) f es suprayectiva.

b) Existe una aplicacién h=(H;B,A) tal que foh=i,.

Demostracion:

-Veamos que b) —a):

Vb e B,(foh)(b)= f(h(D))=i,(b)=b— Ja€ Ala=h(b)—= f(h(b))=f(a)=D
o sea:

Vbe B,3a € A/(a,b) E F — f suprayectiva

-Veamos que a) —b):

VbEB, sea F,={aEA/(a,b)EF} el conjunto de elementos de A que tienen por
imagen a b. Como f es suprayectiva, tal conjunto es no vacio.

Por el axioma de eleccién, podemos elegir un elemento de F,, que representamos
por h(b) de forma que queda definida una aplicaciéon h =(H;B,A) con H =(b,h(b))
y es tal que f(h(b))=b=i,(b),VbEB.

1.3. Teorema de caracterizacion de aplicaciones biyectivas:

Dada la aplicaciéon f = (F;A,B), son equivalentes las condiciones siguientes:

a) f esbiyectiva.

b) Existe dos aplicaciones g=(G:B,A) y h=(H;B,A) tales que go f =i, y foh=iy.
Demostracion:

Que a) es equivalente a b) es inmediato, desde los anteriores teorema 1.1y 1.2.
Sin embargo, interesa comprobar que es Unica la funcién g y que también es Unica

la funcion h, y ademds, que g=h.

Por la asociatividad de la composicién de aplicaciones, es (go f)oh=go(foh), y
siendo go f=i,, foh=i,,setiene: (gof)oh=go(foh)—i,ch=goi,—>h=g.
Esta igualdaq permite definir, para las aplicaciones biyectivas, la idea de aplicacion
inversa o reciproca.

1.4. Aplicacion reciproca:
La aplicaciéon g=h se del teorema anterior se denomina aplicacion reciproca o

inversa de f'y se designa por f'.
Teorema 14.1: Sean las aplicaciones biyectivas f =(F;A,B) y g=(G;B,C). Se
verifica que
-1 -1 -1
a) (gof) =f"°g
-1
b) (f) =7

Demostracion:

a) Porla propiedad asociativa de la composicion de aplicaciones y la definicion
de aplicacion reciproca:

(freg")(gof)=r"o(g 0g)of = f oigo f = f o f =i,
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luego:

flog! =(gof)"

b) Se tiene que

flof=ignfof =iy = f=(f")

2. Factorizacion candnica de una aplicacion
Sea A un conjunto dotado de una relacion de equivalencia R. Si es A/R el
conjunto cociente de A por dicha relacion de equivalencia, se llama aplicacion

candnica a la aplicacién definida por n=(N;A,A/R), esto es, a la aplicacion
que le hace corresponder a cada elemento a del conjunto A la clase de
equivalencia [a] a la que pertenece

VaE A, n(a)=[a]€A/R

Como es obvio que para todo elemento de A existe una clase de equivalencia a
la que pertenece, la aplicacidon candnica asi definida es suprayectiva.

Por el teorema 07.3 siempre es posible definir una relacion de equivalencia R
en el conjunto A, asociada a cualquier aplicacién f =(F;A,B) .

Teorema 21.1: Sea la aplicacién f=(F;A,B) y sea R la relacién de
equivalencia asociada a f, es decir, definida por xRy <> f(x)= f(y).
Sea también la aplicacién canénica n=(N;A,A/R) correspondiente a dicha

relaciéon de equivalencia.
Se verifica que:

a) ¢=(G:A/R.f(A)) con G={([x].f(x))/x E A} es una aplicacién biyectiva.
b) i=(I;f(A),B) con I ={(f(x),f(x))/x E A} es una aplicacién inyectiva.
c) f=iogon

AR =1(A)
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Demostracion:
a) ¢=(G;A/R,f(A)) es aplicacion biyectiva, pues

Es univoca: VY[x].[y]EA/R/[x]=[y]—= xRy = f(x)= f(¥),
o sea, si [x]=[y]—=o([x])=0([y])
Es inyectiva: Vf(x),f(y)E f(A)/ f(x)= f(y) = xRy —[x] =[],
0 sea, si ¢([x])=¢([»])=[x]=["]
Es suprayectiva: V/f(x) € f(A), Ix€ A/[x]€ A/RA¢([x]) = f(x)
b) i=(I;f(A),B) es aplicacién inyectiva, pues
trivialmente, Vf(x) € f(A),i[ f(x)]= f(x)CB.
¢) Vx €A, (iopon)(x)=(io)[n(x)]=Gep)[x]=i[p[x]]=i[ f(x)] = F(x)

Notas:

- Si f fuera homomorfismo, A/R=ker f .

- Si f fuera suprayectiva, entonces f(A)= B, y la factorizacién candnica se
simplifica:

lI:l

AR
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