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Acerca de los conjuntos de Borel y la medida
de Lebesgue

00. Introduccion

El trabajo matematico de Emil Borel (1871-1956) se puede dividir en los
siguientes temas: Aritmética, Series numéricas, Teoria de conjuntos, Medida de
Conjuntos, Estudio de conjuntos de medida nula, Funciones reales de variable
real, Funciones complejas de variable compleja, Ecuaciones diferencia-
les, Geometria, Calculo de probabilidades, y Fisica Matematica. Borel cred la
primera teoria efectiva de la medida de los conjuntos de puntos. Este trabajo,
junto al de los matematicos franceses René Baire (1874-1932) vy Henri
Lebesgue (1875-1941), marcaria el comienzo de la moderna teoria de funciones
de una variable real. Borel, aunque no fué el primero en definir la suma de una
serie divergente, si fue el primero en desarrollar una teoria sistematica de las
series divergentes en sus trabajos de 1899, interesandose a partir de 1905 en
la teoria de la probabilidad.

Emil Borel René Baire Henri Lebesgue

01. Clase aditiva de conjuntos. La clase de los conjuntos de Borel

Definicion de clase aditiva:
Consideremos una clase 8 de conjuntos de un espacio ¢. Se dice que 6 es clase
aditiva si y solo si verifica que:

a) e€0.

b) £.&,,..€0 =¢Ug, U...E0.

o) a€Elf—a'=0-a€0.
Trivialmente, si Gk,Hj son clases aditivas del espacio €, entonces también su

interseccion, 6,M6,, es clase aditiva de ¢.

Teorema 1: (Existencia de la minima clase aditiva)
Podemos afirmar que para toda familia w de subconjuntos del espacio ¢, existe
siempre una clase aditiva minima que la contiene.
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Es decir, existe una clase aditiva 6, de subconjuntos de ¢ que verifica:
a) wCo,

b) 0, es clase aditiva.

c) 6, es la minima clase aditiva que contiene a w.

En efecto:
Consideremos la familia de las clases aditivas del espacio € que contienen a w:

0= {Q. /@ C O, Ab, clase aditiva de 8}

Es obvio que ® = ¢ (pues al menos el conjunto p(¢) de las partes de & pertenece a
la familia ©), y
6{

o

-Nneo

0,€0
es clase aditiva tal que w C6, . Ademas, es inmediato que se trata de la minima
clase aditiva que contiene a w.

Asi, pues, toda familia w de subconjuntos de un espacio dado engendra una clase
aditiva minima que contiene a w.

La clase de los conjuntos de Borel:
Consideremos que w es el conjunto de los intervalos (abiertos, cerrados y

semiabiertos) de R. La clase 6§, engendrada por w se denomina clase de los
conjuntos de Borel de R, y se acostumbra a representar por B.

02. La medida de Lebesgue

Consideremos un conjunto € y una familia ¢ de subconjuntos de &. Una medida
definida en la familia ¢ es una aplicacion

L:p—R
tal que se verifica:

a) Vxe @, L(x)=0.
b) Dado z=x,Ux,U../x,€E@,i=12,... Si x, ﬂxj =@ para i = j, entonces es
L(z)=L(x))+L(x,)+...

Veamos a continuacion la manera de definir en la clase aditiva de los conjuntos de
Borel una medida.

Teorema 2:
Si i=(a,b) es un intervalo en R, entonces L(i)=b-a es una medida en la clase I
de los intervalos de R.
Demostracion:
a) Trivialmente, L(a,)=b,-a, z0,VkEZ .

b) Para una sucesi6n de intervalos disjuntos {i, } = {(ak,bk)}, se cumple que es
L(Ui,)= Y,

En definitiva, L (longitud del intervalo) es una medida en la familia I de todos los
intervalos de R.
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Teorema 3:
Sea F, la familia de los conjuntos de R que pueden expresarse como reunién de

una sucesién numerable de intervalos de R.
Es claro que I CF,. Se definimos sobre F, una aplicacién L :F, — R de forma que

L, aplicada a un elemento F de F que también pertenezca a I coincida con la
medida L definida anteriormente en I, entonces se cumple que L es también una
medida en F,.

Demostracion:
VieF,i=iUiU.. Ui, con iNi=¢ sii=j,porloque

LG@)=L3G)+LG)+...+L3GE) vy L(@{)=0
Definicidon
Sea un espacio formado por un intervalo (a,b) de R y consideremos un conjunto
SC(a,b). Sea asimismo un elemento i de la clase F, tal que se verifique que

SCiC(a,b), lo cual puede hacerse siempre pues, al menos, se podria tomar
i=(a,b). En estas condiciones, definimos:
-Medida exterior, L,(S), del conjunto S, es el extremo inferior o infimo del conjunto

de numeros reales dado por {L(i)/SCiC(a,b)}. O sea:
L,(S)=inf{L(i)/S CiC(a,b)}

-Medida interior, L,(S), del conjunto S, es la diferencia entre la medida del
intervalo (a,b) y la medida exterior del complementario S’ de S en (a,b):

L(S)=b-a-L/(S"

Un conjunto S acotado se dice que es medible Lebesgue, o0, simplemente, que es
medible, si y solo si, sus medidas exterior e interior coinciden. Tal valor se
denomina medida de Lebesgue, o, simplemente, medida, del conjunto S.

S medible Lebesgue<> L (S)=L.(S)=L(S)
(El valor L(S) es la medida, o medida Lebesgue, de S)

Un conjunto no acotado S se dice que es medible si y solo si la interseccién i, NS

es medible para todo valor de x>0, siendo i, =[-x,x]|. Esto quiere decir que la
medida o medida de Lebesgue del conjunto S se define mediante el limite

L(S)=1lim(i, NS)

Se llama clase de los conjuntos medibles Lebesgue, o, simplemente, clase de los
conjuntos medibles, a la clase L formada por todos los conjuntos, acotados o no,
que admiten la medida de Lebesgue. Una medida de estas caracteristicas es,
ademas, Unica.

La clase L de los conjuntos medibles resulta ser mas amplia que la clase B de los
conjuntos de Borel.
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03. Las funciones de conjunto no negativas y aditivas

La nocién de medida de Lebesgue puede generalizarse definiéndola como una
funcidon de conjunto sobre la clase B de los conjuntos de Borel.

Una funciéon de conjunto no negativa y aditiva es una funcién de conjunto P(S),
definida sobre B, que satisface las siguientes condiciones:

1) P(S)=0,VSEB

2) P(USi)=EP(Si), si S,NS,=¢ para j=k
i=1 i=1

3) Si S es acotado — P(S)es finita.

A toda funcidén de conjunto P(S) se le puede hacer corresponder una funcién de
puntos, F(x;k), con k constante, definiéndola de la forma siguiente:

Plk<&=<x) parax>k
fxxk)=y 0 para x =k
-P(x<&=<k) parax<k

Teorema 4:
1) Si k <k,, entonces es

f(xk) = f(x;k,)=P(k, <& <k,)
2) Para un valor fijo k, y llamando f(x) a f(x:;k,), se verifica que
f(x; k)= f(x)+const, Vk ER

3) Para cualquier medida P queda definida una funcién de puntos, f(x),

determinada salvo una constante, no creciente y finita para todo valor finito
de x, de modo que la relacién

fb)-f(a)=Pla<E=b)

Se verifica para cualquier intervalo (a,b) finito.
Demostracion:
1) Sies x>k, >k, :

f(xk)=Pk,<E=<x)y f(x;k,)=P(k, <& =<x), por lo que:

f(xk)— f(x;k,)=P(k, <& <x)-P(k, <§sx)=P[(kl <§sx)—(k2 <§sx)]=P(kl <&E=k,)
Sies k,>x>k :

f(xk)=Pk,<E=<x)y f(x;k,)=-P(x<&=<k,), porlo que:

fOk) = f(x;k,) = Pk, <§sx)+P(x<§sk2)=P[(k, <‘__f;‘sx)+(x<§sk2)]=P(k1 <&=k,)
Sies k,>k >x:

f(xk)=-P(x<&=<k)y f(xk,)=—-P(x<&=<k,), porlo que:
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fuk) = f(xky)=-P(x<E<k)+P(x<Esk)=P[(x<E=k)-(x<E=k)]= Pk <Esk,)
2) Sies k<k,:
fxk)— f(xsky)=P(k <& <k,)=const = f(x,k)= f(x)+const
Sies k,<k:
f(x;ky) = f(x;k)=P(k, <& <k)=const = f(x,k)= f(x)+const
3) Sea k, fijo:
Si x>k, sera f(x;k,)=P(k,<&=<x) obien f(x)=P(k,<&=x)
x=a— f(a)=Pk,<E=<a), x=b— f(b)=P(k,<§<b)
por tanto: f(b)- f(a)=P(k,<E=<b)-P(k,<E=<a)=Pla<§=<b)
Si k,>x serda f(x;k,)=-P(x<&=<k,) obien f(x)=-P(x<&=<k,)
x=a— f(a)=-P(a<&=k,), x=b— f(b)=-P(b<§=<k,)
por tanto: f(b)- f(a)=-P(b<&=<k,)+Pla<E=<k,)=P(a<&=<Db)
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