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Autovectores y Teorema de Cayley Hamilton 
 
 

Carmen SÁNCHEZ DÍEZ 
 
01. Operadores lineales 
Consideremos un espacio vectorial  sobre un cuerpo K, V(+,.K), y un endomorfismo 
Φ  en dicho espacio,  VV →Φ : , que llamaremos operador sobre el espacio V, y 
que puede ser tanto una derivación, como una integración, un logaritmo, una 
exponencial, etc., es decir, el operador Φ  hace corresponder a cada elemento xr  
del espacio V un único yr  del mismo espacio V 
 

VV →Φ :  
            VyxVyVx ∈=Φ∈∃∈∀

rrrr )(/,            [01] 
 
Cumpliéndose la condición de linealidad 
 

)()()(,,,, yxyxKVyx rrrrrr
Φ+Φ=+Φ∈∀∈∀ βαβαβα  

 
El núcleo del operador Φ  es el conjunto de los vectores del espacio que tienen por 
imagen correspondiente al vector nulo: 
 

{ }0)(/)ker(
rrr

=Φ∈=Φ xVx  
 
Expresión matricial: 
Consideremos los vectores xr  e yr  expresados en respectivas bases { }nier y { }niur del 

espacio V . Se tiene: k
k

i
i eyyexx rrrr

== , , por lo que al aplicar el operador, será: 

 

k
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k
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i
i uyexuyexyx rrrrrr

=Φ→=Φ→=Φ )()()(  

 
expresando también los vectores )( ierΦ  en la base { }niur : kkii uae rr

=Φ )( , con lo cual 

resulta: 
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rrrr )(  

 
Desarrollando estas ecuaciones: 
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en forma matricial: 
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o sea, en forma compacta:  YXA =. , siendo A  la matriz del operador 
 
Y los vectores del núcleo del operador asociado verificarán:  
 

                                                 0.),ker(
rrr

=Φ∈∀ xAx  
 
por lo que se acostumbra a decir que tales vectores son el núcleo de la matriz 
asociada al operador. 
 
Asimismo, los vectores que mantienen su dirección al aplicarse el operador verifican 
que 

KxxA ∈= λλ ,. rr
 

 
 
 
02. Autovectores 
En el caso especial de que el vector resultante, yr , tenga la misma dirección que el 

vector xr , existirá algún escalarλ del cuerpo K de definición del espacio tal que 
xy rr λ= , es decir, que verifique: 

xx rr λ=Φ  
 
En este caso diremos que xr  es un autovector del operador Φ , y que λ  es el 
autovalor asociado a xr  para dicho operador Φ . 
 
Teorema: Cada autovector del operador Φ  tiene un único autovalor asociado. 
 
Demostración: De la definición [01], el vector imagen )(xrΦ  es único. Lo cual nos 

indica que )(, xVx rr
Φ∈∀  es único. Si xr  es un autovector, entonces la imagen xrλ  

es, por tanto, única. Lo que implica que el autovalor λ  ha de ser, en definitiva, 
único. 
 
En cambio, pueden existir varios autovectores diferentes del mismo operador Φ  
con un mismo autovalor asociado. Lo que obliga a definir el concepto de espacio 
propio de un autovalor. 
 
Se define espacio propio del autovalor λ  para el operador Φ  como el conjunto de 
los autovectores de Φ  que tengan asociado al autovalor λ , además del vector nulo 
del espacio V: 
 

{ } { }xxVxEp rrr
U λλ =Φ∈=Φ )(/0),(  

 
Teorema: El espacio propio es un espacio vectorial, subespacio del espacio V. Su 
dimensión se llama multiplicidad geométrica del autovalor λ . 
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Demostración: 
 

Veamos que se cumplen las dos condiciones de la definición de subespacio 
vectorial para ),( ΦλEp : 

1) ),(),,(, Φ∈+Φ∈∀ λλ pp EyxEyx rrrr
 

2) ),(,),,( Φ∈∈∀Φ∈∀ λααλ pp ExKEx rr
 

Se tiene: 

),()(

)()()()(,)(),,(,

Φ∈+→+=

=+=Φ+Φ=+Φ→=Φ=ΦΦ∈∀

λλ

λλλλλ

p

p

Eyxyx

yxyxyxyyxxEyx
rrrr
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),()()(,),,( Φ∈→=Φ=Φ∈∀Φ∈∀ λαλααααλ pp ExxxxKEx rrrr
 

 
Se define el espectro del operador Φ  como el conjunto de todos los escalares del 
espacio que tengan asociados autovectores: 
 

{ }xxVxK rrr λλε =Φ∈∃∈=Φ )(,/)(  
 
02.1. Expresión matricial de la ecuación de autovalores 
Las ecuaciones del operador serán 
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o bien 
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Matricialmente: 
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en forma compacta podemos expresarla así:   0).( =− XIA λ  
 
02.2. Ejemplo 1 
 
Sea el ejemplo del operador rotación, R, en el espacio ordinario V3: 
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Si consideramos el operador que hace rotar a cualquier vector alrededor de un eje 
de rotación fijo, eR, se tiene que los únicos vectores que conservan la dirección al 
aplicar dicho operador son, precisamente, los vectores que están contenidos en el 
eje de la rotación, eR, y además, quedan invariantes, es decir: 
 

xxRex R
rrr

=∈∀ )(,  
 
Todos estos vectores, pues, tienen autovalor .1=λ  
 
Esto nos indica que el espectro del operador rotación R tiene un solo elemento: 
 

{ }1)( =Rε  
 
y también que el espacio propio de R es el conjunto de los vectores contenidos en el 
eje de la rotación: 
 

{ } { } { } { }RexVxxxRVxREp ∈∈==∈=
rr

U
rrr

U /0)(/0),1( 33  

 
El espacio propio, es, pues, unidimensional. La multiplicidad geométrica del 
autovalor es 1. 
 
 
02.3. El cálculo de los autovalores y los autovectores 
 
El cálculo de los autovalores: 
 
De la ecuación matricial de autovalores  
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que en forma compacta es 0).( =− XIA λ . Para que exista solución distinta de la 
trivial (autovector nulo) debe ser nulo el determinante de la matriz de los 
coeficientes: 

0)( =−= IApc λλ  

 
A esta ecuación se la denomina Ecuación característica de la matriz A, y el 
polinomio que se obtiene en el desarrollo del determinante es el Polinomio 
característico. Resolviendo la ecuación característica encontraremos, si existen, los 
autovalores correspondientes.  
 
Si trabajamos en un espacio vectorial real (sobre el cuerpo de los números reales) 
la matriz cuadrada que define al operador puede tener tantos autovalores reales 
como indique su orden o bien no tener autovalores reales. 
 
Así, por ejemplo, en las siguientes matrices cuadradas de orden 2, se tiene: 
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La matriz 







−
−

=
83

103
A  tiene dos autovalores reales  distintos ( )3,2 21 == λλ . Se 

dice que ambos autovalores, 2 y 3, tiene multiplicidad algebraica igual a 1. 

La matriz 






 −
=

31
12

B  no tiene autovalores reales, ya que al intentar resolver la 

ecuación característica solo se obtendrían soluciones complejas. 

La matriz 






 −
=

20
12

C  tiene un solo autovalor real doble ( )2,2 21 == λλ . Se dice 

que el autovalor 2 tiene multiplicidad algebráica igual a 2. 
 
Si consideramos ejemplos de matrices de orden tres: 
 
La matriz  

















−
−
−

=
560
340
483

A  

tiene tres autovalores reales distintos ( 1,2,3 321 === λλλ ). Tales autovalores 

tienen, en definitiva, multiplicidad algebraica igual a la unidad. 
 
La matriz  















 −
=

100
010
243

B  

tiene tres autovalores reales, uno de ello doble ( 1,1,3 321 === λλλ ). Así, pues, la 

multiplicidad algebráica del autovalor 3 es 1 y la multiplicidad algebráica del 
autovalor 1 es 2. 
 
La matriz  
















−=
010
100

002
C  

tiene un único autovalor real, simple ( 21 =λ ). Su multiplicidad algebraica es 1. 
 
 
La matriz  
















=

300
030
003

D  

tiene un solo autovalor real, triple ( 3,3,3 321 === λλλ ). La multiplicidad 

algebráica del autovalor 3 es, pues, 3. 
 
 
El cálculo de los autovectores: 
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Resolviendo el sistema homogéneo de la ecuación de autovalores, encontraremos 
los autovectores correspondientes. Así, para cada autovalor kλ  se tiene que los 

autovectores de su espacio propio asociado verificarán: 
 

( ) ( )0=− kk xIA rλ  

 
 

 
02.4. Ejemplo 2 
 
En el espacio bidimensional real V2 se considera un operador 22: VV →ϕ  que tiene 
por matriz asociada: 









−

−
=

32
12

ϕA  

polinomio característico: 452)3)(2(
32

12
)( 2 +−=−−−=

−−
−−

= λλλλ
λ

λ
λcp  

 

Ecuación característica: 045)( 2 =+−= λλλcp  

 

Autovalores: 




=
=

=
±

=
−±

=
1
4

2
35

2
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Ambos autovalores, 4 y 3, tienen, como vemos, multiplicidad algebráica igual a 1. 
 
Autovectores:  
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En definitiva, el espacio propio del autovalor 41 =λ  son todos los vectores que 
tienen la dirección (1,-2), junto con el vector nulo. Y el espacio propio del autovalor 

12 =λ  son todos los vectores que tienen la dirección del vector (1,1) junto con el 
vector nulo. Ambos espacios propios son de dimensión uno, por lo que la 
multiplicidad geométrica de estos autovalores es la unidad.  
 

{ } { }


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



∈∀

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
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El espectro de este operador está formado, en definitiva, por dos elementos: 
{ }1,4)( =ϕε  

 
Podemos observar, pues, como la multiplicidad algebráica y la multiplicidad 
geométrica de ambos autovalores coinciden en este caso. 
 
 
02.5. Ejemplo 3 
 
En el espacio bidimensional real V3 se considera un operador 33: VV →τ  que tiene 

por matriz asociada: 
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La multiplicidad geométrica del valor 1 es la unidad, mientras que la multiplicidad 
geométrica del valor -1 es 2. 
 
Autovectores:  
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Análogamente resulta que para los Rmmxdeesautovector ∈∀−=→ )1,1,0(33

rλ  

 
Se observa que cada uno de los autovalores tiene un espacio propio que es un 
conjunto infinito de vectores en la misma dirección, unida al vector nulo. Los tres 
autovalores tienen, en definitiva, multiplicidad geométrica igual a la unidad. 
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{ } { }
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
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
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





−
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1
1
0

/)(/0),1( rrrrr
U ττ  

{ } { }















∈∀
















−=∈=−=∈=− RmmxVxxxVxEp ,
1
1

0
/)(/0),1( rrrrr

U ττ  

El espectro de este operador está constituido por sólo dos elementos: { }1,1)( −=τε . 
 
En lo que respecta a las multiplicidades de ambos autovalores, hemos visto cómo el 
autovalor 1 tiene iguales la multiplicidad algebráica y la multiplicidad geométrica, 
mientras el autovalor -1 tiene multiplicidad algebráica igual a 2 y multiplicidad 
geométrica igual a 1. 
 
Teorema: Si dos autovectores de la matriz A, ki xx rr , , están asociados a valores 

propios distintos, entonces son linealmente independientes. 
 
Demostración: 
 
Probemos el enunciado contrarrecíproco: si no son linealmente independientes 
entonces las autovalores asociados no son distintos: 
 
Sea ixr  asociado al autovalor iλ , y sea Sea kxr  asociado al autovalor kλ . Sin no son 

linealmente independientes existe algún { }0−∈Kα  tal que ki xx rr α= , si ki ≠ , o 

bien 0=− ki xx rr α  . 

 
Multiplicando a la izquierda por la matriz A: )0()0().( =−→=− kiki xAxAxxA rrrr αα  

Si sustituimos por los autovalores asociados: 00 =−→=− kkkikkii xxxx rrrr αλαλαλλ  

De donde queda: kiki λλλλ =→=− 0  (los autovalores coinciden) 

 
En definitiva, para obtener los autovalores de una determinada matriz cuadrada 
siguiendo lo indicado en la construcción teórica del concepto hemos de resolver la 
ecuación característica, y para obtener los autovalores resolveríamos el sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales correspondientes. 
 
Sin embargo, es posible encontrar los autovectores asociados a los autovalores de 
la matriz sin necesidad de resolver el sistema homogéneo, utilizando un resultado 
descubierto a mediado del siglo XIX por Arthur Cayley y William Rowan Hamilton, y 
que conocemos como Teorema de Cayley Hamilton 
 
03. El Teorema de Cayley Hamilton: 
 
03.1. Enunciado: 
 
Todo endomorfismo VV →Φ :  , donde V es espacio vectorial finitodimensional, 
anula a su polinomio característico.  
 
Matricialmente, el teorema afirma que toda matriz cuadrada verifica su ecuación 
característica, es decir, que si son nλλλ ,...,, 21 los autovalores de la matriz A, se 

verifica que  
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( )( ) ( ) ( )0...21 =−−− IAIAIA nλλλ  

 
Siendo I la matriz identidad del mismo orden que A. 
 
Veamos la verificación de este teorema en los dos ejemplos anteriores 
 

a) Para la matriz 







−

−
=

32
12

ϕA  de ec. Característica 045)( 2 =+−= λλλcp  

sustituimos la matriz en la ecuación característica para ver que el resultado 
es la matriz nula:  









=








+








−

−
−








−

−
=

=







+








−

−
−








−

−
=+−=

00
00

40
04

1510
510

1110
56

10
01

4
32
12

5
32
12

45)(
2

2 IAAApc ϕϕϕ

 

 
b) Para la matriz 

















−
−−

−−
=

101
011
111

τA  

 

          cuya ecuación característica es  01)( 23 =++−−= λλλλcp  

          se tiene, al sustituir la matriz: 1)( 23 ++−−= ττττ AAAApc , y comprobamos  

          que se trata de la matriz nula: 
 
















=
















+

















−
−−

−−
+
















−−

−
+

















−−

−
=

=















+

















−
−−

−−
+

















−
−−

−−
−

















−
−−

−−
−

000
000
000

100
010
001

101
011
111

010
120

001

011
121
111

100
010
001

101
011
111

101
011
111

101
011
111 23

 

 
Veamos su aplicación más sencilla antes de realizar la demostración. 
 
03.2. Cómo aplicar el teorema al cálculo de autovectores: 
 
Se puede aplicar el Teorema de Cayley Hamilton a la obtención de los autovectores 
cuando ya se conocen los h autovalores de la matriz, teniendo en cuenta que 
 

El autovector 1xr asociado a 1λ : verifica que ( ) 011

rr
=− xIA λ  

El autovector 2xr asociado a 2λ : verifica que ( ) 022

rr
=− xIA λ  

… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … 
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … 

El autovector hxr asociado a hλ : verifica que ( ) 0
rr

=− hh xIA λ  
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Puesto que, por el Teorema de Cayley Hamilton es 
 

[ ]0))...()(()( 21 =−−−=−= IAIAIAIAAp hc λλλλ  

se entiende que 
 

[ ]0))...()(().( 2111 =−−−=− IAIAIAxIA nλλλλ r
 

 
de donde resulta que ))...(( 21 IAIAx hλλ −−=

r
, es decir, las componentes del 

autovector 1xr  son las columnas de la matriz producto ))...(( 2 IAIA hλλ −−  

 
Análogamente con los restantes autovectores. Se tiene, pues, en general, que si la 
matriz A tiene h autovalores reales 

∏
≠

−=
h

ik
ki IAx )( λr

, hi ,...,2,1=  

cualquiera de las columnas de la matriz que resulta del producto matricial anterior 
son las componentes del autovector ixr  (son proporcionales). 

 
Veamos la aplicación a los dos últimos ejemplos mostrados: 
 

a) Autovectores de la matriz 







−

−
=

32
12

ϕA : 

 
Ecuación característica:  
 

( )( ) 1,40045)( 2121
2 ==→=−−→=+−= λλλλλλλλλcp  

 
Por el teorema de Cayley Hamilton es: ( )( ) 021 =−− IAIA λλ  
 
Autovectores 1xr : 

( ) [ ]0. 11 =− xIA rλ , de donde 







−

−
=−=

22
11

21 IAx λr
, de donde )2,1(1 −= mxr  

Autovectores 2xr : 

( ) [ ]0. 22 =− xIA rλ , de donde 







−−
−−

=−=
12
12

12 IAx λr
, de donde )1,1(21 mx −=

r
 

a) Autovectores de la matriz 

















−
−−

−−
=

101
011
111

τA : 

Ecuación característica:  
 

1,10))()((01)( 321321
23 −===→=−−−→=++−−= λλλλλλλλλλλλλcp  

 
Por el teorema de Cayley Hamilton es: ( )( )( ) [ ]0321 =−−− IAIAIA λλλ  

 
Autovectores 1xr  asociados al autovalor 11 =λ : 
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( ) [ ]0. 11 =− xIA rλ , de donde ( )( )
















−−
−

−−
=−−=

112
112
224

321 IAIAx λλr
, de donde 

)1,1,2(1 −= mxr  
 
Autovectores 2xr  asociados al autovalor 12 −=λ  (los mismos que a 13 −=λ ): 

( ) [ ]0. 22 =− xIA rλ , de donde 

















−−
=−−=

110
110
000

))(( 312 IAIAx λλr
, de donde 

)1,1,0(2 −= mxr  
 
 
 
03.3. Demostración del Teorema de Cayley Hamilton: 
 
Toda matriz cuadrada, A, verifica su ecuación característica. 
 
Es decir, si  el polinomio característico de la matriz A es 
 

[ ]IAp λλ −= det)(  
 
entonces [ ]0)( =Ap  
 
Demostración: 
 
Podemos expresar el determinante de una matriz cuadrada cualquiera en función 
del producto de la misma matriz por la adjunta de su traspuesta. Basta para ello 
usar la fórmula que nos permite hacer el cálculo de la matriz inversa de una matriz 
cuadrada: 

MMIMMMMM
M

M ....1 11 ++−+− =→=→=  

Si se trata de la matriz ( )IAM λ−= , será: 
 

).()(. IAIAIIA λλλ −





 −=−

+−−−−−−−−

 

en definitiva, el polinomio característico IAp λλ −=)(  resulta ser igual al 

polinomio producto de dos polinomios en λ  con coeficientes matriciales: 
 

)(. λλ MMIA +=−  

Si pudiéramos demostrar que tal producto de polinomios con coeficientes 
matriciales es el producto de las dos matrices en función de A , es decir que 

)()()(. AMAMAMM ×= ++ , entonces la prueba del teorema sería inmediata, pues: 

)0()0()()()(

)()()()()(.

=×





 −=−×






 −=

=−×





 −=×==−

+−−−−−−−−+−−−−−−−−

+−−−−−−−−
++

AIAAAAIA

AIAAIAAMAMAMMAIA
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Se hace preciso probar, por tanto, que en ciertas condiciones, se verifica que para 
dos matrices cuadradas S, y T tales que )().()(. λλλ STST = , se cumple, al sustituir 

el parámetro λ por la matriz A, que )()()(. ASATAST ×= . 
 
Antes de hacer la prueba, veamos mediante un ejemplo sencillo que tal condición 
no se cumple siempre. Sean las matrices cuadradas de segundo orden, T y S, y sea 
la matriz A dadas por: 









=








=








=

01
00

,
00
10

)(,.
10
01

)( AST λλλ  

Se tiene: 
 









=
















=→








=
















=

00
01

01
00

.
00
10

)(.
00
10

00
10

10
01

)(. ASTST λλλ  

 
en cambio, si hacemos el producto de las matrices en función de A: 
 









=








×







=








×







×







=×

10
00

00
10

01
00

00
10

01
00

10
01

)()( ASAT  

 
En este caso, pues, )()()(. ASATAST ×≠  
 
Para completar la demostración del teorema de Cayley Hamilton probaremos que si 
la matriz A  conmuta con todos los coeficientes matriciales, jS , del polinomio 

)(λS entonces si se verifica que )()()(. ASATAST ×=  
 
En efecto: 

Sean ∑∑
==

==
l

j

j
j

h

i

i
i SSTT

00
)(,)( λλλλ  de modo que conmuten las matrices Sj con 

la matriz A: { }ljSAAS jj ,...,1,0.. ∈= , y siendo todas las matrices cuadradas del 

mismo orden. 
 

- Realicemos primero el producto de ambos polinomios, obteniendo el 
polinomio producto )(λTS : 

 

k
lh

k kji
ji STTS λλ ∑ ∑

+

= =+








=

0
)(  

Al sustituir la matriz A:  

k
lh

k kji
ji ASTATS .)(

0
∑ ∑
+

= =+








=  

 
- Hagamos ahora el producto de las matrices )()( AxSAT  
 

∑ ∑∑∑∑
+

= =+
≤≤
≤≤==









==
















=

lh

k kji

j
j

i
i

lj
hi

j
j

i
i

l

j

j
j

h

i

i
i ASATASATASxATAxSAT

0
0
000

)()(  

Si aplicamos ahora la condición de conmutatividad indicada, jj SAAS .. = será: 
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k
lh

k kji
ji

lh

k kji

ji
ji

lh

k kji

j
j

i
i ASTASTASATAxSAT ∑ ∑∑ ∑∑ ∑

+

= =+

+

= =+

+
+

= =+








=








=








=

000
)()(  

 
con lo que queda completada la prueba. 
 
 
 
04. Una aplicación elemental del Teorema de Cayley Hamilton: 
determinación de la matriz inversa: 
 
Se puede calcular la matriz inversa, usando el polinomio característico de la matriz, 
de la siguiente manera: 
 

Sea la matriz A de polinomio característico 01
1

1 ...)( aaaap n
n

n
nc ++++= −

− λλλλ  

Por el teorema de Cayley Hamilton: ( )0... 011 =++++ − IaAaAaAa n
n

n
n  

Multiplicando a la derecha por la matriz inversa 1−A  se tiene: 
 

( )0... 1
01

2
1

1 =++++ −−
−

− AaIaAaAa n
n

n
n  

De donde: 

I
a
aA

a
aA

a
aA nnnn

0

12

0

11

0

1 ...−−−= −−−−  

Ejemplos: 

a) Cálculo de la inversa de la matriz 







−

−
=

32
12

A  usando el Teorema de 

Cayley Hamilton: 

Polinomio característico: 45
32

12 2 +−=
−−
−−

=− λλ
λ

λ
λIA  

          Aplicando el teorema: )0(.4.5)0(.4.5 12 =+−→=+− −AIAIAA  
          Despejando la inversa: 

















=







+







−

−
−=+−=−

4
2

4
2

4
1

4
3

10
01

4
5

32
12

4
1

4
5

4
11 IAA  

          Comprobamos que es, efectivamente, la inversa: 









=













=





















−

−
=−

10
01

4
4

4
0

4
0

4
4

4
2

4
2

4
1

4
3

32
12

. 1AA  

 

b) Cálculo de la inversa de la matriz 

















−
−−

−−
=

101
011
111

A : 

Polinomio característico: 1
101

011
111

)( 23 ++−−=
−

−−−
−−−

= λλλλ
λ

λcp  
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          Aplicamos el teorema: )0()0( 1223 =++−−→=++−− −AIAAIAAA  
 
          Despejando la inversa: 

          =















−

















−
−−

−−
+

















−
−−

−−
=−+=−

100
010
001

101
011
111

101
011
111 2

21 IAAA  

















−−
−

−−
=
















−

















−
−−

−−
+

















−
=

211
101
111

100
010
001

101
011
111

010
120
001

 

 
           Comprobación: 
















=

















−−
−

−−

















−
−−

−−
=−

100
010
001

211
101
111

101
011
111

. 1AA  
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