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Sobre la idea de función analítica de variable 
compleja 

 
 
 
Los problemas más fundamentales de las disciplinas centrales de la ciencia, análisis 
matemático, geometría, mecánica clásica, electromagnetismo, física cuántica, etc, 
dan lugar a funciones analíticas, esto es, a funciones indefinidamente diferenciables 
y desarrollables en serie entera, verificándose que la suma o el producto de 
funciones analíticas es también una función analítica, y que el cociente de funciones 
analíticas es también una función analítica en dominios que no anulen al 
denominador. Lo mismo ocurre para la derivada y la integración de funciones 
analíticas, que siempre dan funciones analíticas. 
 
Asimismo, con las obvias restricciones, se verifica también que la inversa de una 
función analítica es también función analítica, o que también son analíticas 
funciones f(z) determinadas por ecuaciones de la forma  
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Es, en definitiva, fundamental el estudio de estas funciones para efectuar un 
tratamiento adecuado de los principales problemas que surgen en el desarrollo de 
las diferentes ramas de la física o de la matemática. 
 
Tratemos de ver en lo que sigue, con algún detalle, en qué consiste la analiticidad 
de las funciones complejas de variable compleja. 
 
 
 
Introducción: 
Los espacios de Banach son espacios vectoriales normalizados y completos, es 
decir, espacios vectoriales sobre un cuerpo que puede ser el de los números reales 
o bien el de los números complejos,  que están dotados de una métrica o norma y 
tales que en ellos toda sucesión de Cauchy es convergente. 
 
El cuerpo de los números reales puede ser considerado un espacio vectorial sobre sí 
mismo, lo mismo que el cuerpo de los números complejos. En ambos espacios 
existe una métrica o norma dada por 
 

uzuzdCuzyxyxdRyx −=∈∀−=∈∀ ),(,,,),(,,  

(El símbolo  representa el valor absoluto en el caso de los números reales, y el 

módulo en el caso de los números complejos) 
 
Y, también, ambos son completos, ya que toda sucesión de Cauchy de elementos 
del espacio tiene límite en el espacio. Ambos son, pues, espacios de Banach. 
 
Otro ejemplo de espacio de Banach es el espacio ),( 21 BBL de las funciones lineales y 

continuas entre dos espacios de Banach, B1 y B2. Es decir, se trata del espacio 
vectorial de las aplicaciones 21: BBf →  tales que si es k el cuerpo de definición del 
espacio vectorial: 
    a) ( ) ( )βαβαβα bfafbafkbaB +=+∈∀∈∀ )(,,,, 1  
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    b) 10,,0 <<∈∃>∀ rRrε  tal que ε<−→<− )()( 2121 zfzfrzz  

La norma en el espacio ),( 21 BBL  dentro del dominio 1≤z se define por  

)(sup
1

zff
z ≤

=  

 
Teorema 01: Sea C el espacio de Banach de los números complejos sobre el cuerpo 
de los números complejos y sea L(C, C) el espacio de Banach de las funciones 
lineales y continuas de C en C. Si es ),( CCLf ∈  entonces se verifica que 

 CzuzfCuCz ∈=∈∃∈∀ .)(/,  
Demostración: 

( ) CzuzfzfzfCz ∈===∈∀ .).1(.1)(,  
 
Teorema 02: La aplicación CCCL →),(:ϕ  tal que CffCCLf ∈=∈∀ )1()(),,( ϕ  es 
un isomorfismo. 
Demostración: 
- ϕ  es inyectiva: 

  Bastará probar que para 212121 )()(/),(, ffffCCLff =→=∈ ϕϕ : 

[ ] →=→=∧=∈∀⇒=→= )()().1()().1()(,)1()1()()( 2122112121 zfzfzfzfzfzfCzffff ϕϕ

21 ff =→  
- ϕ  es sobreyectiva: 

  Hemos de probar que zfCCLfCz =∈∃∈∀ )(/),(, ϕ : 

zfzfuzufCCLfCu =→=→=∈∃∈∀ )()1(.)(/),(, ϕ  
- ϕ  es lineal: 

Se ha de verificar que ( ) )()(,,),,(, gufzugzfCuzCCLgf ϕϕϕ +=+∈∀∈∀ : 

( ) ( ) )()()1()1()1(,,),,(, gufzugzfugzfugzfCuzCCLgf ϕϕϕ +=+=+=+∈∀∈∀  
- ϕ  es estable respecto a la composición de funciones: 

( ) ( ) [ ] [ ] =====∈∀∈∀ ).1()1()1(,,),,(, cfcfgfgfgfCuzCCLgf ooϕ  

( ) ( )gfgfcf ϕϕ .)1().1().1( ===  

En definitiva, el espacio de Banach ),( CCL  de las funciones lineales continuas de C 

en C es isomorfo al espacio de Banach complejo C. 
 
Teorema: El isomorfismo CCCL →),(:ϕ  es isométrico, es decir: 

)(),,( φϕφφ =∈∀ CCL  

Demostración: 

)(
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Diferenciación: 
Sean B1 y B2 espacios de Banach. Sea 1BM ⊆  un subcojunto de B1 y sea 

2: BMf →  una aplicación de M en B2. Se dice que f es diferenciable en Mz ∈0 sii 

existe una aplicación lineal 21: BB →φ tal que 
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La aplicación 21: BB →φ  se denomina diferencial de f en z0  y se representa por 

Df(z0). 
Se dice que 2: BMf →  es diferenciable en M si es diferenciable en todo punto de 

M. 
Consideraremos en lo que sigue que ambos espacios de Banach, B1 y B2, son el 
espacio complejo C y la función diferenciable es CMf →: , siendo CM ⊆ . 
Si la función f es diferenciable en M, obviamente f es también continua en M. La 
continuidad de la diferencial )( 0zDf=φ  se puede establecer del modo el siguiente. 

 
Teorema 03: La aplicación lineal CC →:φ , diferencial de f en el dominio M, es 

continua, es decir, ),( CCL∈φ . 
Demostración: 
- Sabemos que f es continua y que φ  es la diferencial de f en el dominio CM ⊆ . O 
sea, se cumple que 

10,,0 <<∈∃>∀ rRrε , 2/)()( 0000 ε<−+→<−+ zfhzfrzhz  

10,,0 <<∈∃>∀ rRrε , hhzfhzfrzhz ).2/()()()( 0000 εφ <−−+→<−+  

o sea: )).2/()()()(()2/)()(( 0000 hhzfhzfzfhzfrh εφε <−−+∧<−+→<  

esto quiere decir que 
( ) ( ) εεεφφ <+≤−−+−−+= hhzfhzfzfhzfh ).2/(2/)()()()()()( 0000  

Puesto que huzCuCz ./, =∈∃∈∀ , será )(.).()( huhuz φφφ == , de donde, el módulo 

es z
r

hu
r

hu
r

uhuz εεεεφφ ===≤= ...)(.)(  

Por tanto, por ser φ aplicación lineal: 

continuar
r

zz
r

zzzzrzz φεεεφφφ →=≤−≤−=−→≤− .)()()( 21212121  

En definitiva, φ es aplicación lineal y continua de C en C por lo que, efectivamente, 

pertenece al espacio ),( CCL .        
 
Teorema 04: Si es )( 0zDf=φ  la diferencial de CMf →:  en Mz ∈0  se verifica 

que 

h
zfhzf

h

)()(lim)1()( 00
0

−+
==

→
φφϕ  

Demostración: 
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y siendo )1(.)1.()( φφφ hhh == : 
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Representamos por )(' 0zf al número complejo )1(φ  asociado a la diferencial de f en 

Mz ∈0 . 

 
Teorema 05: Sean CM ⊆  y CN ⊆ dominios abiertos del espacio C, y 

consideremos las funciones de variable compleja CMf →:  y CNg →: . Si f es 

diferenciable en Mz ∈0  y g es diferenciable en Nzfu ∈= )( 00  entonces la función 

compuesta fgl o= es diferenciable en Mz ∈0  y se verifica que 

)().()( 000 zDfuDgzDl = . 

Demostración: 
Por ser diferenciables, las funciones f y g cumplirán: 
 

)())(()()(0
))(()()(

lim 000
000

0
hhzDfzfhzf

h
hzDfzfhzf

fh
θ++=+→=

−−+
→

 

)())(()()(0
))(()()(
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ttuDgugtug

t
tuDgugtug
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θ++=+→=

−−+
→

 

Siendo )(hfθ  y )(tgθ  infinitesimales: 

tthhrtrhr gf εθεθεε ≤≤<<>∃<<>∀ )(,)(,,/0,10,0             [5.1] 
Por el teorema 03, la diferencial de una aplicación entre espacios de Banach es 
continua y, por consiguiente, acotada, por lo que se infiere que existen constantes 

Rba ∈,  tales que  

                      ,))(( 0 hahzDf ≤    tbtuDg ≤))(( 0                                   [5.2] 

por tanto: 

hahhahhzDfhhzDf ff )()())(()())(( 00 εεθθ +=+≤+≤+  

tbttbttuDgttuDg gg )()())(()())(( 00 εεθθ +=+≤+≤+  

y como ε es menor que la unidad, ambas desigualdades se pueden expresar como: 

      hahhzDf f )1()())(( 0 +≤+θ ,  tbttuDg g )1()())(( 0 +≤+θ                         [5.3] 
y la función compuesta fgl o= verifica que: 

( ) ( ) =++=+=+=+ )())(()()())(()( 00000 hhzDfzfghzfghzfghzl fθo  
( ) ))())((())())(()(()())())((( 000000 hhzDfhhzDfuDgughhzDfug fgff θθθθ ++++=++=

Como la diferencial )( 0uDg es lineal: 

))())((())()())(()()()( 000000 hhzDfhuDghzDfuDgughzl fgf θθθ ++++=+  

Es decir: 
)())(()()()( 0000 hhzDfuDgughzl lθ++=+  

donde  ))())((()()()( 00 hhzDfhuDgh fgfl θθθθ ++=  

Veamos que )(hlθ  infinitésimal: 

≤++≤++= ))())((()()())())((()()()( 0000 hhzDfhuDghhzDfhuDgh fgffgfl θθθθθθθ

hba

hhahbhhzDfhbhhzDfhb fff

)1(

)())(()())(()( 00

++≤

≤++≤++≤++≤ εεεεθεεεθεθ
 

por consiguiente, se verifica, para la función compuesta: 
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)())(()()()( 0000 hhzDfuDgughzl lθ++=+  

o sea: 

0
))(())(())(())((

lim 0000

0
=

−−+
→ h

hzDfzfDgzfghzfg
h

oo
 

con lo que se evidencia que es ))(())(( 00 hzDfzfDg la diferencial. 

 
Teorema 06: Sabemos que las funciones continuas en z0, Con(z0), constituyen un 
C-álgebra, es decir, un álgebra sobre el cuerpo C de los números complejos. Se 
verifica que la familia D(z0) de las funciones diferenciables en z0 tiene también 
estructura de C-álgebra y es subálgebra de Con(z0). 
El cociente de funciones diferenciables en z0 es también diferenciable en z0 siempre 
que el denominador del cociente no se anule en ese punto. 
Se verifican para la derivación de funciones complejas las mismas reglas que en la 
derivación de funciones reales. 
Demostración: 
 Trivialmente, se tiene: 

 )(),(, 00 zDgfzDgf ∈+∈∀  

 )(),(, 00 zDfzDfC ∈∈∀∈∀ λλ  

 )(.),(, 00 zDgfzDgf ∈∈∀  

)(/,0)(/)(, 000 zDgfzgzDgf ∈≠∈∀  

Siendo las diferenciales: 
)()())(( 000 zDgzDfzgfD +=+  

 )())(( 00 zDfzfD λλ =  

 )().()().(),)(.( 00000 zDgzfzgzDfzgfD +  

( ) ( ) 2
0000000 )(/)().()().()(/)( zgzDgzfzgzDfzgzfD −=  

Y las derivadas: 
)(')(')1())(( 000 zgzfzgfD +=→=+ φφ  

)(')1())(( 00 zfzfD λφφλ =→=  

)(').()().(')1())(.( 00000 zgzfzgzfzgfD +=→= φφ  

( ) 2
000000 )(/)().(')()(')1())(/( zgzfzgzgzfzgfD −=→= φφ  

 
Una función f(z) derivable en z0  se denomina función entera o función holomorfa. La 
denominación de holomorfa fue introducida por vez primera por dos matemáticos, 
Briot y Bouquet, que fueron alumnos de Cauchy. 
 
 
Desarrollo en serie: 
Dada la serie formal ∑

≥

=
0

)(
n

n
n XaXS de radio de convergencia rS =)(ρ , se dice 

que la función compleja f(z) es desarrollable en serie en el punto z0, si se puede 

definir por la expresión ∑
≥

−=−=
0

00 )()()(
n

n
n zzazzSzf , con rzz <− 0 , lo que 

también es expresable en la forma ∑
≥

−=
0

0 )()(
n

n
n zzazf , );( 0 rzDz∈∀ , donde 

);( 0 rzD es un disco de centro en z0 y radio r. 
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Teorema 07: 
Si la función f(z) es desarrollable en serie en el punto z0, entonces es desarrollable 
en serie en un punto cualquiera del disco );( 0 rzD , es decir: 

Si existen coeficientes ,...2,1, =nan  tales que ∑
≥

−=
0

0 )()(
n

n
n zzazf , );( 0 rzDz∈∀  

entonces se cumple que existen ,...2,1, =nbn  tales que 

),;( 01 rzDz ∈∀ ∑
≥

−=
0

1)()(
n

n
n zzbzf , );( 11 rzDz∈∀ , 011 zzrr −−<  

Demostración 

Si es ∑
≥

−=
0

0 )()(
n

n
n zzazf podemos, por simplificar, hacer un cambio de variables 

para expresar el desarrollo en el origen, de la forma ∑
≥

=
0

)(
n

n
nzazf , obteniéndose: 
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y puesto que la serie ∑
≥

−









0
1

n

kn
n z

k
n

a converge absolutamente, se tiene, llamando 

∑
≥

−
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






=

0
1

n

kn
nk z

k
n

ab : ∑
≥

−=
0

1)()(
k

k
k zzbzf , );0(1 rDz ∈∀ , ),;( 11 rzDz∈∀ con 11 zrr −<  

 
Veamos que si la función f(z) es desarrollable en serie entera en el punto z0, 
entonces existe la función derivada )(' zf  y también es desarrollable en serie 

entera en z0, con igual radio de convergencia. Es decir: ∑
≥

−=
0

0 )()(
n

n
n zzazf , con 

→<− rzz 0  ∑
≥

−−=
0

1
0 )(.)('

n

n
n zzanzf con rzz <− 0 . Enunciamos el teorema de la 

siguiente forma. 
 

Teorema 08: Sea la serie formal ∑
≥

=
0

)(
n

n
n XaXS tal que 0)( >= rSρ  y sea la serie 

formal derivada ∑
≥

−=
1

1)('
n

n
n XnaXS . Si es ∑

≥

=
0

)(
n

n
nzazf entonces: 

a) ).(')('/)('),;0( zSzfzfrCz =∃∈∀  

b) 0)()'( >== rSS ρρ  
Demostración: 
 a) 

- Del teorema anterior sabemos que ∑
≥

−∈∀
1

1
11 ),;0(

n

n
nznarDz converge 

absolutamente. 

- { },);( 11 zrzDz −∈∀  es =
−

−−+
=

−
−

=
∑
≥

1
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1
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1
´)(
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              ∑
≥
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1

1
1)(
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k
k zzb  
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- Puesto que la serie ∑
≥

−−
1

1
1)(

n

k
k zzb converge );( 11 rzDz∈∀ , se tiene que si es  

∑
≥

=
0

)(
k

k
k XbXT , será rT ≥)(ρ .  

- Esto quiere decir que la función ∑
≥

−−=
1

1
1)()(

n

k
k zzbzg es continua en 

);( 11 rzD  y )(')()(lim)(' 1111
1

zSbzgzgzf
zz

====
→

. O sea: 

∑
≥

−==
1

1
111 )(')('

n

n
nznazSzf  

b) De lo anterior, rS ≥)'(ρ . Veamos también que se deduce que rS ≤)'(ρ : 

Si )'(SX ρ< la serie ∑
≥

−

1

1

n

n
n xan converge, y siendo ∑∑

≥

−

≥

≤
1

1

1 n

n
n

n

n
n xanxa se 

tiene que ∑
≥1n

n
n xa es convergente, por lo que rX ≤  y rS ≤)'(ρ  

 
Corolario a los teoremas 07 y 08: 
Toda función compleja de variable compleja que sea desarrollable en serie entera 
en un dominio abierto del plano complejo es indefinidamente diferenciable en dicho 
dominio, pues aplicando reiteradamente el teorema 08 encontramos que 

)() zf n existe y es )()) zSf nn =  
 
Definición de función analítica: 
Una función definida en un dominio abierto D del plano complejo se dice que es 
analítica en tal dominio si es desarrollable en serie entera en todo punto de D. 
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