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Sobre la idea de funcion analitica de variable
compleja

Los problemas mas fundamentales de las disciplinas centrales de la ciencia, analisis
matematico, geometria, mecanica clasica, electromagnetismo, fisica cuantica, etc,
dan lugar a funciones analiticas, esto es, a funciones indefinidamente diferenciables
y desarrollables en serie entera, verificandose que la suma o el producto de
funciones analiticas es también una funcion analitica, y que el cociente de funciones
analiticas es también una funcidon analitica en dominios que no anulen al
denominador. Lo mismo ocurre para la derivada y la integracion de funciones
analiticas, que siempre dan funciones analiticas.

Asimismo, con las obvias restricciones, se verifica también que la inversa de una
funcién analitica es también funcidon analitica, o que también son analiticas
funciones f{z) determinadas por ecuaciones de la forma

S 2(2)f(2) =0
s dV ()
;lk(z).—dzk =0

Es, en definitiva, fundamental el estudio de estas funciones para efectuar un
tratamiento adecuado de los principales problemas que surgen en el desarrollo de
las diferentes ramas de la fisica o de la matematica.

Tratemos de ver en lo que sigue, con algun detalle, en qué consiste la analiticidad
de las funciones complejas de variable compleja.

Introduccion:

Los espacios de Banach son espacios vectoriales normalizados y completos, es
decir, espacios vectoriales sobre un cuerpo que puede ser el de los nimeros reales
o bien el de los niumeros complejos, que estadn dotados de una métrica o norma y
tales que en ellos toda sucesion de Cauchy es convergente.

El cuerpo de los nimeros reales puede ser considerado un espacio vectorial sobre si
mismo, lo mismo que el cuerpo de los nimeros complejos. En ambos espacios
existe una métrica o norma dada por

Vx,yeR,d(x,y):|x—y, ‘v’z,ueC,d(z,u):|z—u|

(El simbolo | | representa el valor absoluto en el caso de los nimeros reales, y el
maddulo en el caso de los numeros complejos)

Y, también, ambos son completos, ya que toda sucesién de Cauchy de elementos
del espacio tiene limite en el espacio. Ambos son, pues, espacios de Banach.

Otro ejemplo de espacio de Banach es el espacio L(B,,B,) de las funciones lineales y
continuas entre dos espacios de Banach, B; y B,. Es decir, se trata del espacio
vectorial de las aplicaciones f:B, — B, tales que si es k el cuerpo de definicion del

espacio vectorial:

a) Va,fB e B,Va,bek, flaa+bp)=af (a)+bf(f)
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b) Ve>0,3re RO<r<1 tal que |z, —z,|<r = |f(z) - f(z,)| <€
La norma en el espacio L(B,,B,) dentro del dominio |z| <1se define por

/1= ‘sglf (2)

Teorema 01: Sea C el espacio de Banach de los nimeros complejos sobre el cuerpo
de los numeros complejos y sea L(C, C) el espacio de Banach de las funciones
lineales y continuas de Cen C. Sies f € L(C,C) entonces se verifica que

VzeC,3ueC/ f(z)=uzeC
Demostracion:

VzeC, f(z)=f(lz)= f()z=uzeC

Teorema 02: La aplicacién ¢: L(C,C) - C tal que Vf e L(C,C),o(f)=f(1)eC es
un isomorfismo.

Demostracion:

- @ es inyectiva:

Bastara probar que para f,, f, € L(C,C)/o(f)=@(f,) = fi=1,:
[o(f) =) > 1) = £,0]=VzeC, fi(2) = i)z A f1(2) = f,(D.2 > f(2) = fo(2) >
- fi=1
- @ es sobreyectiva:
Hemos de probar que Vz e C,3f € L(C,C)/p(f)=1z:
VueC,If e L(C,O)/ fu)=zu—> f(H)=z>¢(f)=z
- @ es lineal:
Se ha de verificar que Vf,g e L(C,C),Vz,ueC, gp(zf + ug): zop(f)+up(g):
Vf.g € L(C,C), Vz,u € C, plzf +ug)=(af +ug)1) =2/ (1) +ug() = zp(f) +up(g)
- @ es estable respecto a la composicién de funciones:
Vf,g € L(C,C),Vz,ueC,p(fog)=(f o)) = fleM)]= fle]= flo)=
= f(hc=fD-gM)=p(/)olg)
En definitiva, el espacio de Banach L(C,C) de las funciones lineales continuas de C
en C es isomorfo al espacio de Banach complejo C.

Teorema: El isomorfismo ¢: L(C,C) — C es isométrico, es decir:

V¢ e L(C,C), |f| =|p(9)|
Demostracién:
|| = sup|g(2)| = [#()
4l - lg|=|p(9)
()] =] D)

Diferenciacion:
Sean B; y B, espacios de Banach. Sea M < B, un subcojunto de B; y sea

f M — B, una aplicacién de M en B, Se dice que f es diferenciable en z, € M sii

existe una aplicacién lineal ¢: B, — B, tal que
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LG = @) -] _

h—0 |h|
La aplicacion ¢:B, — B, se denomina diferencial de f en zy y se representa por
Df(zy).
Se dice que f:M — B, es diferenciable en M si es diferenciable en todo punto de
M.

Consideraremos en lo que sigue que ambos espacios de Banach, B; y B, son el
espacio complejo C'y la funcion diferenciable es f: M — C, siendo M c C.

Si la funcién f es diferenciable en M, obviamente f es también continua en M. La
continuidad de la diferencial ¢ = Df(z,) se puede establecer del modo el siguiente.

Teorema 03: La aplicacién lineal ¢:C — C, diferencial de f en el dominio M, es
continua, es decir, ¢ € L(C,C).

Demostracién:

- Sabemos que f'es continua y que ¢ es la diferencial de f'en el dominio M < C. O
sea, se cumple que
Ve>0,areR0<r<l1,

Ve>0,areR0<r<lI,

Zo+h—ZO|<I"—)|f(ZO +h)—f(ZO)|<8/2
zo+h—zo|<r =>|f(zy+h) = f(z)) - $(h)| < (¢/2)|h]
h<r—(f(zo+h) = f(z)|<€/2) A(f (2 +h) = f(z)) — p(h)| < (¢/2)]h)

esto quiere decir que

6| =[(/ (2 + 1) = (2))=(f(z + )= f(z) —p(W)) S £/ 2+ (e I Dh] < &
Puesto que Vze C,Jue C/z=u.h, sera ¢(z) = d(u.h) =u.g(h), de donde, el médulo

0 sea.

es ()] =[ullp(n)] <[ule = | = Zfun| = £

Por tanto, por ser ¢ aplicacidn lineal:

|z1 - zz| <r— |¢(zl) - ¢(zz)| = |¢(zl - zz)| < £|z1 - zz| <fr=e> ¢ continua
r r

En definitiva, ¢ es aplicacion lineal y continua de C en C por lo que, efectivamente,
pertenece al espacio L(C,C).

Teorema 04: Si es ¢ =Df(z,) la diferencial de f:M — C en z,eM se verifica
que

P(9) = 9(1) = lim f(z+ hz — f(z,)

Demostracion:

|/ (2, + h) —| 2|‘(zo> —g(h)] _ If(zo +h)— ]{(z(g - ¢(h)| INMVICRTE ]{(ZO) () _,
y siendo ¢(h) = (h.1) = h.g(1):

lim f(zy+h) - i (z0) —hg(D) _ %ii%( flzy+ hz —f(z) h.i(l)j 0o

> p($) = (1) = lim Sz + hz - f(z)
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Representamos por f'(z,) al numero complejo ¢(1) asociado a la diferencial de f'en
zyeM .

Teorema 05: Sean M cC y N c Cdominios abiertos del espacio C, vy
consideremos las funciones de variable compleja f:M —->C y g:N—>C. Si fes

diferenciable en z, € M y g es diferenciable en u, = f(z,) € N entonces la funcién
compuesta [/=go fes diferenciable en z,eM y se |verifica que
Dl(z,) = Dg(u,).Df (z,) .

Demostracion:

Por ser diferenciables, las funciones /'y g cumpliran:

o G+ )= £(20) = Df (20)(h)

=0 f(z+ 1) = f(20) + Df (2)(h) + 0, (h)

h—>0 |h|
i £ 20 T WO, g, +1)= glt) + Dl )01+ 6,00

Siendo 0,(h) y 6,(¢) infinitesimales:
Ve>0,0<e<1,3r>0/n<r, 0,(h)| <. |6,()|< £l [5.1]

Por el teorema 03, la diferencial de una aplicacién entre espacios de Banach es
continua y, por consiguiente, acotada, por lo que se infiere que existen constantes
a,b e R tales que

|Df (z))(h)| < a

tH<r,

b

h

. |Dguy)(®)| < bl [5.2]

por tanto:

|Df (29)(h) + 0, ()| < |Df (2,)(W)| + |0, (h)| < al] + &lh] = (a + &)

|Dg(u,)(2) + 0, (1)| < |Dg (1, )(0)| + |0, (1)| < Blf| + £lf] = (b + 2|

y como & es menor que la unidad, ambas desigualdades se pueden expresar como:
[Df (2)() + 0,(h)| < (a+ DJ|, |Dg(uy)t) +0,(1)| < (b + 1] [5.3]

y la funcién compuesta / = g o f verifica que:

Iz +h)=(go )z, +h) = g(f (z,+ 1) =glf (z,) + Df (z,)(h) + 0, ()) =

= gluy + (Df (2)(h) + 0, ()= g (uy) + Dg 1, X Df (z)(h) + 0, () + 0,(Df (2, )(h) + 6, (h)

Como la diferencial Dg(u,) es lineal:

I(zy + h) = g(uy) + Dg(uy) Df (z)(h) + Dg(uy)6,(h)) + 0, (Df (z,)(h) + 6, (h))

Es decir:

I(zy +h) = g(uy) + Dg(uy)Df (z,)(h) + 6, (h)

donde 6,(h) = Dg(uy)60,(h)+0,(Df (z))(h)+6,(h))

Veamos que 6,(h) infinitésimal:

6,()| =|Dg uy)0, () + 0,(Df (z)(Ir) + 0, (h))| < |Dg 1y )0, ()| +|6, (Df (z,)(h) + 0, ()| <

< B0, ()| + &|Df (z,)(h) + 0, ()| < eblh| + £|Df (z, ) ()| + €], (h)| < eb|p| + calh| + £z|] <

<(a+b+1)h|

por consiguiente, se verifica, para la funcion compuesta:

2
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I(zy + h) = g(uy) + Dg(uy)Df (24)(h) + 6,(h)
o sea:

180 NG+ = (g0 ) = De(/ DI IR _
h=>0 |h| B
con lo que se evidencia que es Dg(f(z,))Df (z,)(h)la diferencial.

Teorema 06: Sabemos que las funciones continuas en z,, Con(zg), constituyen un
C-algebra, es decir, un algebra sobre el cuerpo C de los nUmeros complejos. Se
verifica que la familia D(zy) de las funciones diferenciables en zp tiene también
estructura de C-dlgebra y es subdlgebra de Con(z).

El cociente de funciones diferenciables en z; es también diferenciable en z; siempre
que el denominador del cociente no se anule en ese punto.

Se verifican para la derivacién de funciones complejas las mismas reglas que en la
derivacion de funciones reales.

Demostracion:

Trivialmente, se tiene:

Vf.ge€D(z), [+geD(z)
VAeC,Vf eD(zy), Af € D(z,)
Vf.g € D(zy), f.g €D(z)
Vf,geD(z,)/g(z))#0, f/geD(z)
Siendo las diferenciales:
D(f +g)(z,) = Df (z,) + Dg(z,)
D(# (zy)) = ADf (z,)
D(f.g)zy), Df(zy).g(zy) + f(2,)-Dg(z,)
D(f(z,)/ 8(2,)) = (Df (2,)-8(z,) = £ (2,)-Dg(z,))/ g(z,)"
Y las derivadas:
D(f+g)z)=¢—> o) = 1" (2,) + &' (2)
DA )z,) =¢ > ¢(1) = Af"(2,)
D(f.g)zy) =¢ > o) = f'(z,).8(2) + [ (2,).8'(2,)
D(f18)(z)) = ¢ — ¢ =(/"(2)8(z,) — &'(2)-£ (2,))/ g(2,)’

Una funcidn f(z) derivable en z, se denomina funcién entera o funcién holomorfa. La
denominacion de holomorfa fue introducida por vez primera por dos matematicos,
Briot y Bouquet, que fueron alumnos de Cauchy.

Desarrollo en serie:
Dada la serie formal S(X)=ZanX" de radio de convergencia p(S)=r, se dice

n>0
que la funcién compleja f{z) es desarrollable en serie en el punto zj, si se puede
definir por la expresion f(z)=S(z—zO)=Zan(z—zo)” , con |z—zo|<r, lo que
n=0
también es expresable en la forma f(z):Zan(z—zo)”, Vz e D(z,;r), donde
n>0

D(z,;r)es un disco de centro en zj y radio r.
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Teorema 07:
Si la funcion f{z) es desarrollable en serie en el punto zj, entonces es desarrollable
en serie en un punto cualquiera del disco D(z,;7), es decir:
Si existen coeficientes a,,n=1,2,... tales que f(z) = Zan(z —z,)", Vze D(zy;r)

n=0
entonces se cumple que existen b,,n=1,2,... tales que

Vz € D(zg;r), f(2)=) b(z-2)" ,VzeD(z:R), 1<r—|z-z
n20

Demostracion
Si es f(z):Zan(z—zo)” podemos, por simplificar, hacer un cambio de variables

n=0

para expresar el desarrollo en el origen, de la forma f(z) = Zanz” , obteniéndose:

n=0

f(2) :Zanzn :zan(z—z1 +z)" :Zan[(z—zl)-i-z1 Za Z( j(z—zl)k.zln_k =

n=0 n=0 n=0 n=0 k=0
-k 3
3 ) ¥ 2 pord [ il BB
n20 k=0 k>0 n>0 k=0\ n>0

. n —k .
y puesto que la serie Zan( len converge absolutamente, se tiene, llamando

n=0

by _Za ( J ln_k : f(Z):Zbk(Z_Zl)k ,Vz, € D(0;r), Vz € D(z,;1),con r, <r—|21|

n=0 k>0

Veamos que si la funcién f(z) es desarrollable en serie entera en el punto z,
entonces existe la funcién derivada f'(z) y también es desarrollable en serie
entera en zp, con igual radio de convergencia. Es decir: f(Z):Zan(Z_ZO)n , con
n=0
|z—zo|<r—> f'(z)=Z:n.an(z—zo)”‘1 con |z—zo|<r. Enunciamos el teorema de la
n=0

siguiente forma.

Teorema 08: Sea la serie formal S(X) =ZanX” tal que p(S)=r>0 y sea la serie

n=0

formal derivada S'(X) = Z”%XH .Sies f(z)= Zanz” entonces:

nx1 n=0
a) VzeC(0;r),3f'(2)/ f'(z) =S'(2).
b) p(8")=p(S)=r>0
Demostracion:
a)

- Del teorema anterior sabemos que Vz e D(0;r), Zna z'! converge
nxl1

absolutamente.

by +Zbk(2—21)k'—bo
- Yz ED(ZI;I”)—{ZI}, es g(z)= f(2)-f(z) _ n>1 _

z—7z z—7z
k-1
=Zbk(z_zl)

nxl1
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- Puesto que la serie Zbk(Z—ZJH converge Vz e D(z;1;), se tiene que si es

nxl1
T(X):Zkak, serd p(T)>r.
k=0

- Esto quiere decir que la funcién g(z)=) b,(z—z)" " es continua en

nx1

D(z;;n) y f'(z)=limg(z)=g(z)=b=5'(z). O sea:

f1(z)=8"(z)= na,z""

n=1
b) De lo anterior, p(S') > r. Veamos también que se deduce que p(S')<r:
Si X< p(S")la serie Zn|an x""' converge, y siendo Z|an|x" < Zn|an
nx1 nx1 nx1

x" es convergente, porloque X <r y p(S")<r

X" se

tiene que Z|an

nx1

Corolario a los teoremas 07 y 08:

Toda funcion compleja de variable compleja que sea desarrollable en serie entera
en un dominio abierto del plano complejo es indefinidamente diferenciable en dicho
dominio, pues aplicando reiteradamente el teorema 08 encontramos que

f"(z)existey es " =8"(z2)

Definicion de funcidn analitica:
Una funcion definida en un dominio abierto D del plano complejo se dice que es
analitica en tal dominio si es desarrollable en serie entera en todo punto de D.
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