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Ajuste de funciones
Ajuste con polinomios ortogonales

1. Idea de Interpolacion y de ajuste. Soporte y base de ajuste:

Es frecuente encontrar en el analisis numérico funciones y=f(x) definidas por
tablas, de forma que solo se conocen los valores que toman en un conjunto finito
de puntos, xg, X1, ..., Xp-1, Xn:

Xo X1 X2 Xn-1 Xn

Yo Y1 Y2 Yn-1 Yn

Con la necesidad de conocer valores de tal funcidon f(x) en puntos distintos de los
que ya figuran en la tabla.

El problema de la interpolacién consiste en la determinacidon de una funcidon g(x)
que en los puntos de la tabla dada, xo, X1, ..., Xp-1, X, toma los mismos valores,
Yo, Yi,---,¥n-1, ¥n, de la funcidn f(x) tabulada, mientras que en los puntos intermedios
se toman como valores de f(x) los valores que tome la funcidon interpoladora g(x).

Son muchos los fendmenos experimentales que se comportan en ciertos intervalos
como funciones de determinadas variables. Realizando su medicidon en un ndmero
finito de puntos se obtendra una tabla y, al interpolar, una funcidn que describe con
un cierto error el fendmeno tabulado.

Teniendo en cuenta el espacio de las funciones de una variable real y en él, el
conjunto de n+1 funciones go(x), gi(x), ..., gn-1(X), gn(x), de forma que cualquier
subconjunto de las mismas es linealmente independiente, se trata de encontrar un
polinomio generalizado

Pn(x)=Co.go(X)+C1.g1(X)+...+Cp-1.Gn-1(X) +Cn.Gn(X)
tal que
pn(xi)=y;, i=0,1,..,n-1,n

Los puntos Xq, X1, ..., Xn-1, Xn, S€ denominan soporte de la interpolacion, y el error
cometido depende tanto de la base de la interpolacion, las funciones go(x), gi(x),
ey Gn-1(X), gn(x), como del criterio escogido para la determinacién de los
coeficientes ¢y, C3, ..., Ch-1, Cn, del polinomio generalizado p,(x).

Sin embargo, cuando se conoce una base de m+1 funciones

go(x), gi(x), ..., Gm-1(x), Gm(X)

con m<n, es decir, en nimero menor que el nimero de puntos del soporte, el
problema de determinar las p(x;)=y;, i=0,1,..,n-1, n, no tiene solucién, siendo
preciso idear otros métodos y otros criterios de aproximacion. El problema ahora es
el conocido como problema del ajuste de funciones.
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En lo que sigue vamos a obtener como base del ajuste un conjunto de polinomios
que sean ortogonales en los puntos del soporte, y determinaremos los coeficientes
del polinomio generalizado del ajuste minimizando la norma euclidiana del vector
de errores, esto es, del vector definido por las diferencias entre los valores dados
en los puntos del soporte y los valores que en tales puntos toma el polinomio
generalizado.

2. Determinacion de un conjunto de polinomios ortogonales sobre un
soporte dado:

Dos polinomios, pj(x) y pk(x), de grados respectivos j y k, se dicen ortogonales
en el soporte {(xo,yo),(xl,yl),...,(xn,yn)} sii se verifica que
0,si j=k

(x).p,(x)=0., = , 1=01..,n
;pl( z)pk( 1) Jk LSl-j:k

Consideremos los m+1 polinomios, ortogonales en los puntos del soporte dado

o, =) )P )

de expresiones:
J
P(0= D Byxs j=0,L.m
k=0
esto es:
po(x) = /D)Qoxo
pi(x) = /3)10x0 + ﬁuxl

p,(x)= /3’20x0 + [3’21)61 + [3’22)62

0 1 2
pm('x)=ﬁmox +/3m1x +ﬁm2x +...+ mm'xm

. . 0 1 -1 .y . .
- Sidespejamos lasx ', x ,...,x",x"en funcién de estos polinomios
obtendremos expresiones de la forma
j

x/ = zajkpk(x), j=0,1,..,m
0 sea. )
X" = gy (%)
X' = po(x) + oy, py ()

x* = QP (X) + 0y py(X) + ayy p, (X)

m-1

X = am—10p0 (x) + am—llpl (x) +...+ am—lm—lpm—l (x)

xm = mOpo(x)+am1pl(x)+"'+ammpm(x)

gue podemos escribir en forma compacta asi:
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j-1
x’ =a_1.1.pj(x)+20;jkpk(x), j=0l,...m [2.1_1]
=0
y en cada punto x,, i =0,l,...,n, del soporte se verifica que
Jj-1
x! =0(Iipj(xi)+2ajkpk(xi), j=0l,...m [2.1_2]
=0

- Si elevamos al cuadrado y sumamos respecto a i

2 x/ 2( jjp,(x)"'; jkpk(x)) 2( /jpj(x) Z(EQJkpk(x))
+20!,-,-2(Pj(x,-)2ajkpk(xi))

Teniendo en cuenta que se trata de polinomios ortogonales en los puntos del
soporte, sera:

Y pix)=1 j=0L..,m
=0

g(gajkpk(xi))z = ggafkp,f(xi) = gaz
2,3 p/)F ()] -0

con lo que resulta:
Jj-1

n 2 2
§-ci g
p =0
n J-l
2 2 7
=2X,- / -Zajk J=0L...m [2.1_3]
i= =0

- Si multiplicamos [2.1_2] por el polinomio ortogonal p,(x;)y sumamos

o bien

respecto a i:

n ) n n [j-1
injph (xi) = Zajjpj ('xi)ph (xi) + 2 (Eajkpk (xi)ph ('xi))a Jj=0l,...,m
= = =0\ 120

por lo que
Exl.jph(x,.)=0+ajh, j=0,1,...mh=01,..,m
i=0
Entonces
a;, = Exl-.jph(xi), j=01..,m; h=0,,..,m [2.1_4]
=0

- Sien[2.1_1] despejamos pj(x) se tiene

1 . ‘
pj(x) = a_(xj - Zajkpk(x))s ] = 0519'”9m [21_5]
W] =0
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La expresion recurrente [2.1_5] establece la dependencia de un polinomio
cualquiera, pj(x), de todos los polinomios de grado inferior, po(x), p:(X),...,pj-1(X),
que podemos determinar calculando las constantes a; y aj que figuran en la
misma, usando respectivamente las expresiones [2.1_3] y [2.1_4]. Veamos a
continuacion como ir determinando todos los polinomios ortogonales desde estas
expresiones.

mm=iktz%mm]

Ay

mmrLF—g%m@]

ay
1 5 2-1
py(x)=—|x" - Eazkpk (x)
Ay =
1 m-1
pm(x) = |:‘xm - ;amkpk(x)jl
amm =0
Calculamos las constantes de forma sistematica, usando [2.1_3] vy [2.1_4].

- Polinomio po(x):

X' - 02;%1{19/{ (x)]

Puesto que el sumatorio es nulo, calculamos, usando [2.1_3]:
n 0-1 n

a§0=2xl?'0—2a§k=El—0=n+1—0=n+lea00=1/n+1
= =

i=0

@)= —

Ay

o) =

00

0_0-1 B il 1
X Z)O[Okpk(x)]_\/m[l O] Jntl

Por tanto queda:
1

Po(x) = m

[2.1_6]

- Polinomio p;(x):

Py ()= i[x‘ -, (x)

all k=0
usando [2.1_4]:

= L[x QP (X)]

all

n 1 n
a, = inlpo(xi) =7 D)X

n+1 =
usando [2.1_3]:

n 1-1 n 0 n n 1 n
2 2.1 2 2 2 2 2 2
Cu= D)X = D0 = DX = DA = )X —Gy= )X = Jnil N
= =0 = =0 = iz n+1 =
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2

=2x?—L(2xi) -
£ n+l\ &

1 I & 1
pl(x)=a_n[x_al°p°(x)]=\/n 1 ( )2 [x_\/nni= NPT

P
“ n+l

Resulta por tanto:

1 1 &
pl(x)= > X = X;
n 1 n n+1[=
53

< n+1

- Polinomio px(x):

1 « 1
D, (x)=— x* - Eazkpk x)|= _[x2 = Ay Py (X) =y p, (x)]
Ay k=0 Q)

usando [2.1_4]:

n n
1
2 2
a =Ex,p (x.)=—Ex4
20 i O\ i
i=0 vn+1 3
n n n
2 X. 1
a21=2‘xipl(xi)=2 . X= Exi
. : n n 2 n+1+
i=0 i=0 ) 1
X, ——— X;
pare n+1\<
usando [2.1_3]:
n 2-1 n n
2 22 2 4 2 2 4 2 2
a22=2xi _Ea2k=2xi TOy =Gy Ay = Exi — Oy — Uy
i=0 k=0 i=0 i=0

En definitiva, se obtiene, en funcion de a,, y a,,:

1

p2(x) = -
4_ 2 2
\/Exi O~y

-0

Siguiendo con el proceso, el ultimo de los polinomios del conjunto, p, (x), tendria

[x2 - Cfzopo ()C) - 0521]91 ()C)]

[2.1.8]

una expresion analoga:

P = X = 1y () = Oy (X) == Py ()]
o

mm
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3. Un ejemplo numérico de obtenciéon de polinomios ortogonales en un

soporte dado:
Consideremos el soporte constituido por los 4 puntos del plano siguientes:

{(-1,-D,(1,1,(3,2),(4,D}

Y obtengamos un conjunto de tres polinomios, p,(x), p,(x), p,(x), que sean
ortogonales en tales puntos:

- Polinomio p,(x):
De [2.1_6]:
1

() = -
Po Jn+l f3+1

_1
2

- Polinomio p,(x):
De [2.1_7]:

Xi— 'xi
; n+1 ;

3 3 3
Yx=-1+1+3+4=7, ¥ x' =1+1+9+16=27, ¥ x/ =1+1+81+256 =339

i=0 i=0 i=0

P - 1 {x— ! x]
\/n 5 1 (n )2 I’l+1[=

y siendo en este ejemplo:

sera:

7]_ 2 7

1
’”1(”‘—@/2[*2 NENENG

- Polinomio p,(x):

De [2.1_8]:
1 2
Py (X)=— [x _a20p0('x)_a21pl(x)]
\/Ex?_ago a;l
i=0
y siendo:
3
Oy = : Exlz =2
n+1“ 2

-0

oy = 3 () =1 py =D+ 1p, () + 3., (3) + 42 p,(4) =

i=0

11 3 45 144 175

2459 2459 2459 2459 2459

729 30625_6368  _ [6368
236 236 2\ 236

3
2 42 2
Oy = E'xi — 0y =0y =339 -
i=0
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wp DL 2 A5 2 7 ] 175 1225
2P0 224 “b 205914597 2059 597 236

por lo que

e ()= pr () = 27 175 1225 700 368
2P0 21 4 597 23 236 236

se tiene, al sustituir:

(x) = 236 [xz 700 368} /236 700 /236 x—368 /236
b2 6368 236 6368°  236\6368 236\ 6368

4. Ajuste con polinomios ortogonales:
Sea la funcion de ajuste o polinomio generalizado dado por la combinacion lineal de
los polinomios ortogonales en el soporte dado:

m

() = Y cp(x)

k=0
y consideremos el valor de estos polinomio en cada punto, x;, i=0,1,...,n, del
soporte:

p.(x;), k=0,1,...m; i=0,1,...,n

cumpliéndose, obviamente, la condicion de ortogonalidad:

0 (sij=k)

\ (x.). )=0, =
;p,<x,)pk(x,> T P

Sea ¢, el error cometido al ajustar mediante la indicada funcién Q(x) en x=x;:

ei=yl.—Q(xi)
y consideremos el vector de los errores e=(e,e,,...,e,), cuya norma euclidiana
e 2 2 2 2
verifica |e[ =¢f +e; +...+e; .

Como pretendemos que tal norma sea minima para la funcion de ajuste O(x)
imponemos la condicién de derivada nula respecto los coeficientes ¢, introducidos

en su construccion:

n

e 0 (&, 0 P 5
<9|_c‘[=a_q(§€i)=9_q§( -0(x))’ ;acj( -0(x))’ =§(i_Q(xi))a_cj(yi_Q(xi))=

n

=22(yi ;)Ckpk(x)) (1 ;Ckpk(xi))=—;2(yi—chpk(xi))pj(xi)=

- —22 Y0, () + 22 ?, (x,.)g D (x,) =2¢, - 22 y,p0,(x,) =0
i= i= =0 i=
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de lo cual

c; = 2y,.pj(xl.) j=0,1,..,m
Y la funcién de ajuste es

m m

Q(X) = C;p; (‘xi) =

J

(2y,-p_, <xi))pj () j=0m

7=0
Ejemplo numérico de ajuste con polinomios ortogonales para el soporte del anterior
ejemplo

Soporte:

{(-1,-D,(1,1,(3,2),(4,D}

Base: Sean los polinomios ortogonales encontrados en el ejemplo del apartado 3.:

(P p . py) =] b 2o T [236 2 700 [236 368 |36
o 2°J597 2J59°V6368" 236V 6368 236\ 6368

Aproximando estos polinomios hasta la cuarta cifra decimal:

py(x) = % = 0'5000

~0'2603.x-0'4556

(x)_ix_L
P 59" " 359

p,(x)= 236 x’ - 700 / 236 x- 368 | 236 ~0'1925x* -0'5710x-0'3001
6368 236 \ 6368 236 \ 6368

La funcion de ajuste:

O(x)= > ,p(x)=c,po(x)+ ¢, p(x)+c,p,(x)

k

Coeficientes de la funcion de ajuste:

3
Co = D ViP5 =YoPo (%) + MPo (%) + Y226 (%) + Y3po () = =1.1/2+1.1/2+2.1/2 +

i=0

+1.1/2=3/2 =1'5000

3
6= Eyipl(xi) =YoP1 (X) + Y12, (X)) + ¥, 00 (X,) + 3, (x3) = _1'(0'2603*(_1)_0'4556)"'

i=0

+1.(0'2603.1—0'4556)+2.(0'2603.3—0'4556)+1.(0'2603.4—0'4556) =1'7538

3
¢, = EJ’;Pz (X)) =Yy P2 (X)) + Y2, (X)) + ¥, 2, (X)) + ¥ p, (X3) =

i=0

=—1 .(0'1925(—1)2 —0'5710(—1)—0'3001)+1 .(0‘1925.12 ~0'5710.1 —0'3001)+
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+2.(0'1925.3>2 —0'5710.3—0'3001)+1.(0'1925.42 —0'5710.4—0'3001) --1'2073

Resultando para la funcion de ajuste:
2

Ox)= Eckpk (x)=cypo(X)+¢,p,(x)+c,p,(x)=1'5000.p,(x) +

k=0

+1'7538.p,(x)=1'2073p, (x) = 1'5000.1/2 +1'7538.(0'2603.x - 0'4556) -
~1'2073.(0'1925x* = 0'5710x-0'3001) =

=[0'7500 +1'7538.(-0'4556) + (-1'2073).(-0'3001)] +

+[1'7538.0'2603 + (~1'2073)(=0'5710)].x + [(~1'2073)(0'1925) ] .x* =
=0'3132+1,1458x - 0'2324x>

Imagen grafica:

'
S

Q(x)=0'3132+1,1458x - 0'2324x’

5. La medida de la aproximacion en el ajuste con polinomios ortogonales:
El ajuste es tanto mas aproximado a la funcién que definen los puntos del soporte
cuanto menor es la norma euclidiana del vector de errores. La determinacion, pues,
de dicha norma nos permite saber el grado de aproximacion del ajuste realizado:

2 n n m n n m n m
|e| = 261.2 = Z(yi - Ecjpj(xi))z =2yi2 _ZZyizcjpj(xi) + chjckpj('xi)pk('xi) =
iz iz 720 iz = 720 =0 720

1
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= 2)’1‘2 _ZECJ' Zyipj(xi)-l- 26’]2 = 2)/1-2 —22012- + 20}2 = Zylz —20}2.
i= Jj=0 i= i= i= = i= = =

En definitiva:

m

2 C 2 2
|€| =Ey,» _Ecj
i=0

i=0
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