Aplicaciones de ecuaciones diferenciales

de primer orden

José Jesus MENA DELGADILLO
Introduccion.

En ciencias exactas, naturales, sociales y administrativas existen una gran
variedad de problemas que, cuando se formulan (modelan) en términos
matematicos requieren la determinaciéon de una funcion, la cual debe de debe
satisfacer una o varias ecuaciones que contienen derivadas de la funcién. Tales
ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales. Sin duda en diversos campos
del conocimiento se desea describir el comportamiento de algun sistema o
fendmeno en términos de razon, o tasa de cambio de una o mas variables de una
funcidn dada. En otras palabras el modelo matematico frecuentemente consiste en
una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales.

Tipos de ecuaciones diferenciales
a) Ecuaciones diferenciales elementales.

Las ecuaciones diferenciales elementales consisten esencialmente en encontrar la
funcién primitiva que dio origen a la ecuacion diferencial, es decir, determinar las
relaciones entre las variables y constantes de la ecuacién.

Las condiciones que debe cumplir una ecuacion diferencial para ser resuelta se
satisfacen por los teoremas de existencia y unicidad.

Supongamos que se tiene una funcion de la forma: y’=g(x, y) en donde se
satisface:

a) La funcién g (x, y) es continua en la regién % de puntos (x, y).

b) W existe y es continua en todos los puntos en N . En donde se admiten
y

infinitas soluciones de la forma: f (x,y,C)=0 siendo C una constante arbitraria,
tal que para punto de N pasa una y solo una curva de la familia de curvas



f(x,y,C)=O. Siendo C una constante arbitraria, en donde por cada punto de%
pasa una y solo una curva de la familia 1 (x, y,C) = 0.

Una solucion particular de la ecuacion diferencial se obtiene de la funcidn primitiva
dando valores definidos a las constantes arbitrarias.

Geométricamente, la primitiva de la ecuacion diferencial corresponde a la
ecuacion de una familia de curvas y una solucion particular es la ecuacion de una
de las curvas. El conjunto de estas curvas se denominan Curvas integrales de la
ecuacion diferencial.

La primitiva de una ecuacién diferencial se denomina la solucion general de la
ecuacion.

Ejemplo 1.
Sea la ecuacion deferencial.

3
d Y}(x) _ o
d x
Mostrar que la funcién primitiva es de la forma:
Y(x)=Ax2 +Bx+C

En donde: A, By C son valores de constantes arbitrarias.

Solucién.
dY(x)_ 2Ax+B
dx
2
dY (x) _ o4
d x*
Finalmente:
' (x)_
dx’

Observe que la familia de curvas solucién corresponde a un conjunto geométrico
de parabolas.

Ejemplo 2.



Sea la ecuacion deferencial.

y? (x)(‘”(x))2 + Y (x)=r>

d x
Mostrar que la funcién primitiva es de la forma:
(x - C)2 + Yz(x)= r’
En donde: C y r son valores de constantes arbitrarias.

Solucion.

Derivando con respecto a la variable x, la funcion primitiva, resulta:

2(x—C)+2Y(x)[dY(x)]=0

d (x)

Es decir:

Sustituyendo la expresion anterior en la funcion diferencial, resulta:
(x—C)2 +Y? (x)=r2

Es decir, la funcién primitiva de la ecuacion diferencial tiene la forma de una
familia de circunferencias en el plano x-y. Con centro en los puntos (C,0) y radio r.

b) Ecuaciones diferenciales de primer orden y primer grado.

Una ecuacion diferencial de primer orden y primer grado se pueden escribir de la
forma:

M(x,y)dx+ N (x,y)dy =0
Ejemplo 1.

Sea la ecuacion deferencial:



dy y+x_
dx y-x

Muestre que la ecuacion anterior es una ecuacion diferencial de primer orden y
primer grado.

Solucion:

La ecuacion diferencial se puede expresar de la forma:
dy(y—x)+dx(y+x)= 0
Que corresponde a la forma de la definicion, en donde:
M(xy)=y+x y  Nlxy)=y-x
Ecuaciones diferenciales exactas.

Considere la ecuacion:
W (xy)=C (1)
En donde: C = Constante, para la funcién W (x, y) diferenciable.

Derivando (1) se obtiene:

d d d dy d
Sy y)=" W ZW(ny) L ="(c)=0
o P ley) = W (ey)e W y) o (€)

d d d dy
4yl @ g 4y )Y 20
z (x,») : (x,)+ p (x,) z

G W)= () LW ley)y =0

d :
S ley)=w (oy)e v, (vy)y =0
Si: W (x,y)=M (x,y) y ¥, (x,»)= N (x,»), entonces la ecuacién (1) toma la forma:

M (x,9)+ N (x,y)»' =0 2)

M ey Nxp)y' = S Wr)s W )y = LW (xglx)=0



De manera que: ‘I’[x, ¢ (x)= y]= Constante, en cuyo caso se dice que la ecuacion
(2), es una ecuacion diferencial exacta.

La ecuacion (2) también suele escribirse de la forma:
M(x,y)dx+N(x,y)dy= 0

La ecuacion diferencial que tiene la forma anterior se conoce como una ecuacion
diferencial simétrica.

Ejemplo 1.
Resolver la ecuacion diferencial:
2xy” dx +3x°y* dy =0

Entonces:

En donde: C1y C, son constantes.
Ejemplo 2.
Resolver la siguiente ecuacién diferencial:
yeosxdx+ 2xe’ de+senxdy+x’ e’ dy+2dy=0
Entonces:
(yeosx+ 2xe’)dc+(senx+x" e +2)dy=0
Es decir:
M(x,y)=ycosx+2xey , N(x,y)=senx+x2ey+2

Dado que:



M, (x,y)=cosx+2xey , N, (x,y)=cosx+2xey
Es decir:
M, (x,y)=N, (xy)
Por lo tanto la ecuacion diferencial es exacta.

Dado que:
lpx (xay)=M(x’y) > lPy (x’y)=N(x’y)

De la primera expresion:

v (xay)=fM(x,y)dx=f(ycosx+2xey)dx=ysenx+x2+h(y)

Ahora:
v, ()c,y)=senx+x2 e’ +h (y)=senx+x>e +2
Entonces:
h(y)=2
h(y)=2y
Por lo tanto:

W(x,y)=ysenx+x’e’ +2y+C
En donde C es una constante.
Ejemplo 3.
Mostrar si la siguiente ecuacion diferencial es exacta:
(33 +2x)+ (x+37) ' =0
Entonces:
M (x.y)= 3x*+2xy , N (x.y)= x+y°

M, (x.y)=2x , N, (x.y)=1



Dado que:
M, (x.y)= N, (x.y)
Por lo tanto:
La ecuacion diferencial No es exacta.
Factores integrantes.
Considere una ecuacion diferencial de la forma:
M(x.y)dx+N(x.y)dy=0 (3)

Si la ecuacion diferencial (3) No es exacta, entonces trataremos de elegir una
funcion: u (x,y) de tal manera que la ecuacién diferencial (3) sea exacta; es decir:

u (6 y) (M (x.y)de+ N (xy)dy) =0 (4)
u (x, y): es el factor integrante.

Ahora la ecuacién diferencial (3) es exacta si satisface:

(uM), =(uN), (5)
Entonces:
UM, +u, M=uN, +N g,
Es decir:
My, -Nu, M+uM,-N,)=0
Considerando  que  u=u(x),  entonces: (u(x)N), =u(x)N, y
(u(x)N), =u(x)N, +N d;xx por (5), resulta:

w ()M, = (), + 5 410

Resolviendo la ecuacion anterior resulta:

ﬂ(x)[My—Nx}= d u(x) ©)

N dx



A partir de la relacion (6) se puede calcular la funcién: u (x)

Ejemplo 1.

Verificar que u (x,y)= ! es un factor integrante de la ecuacion diferencial y
X

2
resolver la siguiente ecuacion diferencial:

(yz+xy)a’x—x2 dy=0
Solucion.
Hay que mostrar que la ecuacion diferencial No es exacta.
Dado que M (x,y)=y*+xy , N(xy)=-x
Entonces:

M, =2y+x=N =-2x
Por lo tanto efectivamente la ecuacidn deferencial No es exacta.

Ahora considerando la funcién correspondiente al factor integrante de (4), resulta:

xlz ((y2+xy)dx+(—x2)dy)=0

Entonces:
1 1
(+)dx—xzdy=0
Xy y
1 1 X
DadoqueM(x,y)=—+— , N(x,y)=——2.
Xy y
Por lo tanto:

Dado que My=—L , N, =—-—-.

Es decir. u (x,y) _ Es un factor de integracion de la ecuacion diferencial.
X

3

Resolviendo la ecuacion diferencial exacta con el factor integrante, resulta:
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Dado:

M(xay)=7lp(x’y) » N(x,y)_—lp(x,y)

Sustituyendo:

(1+1)=d1p(x’y)

x y) dx
Entonces:

(11 X

‘P(x,y)=f(+)dx=Lnx++g(y)
X oy y

Considerando la condicién para N (x, y) resulta:

d ,
N(x,y)=dy‘1‘(x,y)=—;z+g (v)

Dado que N (x,y)= - .
y

Comparando, resulta:
g (v)=0
Entonces:
g (y) = Constante.

Por lo tanto la solucion de la ecuacion diferencial es de la forma:
W (x,y)= Ln \X\ T C para x=0,y=0,C=Constante.
y

Ejercicio 2.

Encontrar un factor integrante de la ecuacion diferencial:

(3xy+y2)+(x2+xy);{i:=0

Solucion.



Dado que M(x,y)=3xy+y2 y N(x,y)=x2 +X .
Entonces:

Dado que:

M},—Nx=3x+2y—(2x+y) X+y 1

N x4+ xy x(x+y) X

Sustituyendo en la expresion (6), resulta:

1 d
u (x) 1_gaHu (x)
X d x
Resolviendo para u (x) resulta:
u(x)=x

Verificando (5) para que con el coeficiente 1 (x) la ecuacién diferencial es exacta.

1M (52)+ ()N (o) 2 =0

Sustituyendo:

(3 x2y+xyz)+(x3 +x2y);l,y=0
x

Dado que en este caso: M (x,y)=3x> y+xy> y N(xy)=x'+x>y.
Entonces:

M, (x,y)=3x2+2xy y N, (x,y)=3x2 +2xy.

- 1 o .
Por lo tanto con el coeficiente u (x)=~ la ecuacion diferencial es exacta.
X

Resolviendo la ecuacion diferencial.
M(x,y)=3xy+xy2 =lpx (xay)
X 2

‘P(x,y)=f(3x2y+xy2)dX=yx3+xzy2+g(y)
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Ahora:
M, (x,y)=3x2 +2xy Yy N, (x,y)=3x2 +2xy

Dado que W, (x,y)= N (x,») entonces g’ (y)=0 = g (y)=Constante..
Por lo tanto la solucion de la ecuacién diferencial, es:

3 1 2 2

‘P(x,y)=x y+5x vy +C
En forma equivalente:
3 1, 2 _
xy+—-x y =C,

2

Ecuacion diferencial Homogénea.

Una ecuacion diferencial de la forma:

Z} 7 (x.) @)

Es homogénea siempre y cuando la ecuacion diferencial se pueda expresar de la

forma:
Q= F(y) (8)
d x X
Ejemplos:
d T42x ’
o 203
d x X X X
1+(2
d X+y X
b)—y=Lnx—Lny+ =Ln—+
d x X—-y y (¥
()

Si la ecuacion diferencial es homogénea, entonces se realiza la siguiente
transformacion:

11



y=xv (©)

De manera que la ecuacion diferencial (8) se transforma en:

d
Y _F©v) (10)
d x
Derivando (9) se obtiene:
ay_.dv
d x X

Considerando (10) y la ecuacion diferencial anterior, resulta:

dv

F(v)=x=""+v (11)
d x
Por lo tanto:
dx= dv (12)
X F(v)—v
Ejemplo 1.

Resolver la siguiente ecuacién diferencial:

dy_y2+2xy

dx x’

Dado que es una ecuacion diferencial homogénea.

() ()

Dado que:
dy
——=F\v
S o)
Entonces:
LAY
dx
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Desarrollando:

dx dv dv 1 1
=— = =dv|-—-——
X VvVi+2v-vy v(v+1) v v+l
Finalmente:
dx /1 1
= (l-=——-1d
fx f(v v+1) Y
Resolviendo:
Ln‘x‘=LnM—Ln‘v+l‘—LnC
)
Cxo v1= xX) _ vy
v+ (y)+l V+Xx
X
Por lo tanto:
_ Cx*
¥ 1-Cx

Aplicaciones de ecuaciones diferenciales de primer orden
Ejemplo1

Un lago de 10° m’ha sido contaminado con una sustancia toxica. Un rio atraviesa

el lago con una velocidad de flujo de agua no contaminada de Dado que
3
20 OOOn;l. La fabrica contaminante a un costado del lago arroja la sustancia

toxica a razéon de 0.01 khg

a) ¢ Escriba la ecuacion diferencial de la masa de la sustancia toxica en el lago?
b) ¢ Escriba la solucion de la ecuacion diferencial?

c) ¢ Cuanta sustancia toxica contendra el lago eventualmente?

13



Solucion:

a)
d " (t) = Tasaentrada - Tasasalida = TE - TS
dt
Dado que:
T, =001 %8
h

T, = (Velocidad del flujo de agua saliente) (Concentmcién de agua téxica).

h 10° m®

3
YEpM%meg)ﬂm%

Sustituyendo en la ecuacion diferencial, resulta:

dm(t) o100
dt
b)
de)=om-002m=002(M”-m)
0.02

Haciendo un cambio de variable: z = 0.5 - m entonces, resulta:

d"40=002&)
dt

dz _dm()
dt  dt

Entonces:

E=—0.022
dt
E=—0.()2alt

14



Integrando:

de t
f—=—0.02fdt
zZ

Resolviendo:
Inz=-002¢t+C
7 = e—0.02t+C — e—0.02 C1
Sustituyendo el valor de z, resulta:
05-m=e""" C
Por lo tanto:
m(t)=e*?" C -0.5
Por condiciones iniciales, si t = 0, resulta:

m(t=0)=e*2® C -05=C -0.5

Ahora: Considerando m (t=0) = 0, entonces:

0=C -05
C =05
Finalmente:
m(t)=0.5-0.5e"
c)

Si: t = « en la ecuacion diferencial anterior entonces, resulta:

m=05-05e"2=*) _05
Por lo tanto:

m=0.5kg

15



Ejemplo 2.

El Isotopo radiactivo Torio 234 se desintegra con una rapidez que es proporcional
a su cantidad presente. Si 100 mgr de este material se reduce a 82.04 mgr en una
semana. ¢Encontrar la relaciéon entre la cantidad del material en términos del
tiempo?

Encuentre el tiempo que debe de transcurrir para que la masa de a sustancia
tenga la mitad de su valor original.

Solucion.

La ecuacion diferencial que describe el fendmeno es:

a9 _

-K
dt Q

Entonces:

QdQ t
49 _ K (d:
Io="%J

t,=0

Desarrollando:

Por lo tanto:
0=0,¢"
Por condiciones iniciales Q (t=0) = Q, = 100 mgr. y Q (t=7dias) = 82.04 mgr.
Para determinar K:
82.04 =100 ¢

82.04 _ o K0
100

Ln 0.08204

=0.02828 dias = K

Finalmente:
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Q (t) -100 e—(o.ozszs)z
El tiempo de vida media esta dado por:

Qf(’f) —e" (0.02828) 1

0,
Se satisface:
0)_1
0, 2
Sustituyendo:
l _ e- (0.02828)1%
2

Desarrollando:

L (2
t, = L) =24.5 dias.
/5 0.02828

Ejemplo 3.

100 gr de azucar que estan en agua se convierten en Dextrosa a una velocidad

que es proporcional a la cantidad que aun no se ha convertido. ¢Encuentre la

ecuacion diferencial que exprese la velocidad de conversidon después de t

minutos?

Solucion.

Sea: ¢ (¢) la cantidad de gramos de aztcar convertidos en Dextrosa en t minutos.

La cantidad de gramos de azucar no convertidos en Dextrosa en un tiempo t esta

dada por: (100 - ¢ (¢))

Entonces, la velocidad de conversion de azucar en Dextrosa es:

dqt)

o, = K(100-4()

En donde K, es una constante de proporcionalidad.
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Ejemplo 4.

Una particula de masa m se mueve a lo largo de una linea recta (Eje X) estando
sujeta a una fuerza que es proporcional a x, desde un punto fijo O y una fuerza
resistente proporcional a su velocidad. ;Expresar la fuerza total que actua sobre
la particula?

Solucion.

La primera fuerza que actua es: F, = K| x

La segunda fuerza que actuaes: F, =-K, v

Por lo tanto la fuerza total que actua sobre la particula es:

F,=F +F,=K x-K,v

Es decir:

Nota: La anterior expresion corresponde a una ecuacion diferencial ordinaria de
segundo orden y primer grado.

Ejemplo 5.

Considérese un tanque cilindrico en el que el area de su seccion transversal es
una constante A, y tiene un orificio en que el area es una constante a. El pequefio
orificio se tapa y el tanque se llena hasta una altura h. Cuando se retira el tapon, el
agua se empieza a salir por el orificio. ¢ Determinar la altura h (t)?

Solucion.

La diferencia de presion entre la parte superior e inferior (A P) esta relacionada
con la ecuacion de Bernulli dada por la expresion:

18



L
AP=—pv
2/0

En donde p corresponde a la densidad del agua y v es la velocidad.
La diferencia de presion también se puede escribir de la forma:
AP=pgh

En donde g corresponde a la aceleracion de la gravedad y / es la altura del nivel
de agua.

Combinando las dos ecuaciones anteriores, resulta para la velocidad con la cual
sale el tanque:

v=.2gh

La velocidad del flujo esta dada por:

dV=—av=—aJ2gh

dt
Dado que:

av._,dn
di di

Sustituyendo en las dos relaciones anteriores, resulta:
dh
AE—=—aJ2gh
t
Finalmente la ecuacién diferencial anterior se puede simplificar de la forma:

ah__k
dt

En donde, K es una contante dada por: K = 24/2 g

Ejemplo 6.
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Determinar el modelo que explica el crecimiento de poblaciones en condiciones
ideales en el desarrollo de la poblacion.

Solucion.

El crecimiento de una poblaciéon de individuos es proporcional a su poblacién
actual, es decir:

d P(t)
dt

=K P(t)

En donde, K es una contante.

Considerando restricciones limitaciones del crecimiento debido a la disponibilidad
de recursos, espacios, guerras, etc.

Sean: M la poblacion de maxima capacidad de poblacion y desarrollo y (M-P)
representa la diferencia entre el maximo desarrollo de la poblacion del total de la

(- P)
M

poblacion actual. El término corresponde a la razén de desarrollo.

Por lo tanto

dP_KP@M-m

dt M

Separando variables de la ecuacion diferencial, resulta:

dP K

PM-P) M
Por fracciones parciales se simplifica el término de la izquierda de la ecuacién
anterior:

A2
M-P

1 4,
——= — +
P(M-P) P

Desarrollando:

1=A4 (M-P)+ A, P=A M+P(4,-4)
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En donde se satisface:

Es decir:

1 1 1

P(M-P) MP MM-P)

Sustituyendo en la ecuacion diferencial:

L e By
M\P M-P M

(1+ ! )dP= Kdt

P M-P
Integrando:
P 1 1 t
f —+ dP = K fd t
P -P
Entonces:

Simplificando:
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Finalmente:

Ejemplo 7.

Al sacar un pastel del horno, su temperatura es de 300° F. Después de 3 min es
de 200° F. ¢ En cuanto tiempo se enfriara hasta la temperatura ambiente de 70°F?

Solucion.

La razén con que cambia la temperatura de un objeto es proporcional a la
diferencia entre su temperatura y la del medio que le rodea, que es la temperatura
ambiente. EI modelo que explica esta fenomeno es la Ley de enfriamiento de

_ M
1+C, e *'

Newton, dado por la siguiente expresion:

Dado que:
Tmn=70

Es decir:

Integrando:

Simplificando:

Por condiciones iniciales:

dT
37=KH—Q]
T _pay
T-70

T dT t

J7 50K 4!

Ln|T-70 =K1+C,

T(t)=70+C, e~
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T(=0)=300 y T(r=3)=200

Entonces:
T(t=0)=70+C, =300
Por lo tanto:
C4=300-70=230
Ahora:
T(r=3)=70+2305® =200
Resolviendo:
oK = 200-70 _ 130 056
230 230
Lne*® =Ln0.56 = -0.579
k=""""__0193
Finalmente:
T (t)=70+230 1"
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