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Aplicaciones continuas entre espacios
topologicos

Introduccion:

En lo que sigue intentaremos establecer la idea de funcién continua entre espacios
topoldgicos, considerando que toda aplicacién del espacio topolégico (A4,7,) en el

espacio topoldgico (B,T;) induce aplicaciones entre los conjuntos de las partes de

ambos espacios, f:p(A)— p(B) y f':p(B)— p(4) que conservan las uniones,
las intersecciones y la diferencia de partes:

VM, € P(B),VN, e P(4),keK :
S VARV A UmJ-us)

f-‘[kQMkJ: Qf‘l(Mk) f[keKNk} k@f(zvk)
f_l(Mk _Mj)zf_l(Mk)_f_l(Mj) f(Nk —Nj)=f(Nk)—f(N,)
Flria))e m, N, 7 (ravy)

Sera obvia también la coincidencia de la idea de aplicacion continua entre espacios
topoldgicos con la misma nocidn que manejamos en el analisis matematico
elemental. Para ello, recordemos algunas ideas basicas, muy resumidas, de la
topologia.

- Topologia en un conjunto X:

Es toda familia Tx de partes de X que verifica tres condiciones:

1_Que pertenezcan a Tx el conjunto vacio y el mismo X,

2_Que la uniéon de un namero (finito o infinito) de elementos cualesquiera de
Tx, sea también un elemento de T,

3_Que la interseccion de un nimero finito de elementos de Tx sea un elemento
de Tx.

Los elementos de Tx se denominan abiertos de X con respecto a esta topologia.
Los cerrados de X con respecto a la topologia Tx son los complementarios de los
abiertos.

- Base Bx de una topologia Tx:

Es una familia de partes de X tal que todos los abiertos de Tx se obtienen como
union de elementos de Bx. Obviamente, elementos de la familia Bx son
abiertos.

Espacio topoldgico:

- Es un par cuyos elementos son un conjunto y una topologia definida en
dicho conjunto. Asi, por ejemplo, (A,Ta) es un espacio topoldgico si A es un
conjunto y Ta es una topologia definida en A.

- Clausura de un conjunto A de X:
Es la interseccion de todos los cerrados que contienen a A. Si A es igual a su
clausura, es cerrado.
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- Interior de un conjunto A:
Es la union de todos los abiertos que estan contenidos en A. Si A estd contenido
en su interior es abierto.

- Adherencia o frontera de un conjunto A:
Es la diferencia entre su clausura y su interior. Un abierto no tiene frontera

- Entorno de un punto x, € X :

Es todo conjunto a cuyo interior pertenezca x,. Un conjunto no es entorno de
los puntos de su frontera. Un entorno abierto de x,es un abierto a cuyo interior
pertenece x,. Un entorno cerrado de x, es un cerrado a cuyo interior pertenece

X, . Todo abierto es entorno de sus puntos.

- Punto de acumulacién de un conjunto A del espacio topoldgico (X,T.):

El punto p del espacio topoldgico se dice que es punto de acumulacién de A si
pertenece a la clausura del conjunto A—{p}. Cualquier abierto que contenga a

p contiene otros puntos de A distintos de p. Cualquier entorno de p contiene
puntos de A distintos de p. El conjunto de todos los puntos de acumulacién de
un conjunto A se denomina conjunto derivado de A.

- Recubrimiento abierto de un espacio topolégico (X,T):

Es todo conjunto, finito o infinito, de abiertos del espacio, {G,.}

iel?

G eT,, tal
que XgUGi. El espacio topoldgico (X,7.) se dice compacto si de todo

iel

recubrimiento abierto puede extraerse un recubrimiento finito.

Notaciones:

Espacio topolégico: (X,T)
Familia de abiertos: 7

Familia de cerrados: F

Base de la topologia del espacio topoldgico (X,Tx) : Bx Clausura del conjunto A: 2

Interior del conjunto A: int(A)

Adherencia o frontera de A: Fr(A)

Familia de entornos abiertos de p en el espacio topolégico (X,7.): Ty (p)

Familia de entornos de p: E(p)

Funcién definida del espacio topolégico (X, 7 ) en el espacio topolégico (¥,7},): f: X =Y
Imagen por f de un conjunto A: f(A)

Imagen inversa por f de un conjunto B: f_l(B)

Conjunto derivado del conjunto A: A’
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Definicion de aplicacién continua:

Dados dos espacios topoldgicos (4,7,) y (B,T;), una funcién definida desde el
primero hacia el segundo se dice continua en un punto x, € 4sii la imagen inversa

de todo entorno abierto de f(x,)es un entorno de x,:

f:A—> Bcontinuaen x,e A< VG eT,(f(x,) = f'(G) e E(x,)
o bien:
f:A—> Bcontinuaenxye€ A= VG eT,(f(x,)),IM € E(x,)/ f(M)c G
gue puede enunciarse también asi:
f:A— Bcontinuaen x,€ A< IM € E(x,))/VG eT,(f(x,)),f(M)c G

Asi, por ejemplo, en el espacio topoldgico de la recta real con la topologia usual
formada por los intervalos abiertos de R, la definicidon de funcién continua se puede
enunciar de esta forma:

f R — R continua en x, € R <
Ve>0,36>0/[x, - 8,x, +5]e E(x,) = f(x, —0.%, +8) S (f(x,) — & f(x,) + &)

es decir:

f:R— R continua en x, € R &
Ve>0,36>0/xex,—8,x, + 5] f(x) e (f(x,) - &, f(x,) + &)

y usando la nocién de distancia (d(a,b) =|a —b|):

f:R—)RcontinuaenxOeR@Va>O,Elé'>0/|x—xo|é5—>|f(x)—f(xo)|<8

Caracterizando a las aplicaciones continuas:

Existen varios resultados que son equivalentes a la definicion de aplicacion continua
en un punto de un espacio topoldgico y permiten, en definitiva, caracterizar la
continuidad. Tales resultados se refieren la imagen inversa de abiertos, de
cerrados, a la imagen de la clausura o del interior de un conjunto del espacio
topolégico dado. Veamos esto en el siguiente teorema.

Teorema 01:
Las siguientes proposiciones son equivalentes

1) Lafuncién f: 4 — Bes continua en el espacio (4,7,).

YU eT,{f (x,)} > £ (U) € E{x, }
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

La imagen inversa de un elemento de una baseB, de la topologia del

espacio topoldgico imagen es un abierto de la topologial,del espacio
topoldgico original.

VU, € B, [ (Uy) €T,

La imagen inversa de un elemento de la topologia 7, del espacio topoldgico
imagen es un abierto de la topologia 7, del espacio topoldgico original.

VGeT,, f(G)eT,

La imagen inversa de un cerrado en la topologia 7, del espacio topoldgico
imagen es un cerrado en la topologia 7', del espacio topoldgico original.

VHeF, f'(H)eF,
La clausura en la topologia 7, de la imagen inversa de un conjunto

cualquiera M del espacio topoldogico imagen esta contenida en la imagen
inversa de la clausura de M respecto a la topologia 7.

VM c B, (M) c f(M)

La imagen de la clausura de un conjunto N en la topologia 7, esta
contenida en la clausura en la topologia 7, de la imagen de N .

VYN ed, f(N)c f(N)

La imagen inversa del interior de un conjunto M en la topologia 7, esta
contenida en el interior de la imagen inversa de M en la topologia 7, del
espacio original.

VM < B, £ (int(M)) < int(f ' (M)

Demostracion:

- Veamos que 1) implica 2):
Si VU e T,{f(x)}.f'(U) e E{x,} = VYU, € B,, f (U, eT,:
Como VU, e B, »>U, eT,, por ser Bybase de T,. Para probar que

f‘l(UB) e T',probemos simplemente que esta contenido en su interior
y por consiguiente ha de ser un abierto:

Vx, € £ (Uy) = f(x,) €U, AU, abierto - U, eTB{f(xo)}—>

S f'(U,) € Efx, } (por 1)) > x, eint(f(U}))

Osea, f'(Uy) gint(f‘l(UB))—> ' (U,)abierto— f7'(U,) eT,

- Veamos que 2) implica 3):
SivVU,eB,,f'(U)eTlT,=>VGeT,, f(G)eT,:
Como VG €T,,G =VU,,U, € B, —> f71(G) = (u[UB,.): STA(NY
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Es decir,

(6] =iEU1f‘l(UBl-)/\f‘1(UB,-) €T, (por2)— f(G)eT,
Veamos que 3) implica 4):

SiVGeT,, f (G eT,=>VHeF,, f(H)eF,:

Puestoquesi HeF, >B-HeT, — f ' (B—-H)eT, (por3))—>
= f[B)-f(H)eT, > A~ f(H)eT,— [ (H)€F,
Veamos que 4) implica 5):

VHeF, f'(HeF,=VNed, f(N)c f(N):

De ser f(N)gf(N)—>Ngflf(N)gfl(f(N)J, y como

f(N)eF,, sera fl(f(N)j e F, (por 4)), por tanto se tiene que
Ve 1T | 1 70 |carrado > N 1 ) |

- f(N)c f(N)—>

Veamos que 5) implica 6):

Si VN ed, f(N)c f(N)=VYM eB, ' (M)c f7(M):
Llamemos N= "' (M) — f(N)=f(f (M) cM -

- f(NycM — f(N)c MA f(N)c f(N)(por 5)) -

> (N f(NyeM - [ (F(N) S f(F(N) < (M)

O sea:

Nc /' (f(N)c [M)>Nc [ M)- [(M)c f(M)
Veamos que 6) implica 7):

Si VM € B, f“(M)gf“(]\71):>f‘l(int(M))gint(f"(M)):

Como la union del interior de un conjunto con la clausura de su
complementario es todo el espacio, se tiene que:

int(M)U(B—Mj:B—>int(M)=B—B—M, con lo cual:

[T (nt(M))=fT(B-B-M)=f"(B)-f(B-M)=A~f(B-M)

y por 6):

[ B-M)c ' (B-M)—>A-f"(B-M)c A— [(B-M)
por tanto:
[N intM)=A— [ (B-M)c A-[(B-M)=A-A—-["(M)=
=int(f (M)

Veamos que 7) implica 1):
si f(int(M)) cint(f 7 (M))= YU e T,{f (x)hf " (U) € Ex, ) :
Pues vemos que YU e T,{f(x,)} = f(x,) € int(U) —
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—x, € £ (int(U)) cint(f ' (U)) (por 7)) = £ (U) es entorno de x, —>
— f(U) e E{x,}

Composicion de aplicaciones continuas:

Teorema 02:
Dados tres espacios topolégicos, (4,7,), (B,T;) y (C,T.), y dos aplicaciones

continuas, f:A—>B y g:B—C, la aplicacién compuesta gof : A — Ces también
continua.

Demostracién:

Bastara aplicar las veces necesarias la proposicién 3) del teorema anterior, es decir,
que la imagen inversa de un abierto en el espacio topoldgico imagen es un abierto
en el espacio topoldgico origen.

VGeT Agcontinua— g ' (G)e B—> g '(G)e B f continua —>
- ffl(gfl(G))E A4— (ff1 ngl)(G) =(gof)'(G)e A— go f continua

Restriccion y extension:

Dados dos espacios topolégicos (4,7,) y (B,T,), consideremos una aplicacion
continua f:A4—> Bdel primero en el segundo, y sea (D,7,) un subespacio
topoldgico del espacio (A4,7,).

Llamamos inclusion de D en A a la aplicacion i, : D — Adefinida por la condicion
de que VxeD,i,(x)=x€e 4.

Llamamos restriccion de f aDa la aplicacion f,,:D — B tal que f,, = foi,.

Teorema 03:

Las aplicaciones inclusion y restriccion de una aplicacion continua, son ambas
continuas.

Demostracién:

- Para ver que la inclusion i,es continua, veamos, por ejemplo, que la imagen
inversa de un abierto de 7, es un abierto de 7, :

VGeT,ADc A—i, (G eDNGeT,
- Para ver que la restriccién f,, es continua, apliquemos el teorema 02, por el que

la composicion de aplicaciones continuas, es también aplicacion continua.
f continua A i, continua —> f,, = f oi, continua

Teorema 04:
Sean dos espacios topoldgicos, (4,7,) y (B,T;), y un recubrimiento abierto de 4,

{Gi}iel , existiendo para cada elemento G, del recubrimiento una aplicacién continua
fi:G, > Btal que VxeG NG, f(x)=f,(x). Existe entonces una aplicacién
continua f:4— B tal que su restriccion a cada abierto G, del recubrimiento

coincide con la aplicacién continua f;, es decir, f,, = f,iel.
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Demostracién:

Se trata de ver que: a) es posible definir una aplicacién f:A4— Btal que
efectivamente f/G’ = f.,iel,y, a continuacién, b) comprobar que la aplicacién f asi
definida es continua.

a) Puesto que Vxe A, existe al menos un abierto G; del recubrimiento al cual
pertenece x, bastara definir f: 4 — B por la condicién de que Vx e 4, f(x) = f,(x),

donde es f,:G, = B. Si ademas existen otros abiertos, G,,G,,...del recubrimiento
a los cuales pertenece x, se cumple, por hipétesis que f,(x)= f,(x) = f,(x)=..., por

lo que f'esta bien definida.
b) Para comprobar que f es continua hemos de probar, por ejemplo, que la imagen
inversa de un abierto de B es un abierto de 4 (apartado 3° del teorema 01). O sea,
VG eT,, f(G*)eT,
VG’ eT,, f(G") = Uf,._l(GO) A f; continuaViel — f7(G") e T, —>

iel
= (G eT, n3UEeT,/f7(G)=G U f(G)eT, > (GC)eT, >

iel

- (G eT,

Teorema 05:
Sean dos espacios topolégicos, (4,7,) y (B,T;), y un recubrimiento cerrado finito

de 4, {H,}
continua f,:H, > Btal que VxeH,NH, f(x)=f;(x). Existe entonces una

., + €xistiendo para cada elemento H, del recubrimiento una aplicacion
aplicacién continua f:4— B tal que su restriccién a cada cerrado H,del
recubrimiento coincide con la aplicacién continua f;, es decir, f,, = f.,i€l.

Demostracion:
Es idéntica a la demostraciéon del teorema anterior, solo que usando en la parte b)
el apartado 4° del teorema 01.

Topologia inicial y topologia final respecto a aplicaciones continuas

Teorema 06:

Dado un conjunto cualquiera, 4, una familia de espacios topoldgicos {(Bk,TBkk )}keKy
una familia de aplicaciones { k}keK de A en cada uno de los espacios topoldgicos,
f, :A—> B,, k€K, se verifica que:

a) Existe una topologia minima, 7,4, en 4, tal que cada una de las aplicaciones f; es
continua. A la topologia T, se le denomina topologia inicial en A respecto de las

familias {(Bk,T B, )}keKy { k}keK.
b) Para cualquier otro espacio topoldgico (C,TC), una aplicacién h:C —> A sera

continua si y solo si son continuas las aplicaciones compuestas f,0h:C — B,.

Demostracion:
a) Sea la siguiente familia de partes de A:

a:{ k_l(Uk)/Uk ETBk}
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y sea T'(«)la minima topologia que contiene a « . Veamos que T(«) es la topologia

inicial en A respecto de las familias {(Bk,TBkk )}keKy { k}keK .

Cada f; es continua, pues la imagen inversa de un abierto es también un abierto:
VU, €Ty — U ) eacT(a)— f, continua

Para ver que T'(«)es minima, supongamos otra topologia Tf en A tal que cada f,

sea continua:

Sabemos que Vwe ,3U,; €T, /fj_l(Uj) =w, y como f; es continua en la topologia

T), w=f'(U)eT; >acT; >T(a)cT, y T(a)es la minima topologia para la

que las f; son continuas.
b) Veamos la equivalencia:

1_Si h:C — A es continua— h continua A f, .k € K continua — f,oh continua (por
el teorema 02)
2_Sicada f, oh es continua, se tiene que Vwe ,3U, €T, /w=f,'(U,), por lo

que es h'(w) = h_l(fk_l(Uk))z (f, oh)'(U,)eT,. (por ser continua f, oh). Entonces

se tiene que VG eT(a), G = U[ﬁwkj/wk ca—->h'(G)= h‘{U(ﬁwa] =

iel \ k=1 iel \ k=1

= U(ﬁh_l(wk)J e I. = h continua

iel \ k=1

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente enunciado:

Teorema 07:
Si es (M,TM) un espacio topoldgico, y es 4 un conjunto cualquiera contenido en M,

Ac M, entonces la topologia inducida en 4 por la topologia T), es la topologia
inicial en 4 respecto a las familias {(M,T), )}, {i,}, donde i, : 4 — M es la inclusién

de 4 en M.
Demostracion: es obvia.

El siguiente analogo del teorema 06 permite definir la idea de topologia final.

Teorema 08:

Dado un conjunto cualquiera, 4, una familia de espacios topoldgicos {(Bk,TBkk )}keKy
una familia de aplicaciones { k}keK de cada uno de los espacios topoldgicos en 4,
fi 1B, > A,k €K, se verifica que:

a) Existe una topologia minima, 7,4, en 4, tal que cada una de las aplicaciones f; es
continua. A la topologia T, se le denomina topologia final en A respecto de las

familias {B,.T,, )i, v {fi}iex -
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b) Para cualquier otro espacio topoldgico (C,TC), una aplicacion h: A — C sera

continua si y solo si son continuas las aplicaciones compuestas hof, : B, > C
Demostracion:
a) La familia 7, = {U c A/fk‘l U)e Ty ke K} es obviamente una topologia en A,

pues las f, son continuas.

Si es Tf otra topologia en A tal que las f, son continuas, se tiene que:
VGeTf,fk’l(G)eTBk,keK—>GeTA —T) cT,, portanto T, es la minima
topologia para la que las f, son continuas.

b) 1_Si h: A — C es continua, entonces hof, : B, — C es también continua, pues

son continuas las aplicaciones f, y se verifica el teorema 02.
2_Si hof, : B, — C es continua se cumple que VG° € T,., (ho £, )" (G") =
= [ eh (G = £ (h(GY)e T, —h™(G*)eT, —h:A—>C continua

La continuidad en un espacio métrico:

Si consideramos un espacio vectorial, A, dotado de una métrica o distancia, d,,
podemos encontrar condiciones equivalentes a la continuidad de una aplicacion f
desde el espacio (4,d,)en otro espacio métrico (B,d,), en relacion con las
métricas de ambos espacios.

El siguiente enunciado nos muestra dos condiciones métricas que son equivalentes
a la continuidad de una aplicacién f: 4 — B, en un punto x, € 4, donde 4y B son

espacios métricos, (4,d,)y (B,d;).

Teorema 09:
Dados los espacios métricos, (4,d,)y (B,d;), y una aplicacién, f:4— B, son
equivalentes los siguientes enunciados:

1) La aplicacién fes continua en x, € 4.

2) Para toda sucesion {xn} contenida en (4,d ,) convergente en x, € 4,

nx1

limx, =x,, se verifica que lim f(x,) = f(x,).

n—>0

3) Ve>0,30>0/d,(x,x,) <0 >d(f(x),f(x,) <&
Demostracién:
Veamos que 1) implica 2):

Si la aplicacién f: 4 — Bes continua en x, € Ay si la sucesion {x,}  es

nx1

convergente a x, (limx, =Xx,), se tiene que para probar que lim f(x,) = f(x,)
n—»0 n—o

hemos de probar que Ve >0,3N,(¢)/Vn=N,, dB(f(xn),f(xO))< £.
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Consideremos en el espacio (B,d,)la bola G, =S, (f(x,);¢)de centro f(x,) y
radio ¢, con lo que G,sera entorno de f(x,), y, por ser f continua, la imagen
inversa de tal entorno de f(x,)serd un entorno de x,:
f(Gy)e E, (xy)
Por tanto, existe al menos una bola de centro en x, contenida en f'(G,):
35 >0/, (x:8) < /(Gy)
como, por hipétesis es limx, = x,, se tiene que IN, e N/Vn 2> N,, d(x,,x,) <

n—»0

por consiguiente:

AN, e N/Vn2Ny,x, € f, (%:0) S [T(Gy) = f(x,) €Gy =, (f(x,):6) =
= d,(f(x,),f(x))< &

En definitiva, la sucesion {f(xn)}nZl converge a f(x,), lirgf(xn) = f(x,)

Veamos que 2) implica 3):
Hemos de probar que
Ve>0,35(e)/d, (x,x,) <6 > d,(f(x), f(x,))< &
Supongamos que no fuera cierto, es decir, supongamos que
V6>0,d,(x,x,) <8 dy(f(x),f(x,))> ¢

Si tomamos o0 =1/n, existird un x, € Atal que

d ((x,,%,) <Un ndy(f(x,),f(x,))> &

Es decir, la sucesion {xn}n21converge y sin embargo la sucesion {f(xn)},,21n°

converge, contra la hipotesis. Por tanto, ha de ser:
Ve>0,38(e)/d,(x,x) <8 = dy(f(x), f(x,))< &

Veamos que 3) implica 1):
Se trata de probar la continuidad de f: 4 - B en x, € 4, es decir, que

VG e Ty(f(x,)), f(G) € E(x,)
Vemos que si G € T,(f(x,)) > 3B, (f(xo);g)g G
Y también, por hipétesis, si3d/d ,(x,x,) <& — d,(f(x), f(x,))< &
Entonces, Vz € B, (x,;0) = d (2,%,) <0 > d,(f(2), f(x,)) < € >
> f(2)€ B, (f(x,):6) =G —>ze f(G)
Por tanto, aplicando esto a x,: x, € 8, (x,;6) > X, € f7'(G), es decir f7(G) € E(x,)

La continuidad uniforme:
Dados dos espacios métricos, (A,dA) y (B,dB), la aplicacién f: A — B se dice que
es uniformemente continua si se verifica que

Ve>0,35>0/Vx,ye A, d (x,y) <8 > d,(f(x), f(y))<e

Teorema 10:
Si f:4— Bes uniformemente continua, entonces también es continua en todo

punto x, € 4.

10
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Demostracion:
Es obvio, pues llamando x, =y se tiene:

Ve>0,35>0/d,(x,x,) <8 = dy(f(x), f(x,))< &

que es el enunciado 3) del teorema anterior, equivalente a la continuidad en x, € 4

La proposicion inversa no siempre resulta ser cierta. En el siguiente teorema se
establece una condicién para que la continuidad en un punto implique la
continuidad uniforme.

Teorema 11:
Sean los espacios métricos (A,a’A), (B,dB), y la aplicacién continua f: 4 — B . Si el

espacio 4 es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Demostracién:

Sabemos que un espacio topoldgico es compacto si de todo recubrimiento abierto
puede extraerse un recubrimiento finito.

Si la aplicaciéon f: A— B es continua en a € 4, se cumplird que:

Ve>0,3r,>0/d,(x,a)<r, > d,(f(x),f(a))<e
o bien, usando la nocion de bola de centro en a:
Ve>0,3r,>0/xep, (a;r,)<r, = dy(f(x), f(a)<e
Consideremos la familia de todas las bolas de centro en cada uno de los puntos del
espacio: f, (a;r,/2),Vae 4.

Tal familia obviamente recubre el espacio A, que, al ser, por hipétesis, compacto,
admitird un recubrimiento finito:

Ac :Bd,, (al;rl /2)U :Bd,, (az;rz /2)U ..U ﬂdA (am;rm /2)
Es decir, el espacio 4 queda recubierto por un nimero finito de bolas centradas en
cada uno de los m puntos a;, a,...,a, , con radios respectivos r,/2,r,/2,...,r, /2.
Tomemos el minimo de los radios de tales bolas:
§=min{,/2,7,/2,..,1, /2}

y probemos que para este valor de 9 se verifica la condicién de continuidad
uniforme dada en la definicion, es decir, probemos que:
Ve>0,35>0/Vx,ye A, d (x,y) <8 > d,(f(x), f(y))<&

si d,(x,y)<J, existe al menos una bola B, (a,;r,/2)a la que pertenece x:
Ve>0,xe B, (a:r,/2) > dy(f(x), fa,))<el2
por otra parte:
d,(y,a,)<d,(y,x)+d,(x,a,)<6+nr/2<r, > yep, (a;n)
por tanto: Ve >0,y e S, (a;;1) —>dB(f(y),f(ak))< el2
y de ambas desigualdades:

dy (), f M) < dy(f (), f@))+dy(f(a), f(»)<e/2+e/2=¢

en definitiva, es
Ve>0,35>0/Vx,ye A, d (x,y) <8 > d,(f(x), f(y))<e

y la continuidad de f: 4 — B es uniforme.

Teorema 12:
Dado el espacio métrico (A,a’A) y el subconjunto M < A4 no vacio, la aplicacién
f :A— R definida por Vx € A4, f(x)=d(x,M) es uniformemente continua.

Demostracién:
Se trata de probar que se verifica la condicidn:

11



Aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos Carlos S. Chinea

Ve>0,36>0/Vx,yed,d (x,y) <5 > d(f(x), f(3)< e >|f()- f()|<e
Se tiene:
Vx,y € ANzeM, dA(x:Z) < dA(x9y)+dA(y:Z) _)dA(xaM) < dA(an’)"'dA(J’aM) —

- dA(xaM)_dA(yaM) SdA(xay)
O sea:

Ve>0,35=¢>0/d,(x,y) <6 >|f(x)— f(»)<d (x,y)<&
Teorema 13:

Para tres espacios métricos, (4,7,), (B,7,) y (C,T.), y dos aplicaciones
uniformemente continuas, f:4—>B y g:B— C, se verifica que la aplicacion
compuesta, go f: 4— C es también uniformemente continua.

Demostracion:
Por ser g uniformemente continua:

Ve>0,36>0/Vx',y'e B,dy(x',y')<d > dC(g(x'),g(y'))< £

Por ser f uniformemente continua:

Au>0/Vx,y € A, d,(x,y) < = dy(f(x), f(1) <6 > d (g(f(x).g(f (W) < &
Por tanto:

Ve>0,3u>0/d,(x,y)<p—dc((feg)x),(feg)y)<e&

Extension elemental de las aplicaciones continuas
Teorema 14:

Dados los espacios métricos, (4,d,)y(B,d,), y dos aplicaciones continuas,
f:A—> By f:A— B, se verifica:

1) El conjunto M < A definido por M = {x edl f(x)= g(x)} es cerrado.

2) Si M es denso en 4, entonces f =g.
Demostracion:
1)Six, e A—M > x, e M —> f(x,) #g(x,) > dg(f(x,),8(x,))=>0
Sin embargo, si ambas funciones, f'y g, son continuas en xy, se tiene que

36>0/d,(x,x)) <0 > dy(f(x), f(x)))<e/2ndy(g(x),g(x,))<&/2
es decir, existe un entorno de xy en donde se verifica que
dy(f(x), f(x)) <&/2, dp(g(x),8(x,))<&/2
En el supuesto de que ambas funciones fueran iguales, f(x)=g(x), en dicho
entorno, llegariamos a una contradiccion, pues por la desigualdad triangular, seria:
d(f(x,),8(x,)) Sdp(f(x), f (X)) +dy(g(x).g(x))) <&/2+¢/2=¢

por tanto, ha de ser f(x)# g(x), porloque x¢ M .
En definitiva vemos, pues, que si un punto x,€ 4—M existe un entorno que
pertenece también a A-M, por lo que A-M es abierto.
Si A-M es abierto, por definicion M es cerrado.
2) Dado un espacio topolégico (4,7,) se dice que un subconjunto M < A es denso

en A sii su clausura coincide con A4, esto es, sii M =A. Es obvio que si M es
cerrado, entonces contiene a su clausura, y por tanto M=4.

Esto quiere decir que en todo el espacio A se verifica que ambas funciones son
iguales: f(x)=g(x),Vxe 4.

12



Aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos Carlos S. Chinea

La demostracién anterior se ha hecho mediante el principio de que si un conjunto
cerrado es denso en un espacio la igualdad de funciones en el conjunto se puede
extender a la igualdad de funciones en todo el espacio. Esto se ha dado en llamar
principio de extensidon de igualdades.

El siguiente teorema utiliza el mismo principio para las desigualdades. Se puede
llamar principio de extension de desigualdades.

Teorema 15:
Sea el espacio métrico (4,d,) y dos aplicaciones continuas de 4 en la recta real
ampliada, f:4—> Ry g: 4> R .Sea Mel subconjunto de 4 formado por los
elementos cuya imagen por f'es menor o igual a su imagen por g:
M ={xe A/ f(x)<g(x)

Se verifica:

1) M es cerrado en 4.

2) Si M es denso en 4, entonces f(x) < g(x), Vx € A.
Demostracion:
1) Vx,€e A-M —>x, ¢ M — f(x,)>g(x,) > 3Ipe R/ f(x,)>p>g(x,)

Sea G_/' = f_l ((07+OO) y Gg = g_l (_OO> (0)
Por ser f continua, Gf es entorno de xy, y por ser g continua, también Gg es entorno
de xo, por tanto G, [1G, es entorno de xo, y se cumple paraVx e G, (1G, que

f)>p>g(x)>xegM >xed-M -G, NG, €T, (x,)

Es decir:
Vx, e A-M,3G, NG, €T, (x,)/G, NG, € A-=M — A- M abierto — M cerrado

2) Si el conjunto M es denso en A, entonces, por definicion, M =4 y como M es
cerrado en A coincide con su clausura, porloque M =M =A: f(x) < g(x), Vx € A
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