Espacios euclidianos y calculo diferencial absoluto Carlos S. CHINEA

ESPACIOS EUCLIDIANOS Y CALCULO DIFERENCIAL ABSOLUTO

00.Introduccion a los espacios euclidianos

Un espacio afin, o puntual, real n-dimensional, que podemos denotar por En, es
una terna En=(E,Vn(R),f)en donde E es un conjunto cuyos elementos
llamaremos puntos del espacio afin, Vn(R)es un espacio vectorial real n-
dimensional y f es una aplicacién del conjunto producto EXE en V (R) que
cumple las condiciones:

VAEENIEV (R),ABE L] f(A4,8)=7

"ABCTE,f(AC)=f(AB)+f(BC)

f(4,8)=0—>A4=27

(la notacion A significa “Unico B")

Si el espacio vectorial asociado Vn(R)es unidimensional, el espacio puntual afin
asociado se denomina Recta Afin.
Si el espacio vectorial asociado V _(R)es bidimensional, el espacio puntual afin

asociado se denomina Plano Afin.
Si el espacio vectorial asociado V (R)es tridimensional, el espacio puntual afin
asociado se denomina Espacio Afin Tridimensional.

Un espacio vectorial Vn(R)es euclidiano si esta dotado de un producto interior,

esto es, de una aplicaciéon p.:V (R)XV (R)—>R, o sea
V&, ) EV (R)xV (R), p(¥,7)ER

que, por simplicidad, representaremos en adelante por el paréntesis
(¥,7)= p,(¥, ). Es decir, " (¥, y) " significard “producto interior de los vectores
y 7",y que ha de cumplir las cinco condiciones siguientes:

a) Propiedad de conmutatividad:
VI, p €V (R),(X,7)=(7,%)
b) Propiedad de distributividad respecto a la suma:
V¥, p,Zz€V (R),(X,y+Z)=(F,p)+(X,2)

c) Propiedad de asociatividad mixta:
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VI, €V (R), (¥,ap)=(ar,y)=a(,))
d) Propiedad de definicién positiva:
VeV (R),(¥,7)=0
e) Propiedad de no degeneracion:
YEeV (R),(1,1)=0—1r=0

Un Espacio Puntual Euclidiano n dimensional es un espacio afin asociado a un
espacio vectorial euclidiano n dimensional.

01. Sobre los sistemas de referencia. Coordenadas contravariantes y
covariantes

Un sistema de referencia afin estda constituido por un punto del espacio puntual

euclidiano, que se llama origen del sistema de referencia, y una base del espacio

vectorial asociado {El,...,é”}={2']} .
7

Sistema de referencia con origen en el punto O: (0,{51.} )

Se llama vector de posicion de un punto X del espacio, con respecto al sistema de

referencia (0,{&}} ), al vector ¥ de origen O y extremo X:

7

OY=xr= xlél +...+x”é”

x'e
7

Se denominan coordenadas contravariantes del vector x’E'], en la base

{2’1,...,5”}={E[} a las componentes X',i =1,...,n del vector en dicha base.

i )=le)

Se denominan coordenadas covariantes del vector x’E/ en la base {e
a los productos interiores X, =(,?,éj), J=1..,7.

Un elemento diferencial de vector OX expresado en el sistema referencial fijo
(0,{51,} ) es el vector cuyas coordenadas contravariantes en dicho sistema son las
7

diferenciales de las funciones coordenadas de OX en tal sistema referencial:

dOX =di =dv'é +..+dv'é =dv'é

02.El producto interior. La matriz métrica de Gramm
Producto interior de dos vectores expresados en la misma base, en funcidn de sus
coordenadas contravariantes:
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— (¥, 7)= (x"é/.,yféj) =x'y/ (El.,é/.) =r'yg,

Producto interior de los vectores diferenciales expresados en la misma base en
funcion de sus coordenadas contravariantes:

dE=dr'é

— A iz 173 N i (5 2 \a A
Fed (i, dP) (a’x é.dy e/) a'dy’(é,6)=av'ady’ g,

La matriz cuadrada

gll glﬂ
(,),=((.¢)), -
gnl g}m

se denomina Matriz de Gramm en la base indicada.

Si la base es ortogonal:

& 0 0
;. 0 .0
(g,),=(2.2)),= £y
O 0 g/ﬂl
y si es ortonormal:
1 0 .. 0
c..é 1
(glf)ﬂ = ((ei’el/))” = 0 0
0 0 .. 1

El mdédulo y la norma de un vector en funcién de las coordenadas contravariantes:

=+ [2.7) =+r g, V(@) =[] - [ (}f)r —i'xlg

En forma diferencial:

2

7= +\/(d)?,d)?) ' g, V(i) =|di| = (di.db)= ' v’ g,
En una base ortogonal:
1=+ (7.5) =+Jr' Vg, =g, ot () g,
N(F)= \ff =(F0) =+ g, =(r'V g, +..+ (") g,

‘d}?‘ _ +\/(aﬁ?,d}?) - +\/(¢z’,r")2gl_l_ = \/(cz’)fl)zg11 +o.+(")Vg
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2

V(i) =|di| = (i dF)=+(c')' g, = (@' g+ 4 (1),

Y si la base es ortonormal:

[ = (5.5) =) =) 4k ()

V(@) =[] = (@5 =) = (@) 4t (@)

] = +\/(d)?a’j) — () = (') 4t (")
N (dF) = \aﬁzr = (&, dv) = (') = (dt' ) + ...+ (dr" )’
Relacién entre componentes contravariantes y componentes covariantes:

Se tiene: x, =(1,é,) = (}/El,,é;) =x'(é.e)=x'g, k=1l..n
— -
Osea, X, =x'g, k=1..n
O bien, llamando (g'k)na la matriz inversa de (g, ) , se tiene que

[ ik ; —
X =x.0" 1=1..,n

El producto interior en funcion de las componentes contravariantes y covariantes:

(E7)=(1'0.078 )=’/ (6.8))=r' v/ g, = g, = 3/

Distancia ds entre dos puntos infinitamente proximos, X;, X, de vectores de

posicién respectivos i, .t,:
=AT T V=¥ -7 |= = L o
aff—cz’zsf(xl,xz)—‘xl xz‘-‘zz’,f‘—ﬁ/aﬁfair &,

Derivada y diferencial del producto interior:

Ejemplo:

La matriz de Gramm en una cierta base {E/}sde un espacio vectorial euclidiano

tridimensional es

1 3 2
(9.) 3 2 -1
2 -1 1

Se pide:
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a) Hallar la matriz inversa (gik) .
3

b) Encontrar las componentes covariantes del vector ¥ cuyas componentes
contravariantes vienen dadas por (x',x%x°) :(3,5,1).

c) Encontrar las componentes contravariantes del vector p cuyas

componentes covariantes son (Y, Y,,Y,) =(29,9,6).

d) Hallar el producto de ambos vectores usando las componentes contravarian-
tes.

e) Hallar el producto de ambos vectores usando las componentes covariantes.

f) Hallar el producto de ambos vectores usando el producto de las componen-
tes contravariantes por las componentes covariantes.

Resolucion:
a) Inversa (llamando g al determinante de la matriz):
1 5 7
(gik):;:_ (gik)t =-—| -5 -3 7 = — - -
g 28 77 -7 28 28 28
A A
28 28 28
1 3 2
b) Xk:xigik_>(xl,X2,x3):(3,5,1) 3 2 -1 =(20,18,2)
2 -1 1
1 5 7
28 28 28
k — ik 12 3\ = S 3 _ [
Oy =gt ()=o) 5 2 L =(2s)
L L1
28 28 28
1 3 2 2
d) (£,7)=x'p'g, = (351) 3 2 -1 | 5 |-144
2 -1 1 7
1 5 7
;8 238 22; 79
e) (¥, p)=xr,2%=(20182) — — -— 9 |=144
) Br)=rx g ( ) 28 28 28 6
711
28 28 28
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29

(3,5,1) 9 |=144
6

f) A?,j)=xl.y’ =x/‘)/k —
20

(2,5,7) 18 |=144
2

03. La matriz de Jacobi. Sistema natural de referencia
Dados dos sistemas de referencia con el mismo origen

[{2},) (+{a}.)

podemos obtener la relacion entre los vectores de ambas bases, si conocemos las
relaciones entre las componentes contravariantes de un vector.ren ambos
sistemas de referencia.

Asi, si la expresion del vector ¥ en ambos sistemas es

!

- 1— 2 — -
X = =X U XU XU
s 1 2 7

#
x

= iz 1= 2> 7=
Y=ye=ye+tye+.+tye
Y si las relaciones entre las componentes contravariantes del vector en ambos
sistemas vienen definidas por las funciones diferenciables

11 1 2 n

X =X(YL YY)

2 -2 1 2 n
XT=x(YyL Yy 5enyh)

Xn - Xn(yl’ yz’m’ yn)
Se tiene para la expresion diferencial del vector ¥ en ambos sistemas:

f=,r/‘z7k d)?=a’xkz7/{ c.ooxt L P #
— , —dt=dv'u,=——av'u,=dy'e e =
xr=y'e di=ay'e, ay

7

Vs
. ox" _
o sea: o,{e,} =|0,y—4,
V4

n

Con lo que ambos sistemas de referencia son:

o | loda))
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k
La matriz de paso, J . :(@(_I] se denomina matriz de Jacobi.

Ejemplo de determinacidn de la matriz de Jacobi para el caso tridimensional:

Consideremos los sistemas de referencia del espacio tridimensional:
(042 })=(0.{e.e.8}) v (0.{a,})=(0{7. 7.7 })

- k= 1= 2= 3= 1= 2= 3= :
Sea el vector ¥ =x"u, =xu +x'u,+xu,=ye+ ye+ e,y sean las relaciones
entre las componentes contravariantes en uno y otro sistema dadas por

Xl 7y1+y3
X2:y2
X3=2y3+5y1+y2

Se tiene, entonces, que

o o
- 6)/1 6‘)/' 6)/1 - N
1 art ar? ar 1 7 0 1 1
o |-l 5 = 4 (=01 oo | 4
. N 5 1 21 -
e u u
3 aXl aXZ 6x3 3 3
6}/3 8}/3 6)/3
Matriz de Jacobi:

ox 7 0 1

Jn=(—ij= 010

oy 5 1 2

y podemos expresar ambos sistemas de referencia mediante uno solo de ellos:
(042 })=(0.4e.2,.6.}) = (0.{7 + ,.7,, 57, + 7, + 2.}
(4a})=(0n.5.a)

Esto nos indica que, fijado un sistema de referencia, (0,{;7/.} ), para cada vector

- - oxt _
X puede definirse una nueva base por — U, .
a 7

Se denomina sistema natural de referencia al par constituido por un vector ¥ y

una base {z?/} :
(#4z},)

VA



Espacios euclidianos y calculo diferencial absoluto Carlos S. CHINEA

04. Sobre el caracter tensorial de una magnitud. covariancia y contrava-
riancia:

Consideremos un cambio de la base {ZZA} a la base {é/,}
n 7

Vs
)~ {20}
U U, r=1€.
£, # ay

ay’

ox* . _ _ i
esto es, llamando Ajk =l a la matriz de paso, e, =Afz1k, y llamemos BkJ ala

oy

matriz del paso inverso 7, =b’;éj.
Una magnitud T’ expresada en la base {E/} tiene caracter tensorial sii esta
E VA

relacionada con la misma magnitud T expresada en al base {[’}} mediante el
n

producto de las matrices de paso indicadas antes:
T'=ASA% A®B)"B). BT
i A e A BB LB

diremos que la magnitud tensorial T es p-covariante y s-contravariante.

Ejemplos:

: K Ak .
1) T'  =A* AT ,  esun tensor 2-covariante
11]2 Jl Jz klkZ

2)T™

k k i . .
L= Ajl.AszilllTkh; es un tensor 2-covariante 1-contravariante
112 1 2 172

3) T = BrilllBhizT "" es un tensor 2-contravariante
2

. K Ak
4)T'  =A*A”T  +H noesun tensor
Jljz 11 JZ klkZ

05.La transformacion de Christoffel
Puesto que la base del sistema natural de referencia depende del vector ¥, se
tiene que si varia el vector ¥ también variard la base del sistema de referencia
natural. La expresion matematica de esta variacion para un cambio infinitesimal del
vector ¥ se denomina Transformacion de Christéffel.

(74} )= (F+a{i, +ai} )

Es decir, se tiene que llamando x¥ las coordenadas del vector ¥ en la base {571} :

n

Sistema de referencia natural: (}?(x/f),{[i/((x")} )

/{,

di=arti, =i,
a}/./

A,

Q’l/é =jdﬁ/‘/ = r/;.df)/‘/ll},
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ou -
(llamando G‘,(J. a las componentes de los vectores derivados ‘/ en la base {L/A} .

a}/ n
Estos simbolos se denominan simbolos de Christoffel de 22 especie)

En definitiva, la transformacién de Christ6ffel queda descrita por:

(#{a.} ) ((x LA

ay

Vi

i (i, + Ui, | )

06.La transformacion de Christoffel en funcién de la matriz de Gramm.
La identidad de Ricci.
Veamos la expresion de la transformacion de Christoffel con respecto a la matriz

métrica G (g,; ), de Gramm:

i - ou, _ 0u, I Lo
$=$(%,u})= a;lff,u/. + ”"’ajj‘/f =(I‘Zuﬁ,z¢/.)+(z/l, Pz )=
=rfs(l74’l7 )+Ijx(l7ﬂl7k)=rﬁ~g@‘ I“/“gé

En definitiva:
9.
ﬂsli :q;ghj +d]sgik

o bien, por tratarse de una matriz simétrica:

9, _
‘ﬂyi - q;gjh +G§sgki

a efectos de simplificacién, podemos llamar:
(is,])° G:}sgjh :C'?sghj , (Jsii)° G‘:sgki :qsgik

Estos nuevos simbolos se denominan simbolos de Christoffel de 1@ especie. Usando
la matriz inversa de Gramm, podemos despejar los simbolos de 22 especie en
funcion de estos nuevos simbolos:

G =(s1)9", G ,=(jsi).g"

Por tanto, la expresion de la derivada parcial de los elementos de la matriz de
Gramm queda, en funcion de los simbolos de Christoffel de 12 especie, en la

forma:
1.9, ° 23‘; =(is.j)+(jsi)  [6.1]
(Identidad de Ricci)

variando subindices en la identidad de Ricci, tenemos:
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vo,=(is.1) (i)
9, =(s.1)+(ii.s)
1,8, =(5.1)+(i )

de donde: (iS,j):%(ﬂigq +1.9; - ﬂjgsi)

Esto nos permite escribir la transformacion de Christoffel en funcion de los simbolos
de primera especie, o bien, en funcién de la métrica del espacio:

(rla) )=+

ay’

Ad g i, | ]

(e )+ o o i, -0 ) e |

07.Caracter tensorial de los simbolos que aparecen en la transforma-
cion de Christoffel:

07.1. Caracter tensorial de la matriz de gramm:

Consideremos el cambio e —A L/ Y [lamemos g (e/.,e/.), £ =( s /7)

(x,y)=(x €,x e/.) =(el.,e/,)x X' =g l/..x x/

= o (5 3\ (5 5\’ (45 47\ e 4 Ao
(x,)/)—(x e€.,x e/.)—(el.,e/,)xx ‘(‘4, zzé,A//.L/ﬁ)xx =A;A;g,x'x
identificando:

g’ =A“A’g,,

Se trata, por tanto, de un tensor 2-covariante.

07.2. Caracter tensorial de los simbolos de Christoffel:

Sean las bases {171} y {e"j} , donde los vectores varian respecto a las coordena-
n n

. — — 1 e - 1 7 .
das respectivas #, =u,(r,..,.x") y €,=¢ () ,..,»"). Consideremos el paso de la
Vs

- - - N _ o 0x" .
base {u} a la base {e.} , {u} —>{e.} , con é =A% = -7/,. Se tiene:
£, sy “1u ay J J ok £

ay’
9é 94" 9i. 04" 9 o
r e =—”-i(14’fz7k)=—f’z7/r+14’fﬁ= 27 v gt ST
vz a}/ ay v a}/q a a}/,q ayq a axf a}/,q
£ - ya p:
p ks m A I‘ZB”:_;
8}/ s ax’ ayq 7 ay

Es decir:

10
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£

d ,
I é =—2Liu+A" 4B ¢
pq 7 a}/q £ p g m ks

gue no obedece la indicacion del caracter tensorial para una magnitud, salvo que
sea nulo el primero de los dos sumandos:

£
0A
2 i =0, ya que entonces seria 'V & = A" 4°B'T"3 =T =A*4"B'T”, vy los
a}/(/ £ g P g m ks 29 2 g m s
simbolos de Christoffel de 2@ especie serian tensores 2-covariantes, 1-contravarian-
tes.

A/r k K Kk
Ahora bien, para que Z #, =0 ha de ser z = 0 | X :O—>6X—p:C0nSt

ay oy*\oy”®
Y esto solo es posible si el cambio de coordenadas es lineal. En definitiva, si las
relaciones de Jacobi X" :Xk(yj) del cambio de base son lineales, entonces los
simbolos de Christoffel de 22 especie tienen caracter tensorial.

Puesto que los simbolos de Christoffel de 12 especie estan relacionados con los
simbolos de 22 especie por
(s.j)=Gg,

puede afirmarse lo mismo para estos otros simbolos.

08.Diferenciacion absoluta

08.1. Derivada covariante de las componentes de un vector:
Dado un sistema de referencia fijo (0,{5}.} ) y un vector cualquiera f=a"§/
Y

expresado en tal sistema, podemos obtener desde la base {E]} dada otra base
{ﬁ/{} cuyos elementos dependen del vector ¥ elegido, y tal que la expresion de

¥ en la nueva base sea .¥ = /7,

— 7 = Vg . .

r=a'e ar=da'e, i.o0al R [0
, — , —dr=ddo'e=——:df'e =dfu, —u, =—-:=e

xr=p"u, dr=dp'u, d d

y la base resultante, en funcion del vector 1, es
{_. } da’ _
U, =1——e,
£, Vi

ap ,

Ta'

siendo J = — la matriz jacobiana del cambio de base

n
Puesto que, tal como se ha construido la nueva base, sus vectores dependen de
las componentes del vector ¥, una variacion diferencial de tales componentes
de ¥ implicaria una variacion diferencial de los vectores de la base obtenida.

Esta relacion entre el vector de referencia x y la base {574} define lo que
n

denominaremos sistema de referencia natural. Se trata del par (f,{z?,{} )
n

11
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P+ i — i, +dii, |

n

Si es f=/3"z7k, pretendemos contestar a la pregunta de cédmo encontrar las
componentes contravariantes y covariantes del vector diferencial &r en la base
dada {574} Es decir:

Se trata de encontrar la expresion a’)E=D/5"z7kteniendo en cuenta la variacion

de los vectores Z7/g de la base. A las componentes D b las denominaremos
diferenciales covariantes absolutas de las componentes contravariantes del

vector.
Y también se trata de encontrar la expresion (&t,#, )= 2f,, teniendo también

en cuenta la variacion de los vectores de la base. A las componentes Dbk las

denominaremos diferenciales covariantes absolutas de las componentes
covariantes del vector.

- Diferenciacion covariante absoluta de las componentes contravariantes:
Veamos la expresion de la variacion diferencial del vector ren la base {@}

Va

del sistema natural de referencia, que representaremos por D/S’z?y:
ou A ,
_ Aoy Vo kg # = # 0%, i k= aod I= _
di=d('u,)=dB u,+p du,=dp"u,+p Wﬂ’a =dpu,+p'l da'u =
5= # /= K # 7 — s =
=dp'i +B'T,da'ii =(dp +B'T,da |di = DB'i,
Las diferenciales D b° de las componentes contravariantes del vector X en la

base {@} se denominan diferenciales covariantes absolutas de las
e/

componentes contravariantes del vector, que en realidad se trata de las
diferenciales covariantes absolutas de un tensor 1-contravariante:

Do =(d b’ +b Gda)

Donde aparecen, como es obvio, los simbolos de Christoffel de 22 especie.

Asimismo, la derivada covariante absoluta de las componentes contravariantes
respecto al sistema de referencia fijo:

_1b° Db® _Nb°

DO =dbp°+bGda' =—da +bCda -—= ="Z_+p'CG
QI ﬂal QI dal ﬂal QI
Db 9b° K
—_=—+H'G
da' ¢9a' G

- Diferenciacion covariante absoluta de las componentes covariantes:

En cuanto a la diferencial covariante absoluta de las componentes covariantes
del vector ¥, que también puede considerarse la diferencial covariante absoluta
de un tensor 1-covariante, tenemos:

12
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B, = (%)= dp, =d(¥i,)=di,i,)+(F,di,) — (dF,i,) = d B, - (F,dii,) =

ou , : o (v 7 ' '
- P, ~(F S ed e = d - (FT, A7) = d f, =T d e (7.7) = d B, - BTl
a

. _ =\ — 7 . . . .
osea: DB, =(dr,u)=dp,-p I, da’, que se denomina diferencial covariante
absoluta de las componentes covariantes de r:

Db =db, - HGda

Y la derivada covariante absoluta de las componentes covariantes respecto al
sistema de referencia fijo es:

N 1Ve) , , Db b
Db =db-bGda =—%da' - bGda' k=—k_ pHG
k k scil ‘Ha' scil —>da' ‘Ha' SG&I
Db, _ 15,
n :—.' b .
da' qa' G

08.2. Derivada covariante absoluta de las componentes de un tensor:
Para hallar de forma general la diferencial y derivada absoluta de las componentes
de un tensor de cualquier orden podemos emplear el llamado procedimiento del
campo uniforme, que consiste en derivar un producto del tensor por tantas
funciones 1-contravariantes como orden de contravarianza tenga el tensor y tantas
funciones 1-covariantes como orden de covarianza tenga el tensor, suponiendo
elegidas estas funciones de forma que la correspondiente diferencial absoluta
covariante de cada una sea nula. Usando las expresiones halladas en el parrafo
anterior hacemos una identificacion que nos permitird obtener la correspondiente
diferencial absoluta del tensor.

Vamos a usar el procedimiento en primer lugar para obtener la diferencial y
derivada absoluta de un tensor 1-contravariante y también de un tensor 1-
covariante, con lo que podemos comprobar que se obtiene el mismo resultado que
hemos obtenido para el caso de las componentes contravariantes y covariantes de
un vector.

- Diferencial y derivada covariante de un tensor de primer orden 1-covariante,
usando el procedimiento del campo uniforme.

Tensor: Tk

Campos uniformes: u* =u*(x'), k =1...,n; j =1...,n
Funcién auxiliar: f:uka

Du® =du* +uSG;J.dxj =0—>du® :-uSG;.dxj
df=dU*T,)=du*T +u“dT, :(-uSG;.dxj)Tk+udek =
:udek-uSTkG;dxj

d (u*T,)=Du*T, +u*DT, =u*DT,, pues Du* =0.

Identificamos:

13
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UkDTk :ukd Tk - uSTij;dXJ _)USDTS :usd TS- USTk(;;JdX] -
—DT, =dT, - TG dx’

Derivada:
D TS T

p— S_

dx!  qx! <9

Carlos S. CHINEA

Diferencial covariante absoluta:

DT, =dT,- T,Gdx

Derivada covariante absoluta:

DTs _ﬂTs
dx!  qx’

- TkG;. obien D T =9T,- TkG;j

[08.2_1]

- Diferencial y derivada covariante de un tensor de primer orden 1-

contravariante, usando el procedimiento del campo uniforme.

Tensor: TX
Campos uniformes: U, =u,(x'), kK =1..,n; j =1..,n

Funcién auxiliar: f:uka

Du, =du, - u,G dx' =0—du, =u G dx’
df=d(u,T)=dy, T +u,d T =(u,G o ) T +u,d T =
=u, d T +u TG dx’

d (u,T¥)=Du, T +u, DT =u,DT*, pues Du, =0

Identificamos:
u DT =u d T +u T*Gdx’ >u DT =ud T°+u T*G dx’ —

—DT® :dTS+TkC%dxj

Diferencial covariante absoluta:

DT =d T*+T*G dx’

Derivada covariante absoluta:

DTS_TlTS k H S — S k
o] _'ﬂx_j+T C{j 0 hien DJ.T —‘ﬂjT +T C—%

[08.2_2]

- Diferencial y derivada covariante de un tensor de segundo orden 2-covariante,

usando el procedimiento del campo uniforme.
f:u'thij df:u'v'Dtij
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Du' =du' +u'G dx* =0—du' =-u'G, dx"
Dv’ =dv’ +v' G dx* =0—dv’ =-v'G dx"
df=d (uiv"tij):u'vjdtij +du'v't, +u'dv't, =u'vidt, +
+(-urG dx")vjtij +U' (-er dxk)t.. =u'vldt, - u'vlt, G dx" -
't, G dx" =uPvidt - ufvit G dx" - uPvit G dx"
identificando:

Py, N N _ i k _ ' K
ufviDt  =ufvi(dt -t G, dx" -t G,dx*)
de donde obtenemos la diferencial:

Dt —d -tde -t g dx*

pq pi ok

y la derivada:
Dt it . _
Pg — P9 _ -
dx - ﬂxk tqupk tpj Gék

Diferencial covariante absoluta:

Dtpq—d -t G dx -t G dx*

pi ok
Derivada covariante absoluta:

Dt t 4 . .
—"q:ﬂﬂ-t.G -t G, obien Dt =qt -tG -t Q3 [08.2_3]

k k i Kk k i k k
dX ﬂX q (U Pq q p PIq

- Diferencial y derivada de un tensor de segundo orden 2-contravariante,
usando el procedimiento del campo uniforme.

f=uvt' df=uv Dt
Du, =du, - u G dx“=0—>du =u G dx"
- k — — k
Dv, =dv, -v,Gdx"* =0—>dv, =v G, dx
df=d (uivjt”‘):uivjdtij +duv,t’ +udv t? =uv dt’ +
+(uqudxk)vjt” +U (erjkdxk)t” =uyv dt’ +uv t'Gdx" +
ij k — Pq iq k Pi k
HV G dx" =u v dt ™ +u v t9Gdx" +u v t P G dx
identificando:
e pq i k Pl k
u v, Dt™ =u v (dt™ +t"Gdx" +t " G dx*)

de donde obtenemos la diferencial:

15
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Dt ™ =dt ™ +t"Qdx" +t " G, dx*
I J
y la derivada:

Dt ] ﬂt pa
dxk o~

+tiqC-|]E +t P G‘Jlk

Diferencial covariante absoluta:
Dt ™ =dt ™ +t"Gdx" +t ” G, dx*

Derivada covariante absoluta:

Dt™ _qt™ . . . .
= +tG +t" G obien D tM = t"+t"G +t" G, [08.2_4]

dx*  x*

- Diferencial y derivada de un tensor de segundo orden mixto, 1-covariante,
1-contravariante, usando el procedimiento del campo uniforme.

f:uivjt; df=uv’ Dt}
Dui. =du - urle‘dxk =0—du .:ur(;‘llkdx.k
Dv’ =dv’ +v'G, dx* =0—>dv’ =-v"G,dx"
df=d (uivjt}):uivjdt; +duv't +udvit =uv'de +
+(ur%dxk)vjt; +U (-vqudxk)t; :uivjdt} +urv"t}(2|'-kdxk -
_ ryi k — q p Q4 i k _ q+ P k
uv't; G dx* =u vidt’ +u vit Gdx* - u vit G, dx
identificando:
q p — q p i k_ P k
u viDt” =uvi(dt” +t G dx" - t G dx*)
de donde obtenemos la diferencial:

P=ct P 4t! k_tprcy k
Dt =dt” +t, G dx" - t *G, dx
y la derivada:
Dt? qtd ‘ .
9 = "p [
UL

Diferencial covariante absoluta:
P =t P +t! k_tprc k
Dt/ =dt +t G dx* - t "G, dx
Derivada covariante absoluta:
thp—ﬂtgﬂ‘ -t’G, obien D t"=7tP+t'G -t’G [08.2_5]
ka_ﬂX_k qqk i ok kig ~ kg qc-lf\ i Ok -
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8.3. El Teorema de Ricci:
La derivada absoluta covariante del tensor de Gramm es nula.

D%i:O
dx*
Demostracion:

Aplicamos la regla de derivacion covariante absoluta de un tensor de segundo
orden covariante:

—Dtpq:ﬂtﬂ-t G -t G
ka ‘ﬂxk iq —pk pi gk

Dg, 19,
dxkj _ﬂx_li_ gsj C-'Fk - gisstk

Si tenemos en cuenta la definicion de los simbolos de Christ6ffel de primer érden:

0,G, =(jk.i)  9,G =k, j)

en el caso del tensor de Gramm:

guedara:
L=—1 - (ik,j)- (jk,i
VT @ik, J)- (Jk,1)
y por la identidad de Ricci [6.1]:
9, .
—L =@k, j)+(jk,i
~ (ik, ) +(jk,1)

por tanto, al sustituir:

Dgij L oo S —
v =(ik, j)+(jk,i)- (k,j)- (jk,i)=0
X

8.4. El simbolo de Christoffel de 22 especie reducido:

El Simbolo de 22 especie de Christoffel reducido, esto es con el indice superior
coincidiendo con uno de los indices inferiores, se puede expresar en funcion del
determinante de la matriz métrica de Gramm mediante la siguiente relacién:

G =1.LJg
(L es el logaritmo neperiano)
En efecto:

Veamoslo en detalle para el caso de un espacio de dos dimensiones:

9, ¢
g=lg,|=| T* 7 1=0,9,- 9,9,

ng g22

Se tiene, llamando Gij al adjunto del elemento gij :

ﬂk g :ﬂk (gngzz B g12g2l) = gllﬂk 9, gzzﬂk 91" ngﬂk 9y - ngﬂk 91,

17



Espacios euclidianos y calculo diferencial absoluto Carlos S. CHINEA

y siendo G,, =9,,,G, =-9,,,6,,=-0,,,G,, =0, sera:
1.9 =G0 9, +G, 1, 91, +G. 0, 9., +G 0 9,, =6 .9, = 9.9 1, 9,
y, teniendo en cuenta la identidad de Ricci (6.1]: ﬂkgij :C-joh - angim:
ﬂkg = g'gijﬂkgij = g.gij (C?hkgjh - CJTkgim)’ y haciendo h=i, m=j:
1.9=9.9"(GY, - G,9,)=0.9"9,2G, =29G, >

- 1
=G =554 =0,L\g

Para espacios euclidianos de mayor numero de dimensiones la expresion se
generaliza sin dificultad.

8.5. La derivada covariante absoluta de 2° orden de un tensor:

Definicién de derivada covariante absoluta de 2° orden:

Se define como la derivada covariante absoluta de la derivada covariante absoluta
del tensor:

D t"" =D (D thl"'hp)

jk m,...mg i k m,...mg

Ejemplo:
Derivacion covariante absoluta de 2° orden de un tensor 1-contravariante:

De [08.2_2]:
S S h
D V> =1 Vv®+v C;jk

y llamando t° =D v® ={v® +VhCik sera: DJ.kVS =D, (Dkvs) = Djtks
De [08.2_5]:

Dt =1.t;+/G, - -G
por tanto:
D,v*=D;t =1, (ﬂkvs "'thk)"'(ﬂkvm +thnk)Gr<nj ) ('"mVS +erfm)qj -
:ﬂjkvs +ﬂjvhq:k +Vhﬂj Qk +ﬂkaij +Vha:<qr1j - ﬂmVSGE? - VrGmeT =
:[anK +C€kdmj }‘/h +/ jk

H — h m r
donde es j —ﬂjkvs+ﬂjv G, +Mv Gr;j - ﬂmvsq; -V G’chi?’ que conmuta en el

orden de derivacion, es decir, / " =/ g

8.6. Curvatura en un punto. El teorema de Riemann-Christoffel:
Definicion de curvatura en un punto:
La curvatura C(p) en el punto pl E se define como la diferencia entre las

derivadas covariantes absolutas de segundo orden de las coordenadas
contravariantes del punto:

18
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C (p): ijvs(p)' Djkvs(p)

El teorema de Riemann-Christoffel: -
La curvatura C(p) del espacio euclidiano E en el punto p| E de coordenadas

contravariantes vV° =v°(p), s =1,...,n viene dada por la expresion

C(p)=R. v®

s, jk

donde el tensor de cuatro indices R/, es R}, =1.G, - 1, G, +G, qnj - G;:j(%k, que

se denomina Tensor de Riemann-Christ6ffel o Tensor de Curvatura del espacio.
Demostracion: -
De la definicion de curvaturaen Pl E se tiene:

C(P)=D,v" - D,v*=D 13- Dt} =0, G, + GG, V' +/ , -[4,G +G G -/, =
:|:aj cik +Qk%j}vh B [akcij +q}'qlnk:|vh :|:aj ('?‘;k - akc-:i\j +qur1] - qﬂjqqk}/h :Rsr,jkvh
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