El Modelo Quark (III)
Teoria de Grupos

Rubén Sanchez-Ramirez

Segun el teorema de Noether, cada simetria de la naturaleza esta asociada a una
cantidad conservada y viceversa. Una operacidn de simetria es aquella que deja el
sistema inalterado tras su aplicacién, es decir, el estado tras la operacion es
indistinguible del anterior. Ejemplos pueden ser las rotaciones, traslaciones
espacio-temporales...

El conjunto de operaciones de simetria forma un grupo.

1. Propiedades generales

Definicién 3.1. Un grupo (G, .) es un conjunto de elementos a, b, C, ... con una
ley de composicion que cumple:

1. Interna: Va,be G,abe G
2. Asociativa: Va,b,c € G, (ab).c=a.(b.c)

3. Elemento neutro:dee G,a e G,ae=ca=a

1 -1
=a .a=e

4. Inverso: YaeG,3a"' € G,aa”
Esta definicion nos muestra que un grupo es una “tabla de multiplicacion” donde si
los elementos del grupo g, € G son discretos (definiciéon 3.6) puede representarse

en la siguiente forma:

€ 81 &2
e e g1 &2
81 81 8181 g1 &
82 82 8281 28

Definicion 3.2. Se dice que un grupo es grupo abeliano cuando ademas cumple
la propiedad conmutativa, es decir, que Va,be G,ab=b.a

Definicion 3.3. Se dice que S es subgrupo de G si el subconjunto S € G cumple
que Va,be S,abeS



Definicion 3.4. Si 4 y B son subgrupos de G y todos los elementos de G pueden
escribirse de forma Unica como g=ab,ac A,beB y ab=b.a entonces G es

producto directo de Ay B, G=A® B.Si un grupo es producto de otros dos, todas
sus propiedades pueden obtenerse a partir de la de sus factores.

Definicion 3.5. Dos grupos G =a,b,..., y G'=a',b',...x son isomorfos si existe
una correspondencia biunivoca tal que si a —»>a',b — b'entonces a-b—>axb. Los
grupos isomorfos tienen la misma estructura.

Definicion 3.6. Un grupo es discreto si tiene un numero discreto (finito o no) de
elementos.

Definicion 3.7. Un grupo es continuo si tiene un nimero continuo de elementos.

Definiciéon 3.8. Los grupos continuos se definen en funcién de un namero N de
parametros reales: es el orden del grupo.

Definicion 3.9. Un grupo continuo es compacto si sus parametros varian en un
intervalo cerrado y acotado de valores.

2. Representacion de grupos

Definicion 3.10. Una representacion de dimension n de un grupo es un
homomorfismo en el que a cada elemento g del grupo se le hace corresponder una
matriz nxn, D(g), de forma que si a-b=c, entonces D(a)-D(b)= D(c).

Propiedades:
D(e)=1 (3.1)

D(g,-g,)=D(g))-D(g,) (3.2)

Ejemplo 3.1. Consideremos el grupo definido por la siguiente tabla de composicién

e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Resulta inmediato comprobar que
D(e)=1 D(a)=¢e"" D(b)=e*"" (3.3)
€S una representacion, ya que por ejemplo

D(b).D(b) = "™ = ° &*™* = D(e).D(a) = D(a)



Definicion 3.11. Se llama representacion regular a aquella formada

construyendo una base ortonormal con los elementos del grupo |g1 >, 18, >, Y
definiendo
D(gl)‘gl >= |g1~g2 > (3.4)

Los elementos de matriz vendran dados entonces por
[D(2)], = (2| D(2)e,) (3.5

Ejemplo 3.2. La representacion regular para nuestro ejemplo vendra dada por las
matrices

D(a) =

S = O

0 1 01 0
0 0| D®=l0 0 1| (3.6
10 1 00

S = O
— o O

1
D(e)=|0
0

ya que los vectores de la base seran |gl> =|e>, g2> = |a> y |g3> =|b> y a partir de

(3.5) tenemos

[D(e)]ll = <e‘D(e)|e> = <e|e.e> = <e|e> =1
[D(e)]12 = <e‘D(e)|a> = <e|e.a> = <e| a> =0

Definiciéon 3.12. Dos representaciones D(g) y D’(g) son equivalentes si existe una
matriz Stal que Vg, D'(g)=S.D(g).S™"

Definicion 3.13. Una representacion unitaria es aquella a cuyos elementos de
grupo les corresponde una matriz unitaria (preserva el producto escalar).

Teorema 3.1. Toda representacion de un grupo finito o de un grupo compacto son
equivalentes a representaciones unitarias.

Definicion 3.14. Una representacion invariante es aquella cuyas operaciones del
grupo no saca a los elementos del subespacio donde esta definida.

Definicion 3.15. Una representacién invariante es irreducible cuando no puede
descomponerse en la suma directa de otros subespacios invariantes, los cuales
pueden asociarse a tensores con simetria bien definida, es decir, o son simétricos,
antisimétricos o tienen simetria mixta.

Teorema 3.2. Toda representacién de un grupo finito o de un grupo compacto es
completamente reducible, es decir, puede descomponerse como suma directa de
subespacios irreducibles.

Ejemplo 3.3. Siguiendo con el ejemplo anterior, si consideramos

1 1 1
S :% 1 o o (3.7)
1 o o



donde w = ez’”/3, entonces aplicando la definicién 3.12 sobre (3.6) comprobamos

gue la representacién es completamente reducible

10 0 1 0 0 1 0 0
D'(e)=|0 1 0| D(=|0 o 0| D@®=0 & 0| 38
00 I 00 & 0 0 o

Definicion 3.16. Sean A y B dos matrices mxmy nx nrespectivamente. Se define
el producto directo de dos representaciones como la matriz de dimension mn x mn

(4®B),, =4,B, (1< j,k<myl1<s,t<n) (3,9)

Js,kt
Teorema 3.3. Si D”eG, y D?eG, son dos representaciones unitarias

irreducibles de dimensiones d, y d; respectivamente, entonces las matrices
definidas por

I(T)=T"(1)®TY VTeG (3.10)

forma una representacion unitaria completamente reducible de G, ®G, de
dimensién d,d,.

2.1. El grupo de las permutaciones S(n)
Consideremos el conjunto S(n) de permutaciones de cierto nimero n de objetos.
Dichas permutaciones pueden representarse como producto de transposiciones.

Definicién 3.17. Se denota como P;; al operador que intercambia el objeto i por el
objeto j

Pij = Pﬁ (3.11)

Psz =1 (3.12)
Definicion 3.18. Denotamos una permutacion como

1 2 .. n (3.13)

b b, .. b, '

Definicion 3.19. Una permutacion par es el resultado de un nUimero par de
transposiciones y una permutacién impar es el resultado de un nimero impar de
transposiciones.

Ejemplo 3.4. S(4)

Ss=|a|b|c]|d] (3.14)

Consideremos las transposiciones

pizSe=[BIalc[d] (3.15
P:5.S4=|c|blald] (3.16)
P14.Ss=|d[b]|c|a] (3.17)



(3.18)
La composicién es

P11.P12.P13.P14.54= ﬂau (3.19)

Equivalente a

1 2 3 4 320
2 3 4 1 (3.20)

2.2. Diagramas de Young

Hemos visto que el espacio generado por el producto directo de otros subespacios
es completamente reducible, luego nuestro interés se centra inevitablemente en
hallar dichos estados. Estos se construyen simetrizando y antisimetrizando Ia
composicion.

Consideremos primero el estado de dos partiiculas idénticas, ‘P(I,Z). Este estado no

tiene simetria bien definida, pero es posible construir un estado simétrico y otro
antisimétrico a partir de él de la siguiente manera

¥ =¥(1,2)+ P(2.]) (3.21)

¥ =9(1,2)- (2] (3.22)
con

P2, =P, ¥(12) (3.23)

B,Y =", (3.24)

P,¥ =-V¥, (3.25)

Ambos estados pueden representarse graficamente como

e D] \Va=H (3.26)
Definicion 3.20. La representacion (3.26) recibe el nombre de diagrama de Young.

Para tres particulas

vee[ [ ]] v Ym=| | (3.27)

Explicitamente

D:D =(|[+P 12+ P15+ Pos+P . P3P 5.P ) (3.28)

=([|-P12-P13-P23tP12.P 15t P3.P)2) (3.29)
El diagrama mixto ‘¥, representa todos los estados simétricos respecto al

intercambio de dos particulas pero antisimétrico con respecto a la tercera. Para

representarlos hemos de introducir el operador simetrizador S, y el

antisimetrizador Al.j tales que VF,



S, =l +P, 4, = -P, (3.30)

2 =25, A2 =24, (3.31)
1 1
I=5(5,+4,) p=5(s,-4) (3.32)

Definiendo ahora

Sy = 88,8, ¥ (1,2,3) (3.33)
Ay = A, A4, A, P(1,2.3) (3.34)

tenemos que

Y =S .4

ik “ Tijk

¥(1,2,3) (3.35)

La forma estandar de un diagrama de Young se define por la manera de enumerar
sus cajas, obedeciendo las siguientes reglas:

1. Los numeros de izquierda a derecha en una fila no decrecen

2. Los numeros de arriba a bajo en una columna siempre se incrementan

Ejemplo 3.5. Dos particulas en SU(2)

=[1) (3.36)
=|4) (3.37)

Las configuraciones posibles son:

LL =0t [1]2]+[2]2] (3.38)

donde no se considera la combinacién para respetar la condicion (1) y

Y =) (3.39)
2131=[3) (3.40)
1121 1

=$QN>+HT>) (3.41)

H = (3.42)

donde no se consideran de la misma manera los estados , y para no

violar (2) y

(M) -|i1)) (3.43)



Luego tenemos que

Je0-Mel i
202-3®1 (3.45)

es decir, la composicion de dos particulas en SU(2) (dos estados) es la suma
directa de un subespacio de tres estados (triplete) y otro de uno (singlete).

3. Grupos de Lie

Definicion 3.21. Los grupos de Lie son grupos continuos caracterizados por un
conjunto de r de parametros reales 5:(a1,...,ar), varian de forma continua en un

intervalo dado y cumplen que g(c?).g(l;)=g(5) donde ¢ puede expresarse como

funcion analitica de a yl;.

Definicion 3.22. Consideremos los elementos del grupo correspondientes a
parametros proximos a cero dc7=(dal,...,dar). Los elementos g(da)estaran
proximos a la unidad y por tanto pueden escribirse como

g(diy=e+iy da,X, (3.46)
u=1

Los elementos Xﬂcorresponden en un sentido amplio a las “derivadas” de los
elementos del grupo con respecto a los pardmetros: son los generadores del grupo.

Teorema 3.4. El conmutador de dos generadores es una combinacion lineal de los
generadores.

[.x)=x,x, -x,x,=YCcwx, (3.47)
P
donde las C/‘J‘“ son las constantes de estructura, nimeros complejos en general.

Definicion 3.23. El rango del grupo viene dado por el conjunto de generadores
hermiticos que conmutan entre si.

Definicion 3.24. El espacio vectorial de dimensién r obtenido de todas las
combinaciones lineales de los generadores del grupo, junto a la operacion interna
definida por el conmutador, forma una estructura denominada algebra de Lie. A
cada grupo de Lie le corresponde un algebra de Lie.

Teorema 3.5. Si un algebra de Lie de dimensioén » de un grupo de orden r contiene
una subdlgebra de dimension s, con s<r, entonces con s generadores
independientes contenidos en el subalgebra puede generarse un subgrupo de orden
s a partir del grupo original.



Definicion 3.25. Las constantes de estructura forman en si mismas una
representacion del algebra llamada representacion adjunta, cuyas matrices vienen
dadas por

I, LU =-C)’ (3.48)

con producto escalar
T(T,.T,)= 25, (3.49)

Definicion 3.26. Se llaman algebras de Lie compactas a aquellas conA>0. En
esta base, las constantes de estructura son completamente antisimétricas.

uo _
Cp =]

(3.50)

uop

Definicion 3.27. Aquellas algebras que no tienen subdlgebras invariantes no
triviales se llaman algebras (semi)simples, las cuales generan grupos simples
(abelianos).

Teorema 3.6. La representacién adjunta de un algebra de Lie (semi)simple que
satisfaga (3.49) es irreducible.

3.1. Subalgebra de Cartan. Pesos

Definicion 3.28. La subalgebra de Cartan estd definida a partir de un algebra
semisimple y compleja y tiene las siguientes caracteristicas

m Es la maxima subalgebra abeliana, es decir, el mayor conjunto posible de
generadores hermiticos que conmutan
m Su representacion adjunta es completamente reducible

En esencia las subalgebras de Cartan son Unicas ya que escojamos la que
escojamos dara los mismos resultados.

Definicion 3.29. En cierta representacion irreducible particular, D, existiran una
serie de generadores hermiticos H,,i=1,...,m llamados generadores de Cartan

que cumplen
H =H H=YC,X, |7, H,]=0 (3.51)

Estos operadores pueden diagonalizarse simultdneamente en cierta base tal que
satisface

Tr(H H ;)= k,5

i

para i,j=1,..,m (3.52)

Definicion 3.30. El numero m de generadores de Cartan independientes se
corresponde con el rango del grupo.

Definicion 3.31. Una vez diagonalizados los generadores los estados de D podran
escribirse como|y, D> donde



H,| u, D) = p| 1, D) (3.53)

Los valores propios u,son llamados pesos, y el vector ﬁz(,ul,...,,um)vector de
pesos.

3.2. Representacion adjunta. Raices

Definicion 3.32. Denotaremos cierto estado en la representacion adjunta
correspondiente a cierto generador X, como |Xa> y definimos convenientemente el

producto escalar como

(x,|x,)=2"1r(x;x,) (3.54)

a
La accion de un generador sobre un estado es por tanto

X,|x,)=|lx,.X,) (3.55)

Teorema 3.7. En la representacion adjunta los generadores de Cartan tienen peso
0 ya que

H|H)=|lH.H])=0 (3.56)
y el resto de los estados

H|E,)=alE,) (3.57)
que significa que

[[H,.E,]=aE, (3.58)

Definicion 3.33. A los pesos ai de la representacion adjunta se llaman raices, y al
vector @ =(a,.,...,a, ) vector raiz.

m

Los operadores Ea no son hermiticos, puesto que

|H,.E;|=-a,E, (3.59)
luego podemos tomar
E =E |, (3.60)
y normalizando nos damos cuenta de que
(E,|E,))=2"1EE,)=5,, )
(H,|E,)=k, Tr(HE,)=5, A=5 (361



Definicion 3.34. Los operadores E, son llamados operadores escalera para los
pesos ya que

H.E,,|u,D)=[H E., | u,D)+E H|uD)=(uta)E,,|u,D) (3.62)

Teorema 3.8. De la definicion anterior y dado que los generadores de Cartan
tienen peso nulo

E|E.,)=|E,.E.)=|B.H)=|BH) (3.63)
se llega a
[E,.E |=aH (3.64)

Teorema 3.9. Si @',a°y @' +@* son raices, entonces
[EaleQZJ:Nal,azEal+a2 (365)

Teorema 3.10. Para cada par de vectores raiz E,,, existe una subalgebra SU(2)
con j=1I y generadores

E* =|d|"E,, (3.66)
E,=|o|”a.H (3.67)

Teorema 3.11. De manera mas general, para cada peso x de la representacién
D, el valor E; viene dado por

Qi
!

E;|u,D) = 3 | u, D) (3.68)

El estado general |,u,D> puede escribirse siempre como combinacion lineal de

estados que se transforman de acuerdo a (3.67).

Teorema 3.12. Supongamos que el estado maximo que aparece en dicha
combinacioén lineal es j. Entonces existe un entero no negativo p tal que

(E*)w,D) =0 (3.69)

con peso u+ pa el cual es el mayor estado de la representacién SU(2) definida
por j, por lo que

(E* )™ D)

El valor E; del estado (3.69) vendra dado por

0 (3.70)

10



2
(24

ali+pa) ap .
=—>+p=] (3.71)
a
Teorema 3.13. De la misma manera, existe un entero no negativo g tal que

(E7)|u,D)=0 (3.72)

con peso u—qgam el cual es el menor estado de la representacion SU(2) definida
por j, por lo que

()" u.D)=0 (3.73)

El valor E; del estado (3.72) vendra dado por

Q.

a-(ua—zqa) R (3.74)

Q

Corolario 3.14. Combinando (3.74) y (3.71) llegamos a la “férmula maestra”

a.

!

—=——(p—q) (3.75)

N | —

(24

Corolario 3.15. Aplicando (3.75) sobre dos pares de raices diferentes a y b
tenemos que

o =-%(z¢—¢1)=% (3.76)
/;f‘ - (p-a) =2 (3.77)

luego el angulo entre dos pares cualesquiera de raices es

(&.ﬁ)z _(p-9)(p-9) (3.78)

2
cos“ @ , =
d D{zﬂz 4

pudiendo darse entonces soélo las siguientes posibilidades

r-9)(r-q) 0,

0 90°

1 60° 6 120°
2 450 6 1359
3 300 06 150°

11



3.3. Raices simples

Definicion 3.35. Se dice que una raiz es positiva si su primera componente no
nula es positiva.

Definicion 3.36. Se dice que una raiz es negativa si su primera componente no
nula es negativa.

Definicion 3.37. Se llaman raices simples a aquellas raices positivas que no
pueden ser escritas como suma de otras raices positivas

Teorema 3.16. Si @ y b son dos raices simples, entonces @ — ff no es una raiz y
a.fp<0.
Teorema 3.17.Si @ y b son dos raices simples, entonces

E

-a

Ey)=E ,|E,)=0 (3.79)

Teorema 3.18. El angulo entre cualquier par de raices satisface
T
E <@<rx (3.80)

Teorema 3.19. Cualquier raiz positiva puede escribirse como combinacidn lineal de
raices simples con coeficientes no negativos

b= k,a, k=Y k, (3.81)

Teorema 3.20. Existen m raices simples, donde m es el rango del grupo. A partir
de ellas puede construirse el algebra completa.

3.4. La matriz de Cartan

Definicion 3.38. Dado que

2H.a' )= 2.0
() (a')’

2E,|fi)= |2)=(p"—q"| ) (3.82)

y que cualquier raiz positiva @ puede escribirse como (3.81), la master férmula
(3.75) puede escribirse como

g -p =2 Zk 2000 Sy (3.83)

(a')? 7
donde 4 es |la matriz de Cartan.

2a’.a'

A, =—F 3.84
Jt (al)2 ( )

12



El elemento de matriz 4; es el valor p-q para la raiz simplea’ actuando sobre el
estado ‘&j>. Es inmediato ver que todos los elementos de la diagonal son 2, y los
de fuera pueden ser 0, -1, -2, -3, relacionado con el angulo entre raices y sus
longitudes relativas. Puede usarse para encontrar todas las raices de |la
representacién a partir de las raices simples y, consecuentemente, todos los pesos
de la representacion.

3.5. Pesos fundamentales

Teorema 3.21. Todo peso v puede ser escrito en términos de sus raices simples
v=2x107" (3.85)
Jj=1

Definicién 3.39. Sean «',i=1,..,m raices simples de cierta representacion
irreducible D. Se dice que i es el peso maximo de D si y sélo si 1+ ¢ no es peso

V@ . Que zi+a' no sea raiz es condicidn suficiente.

Definicion 3.40. La definicién anterior implica que para Ea,.|,u,D> , la “férmula

maestra” se reduce a

2a' .1’
el (3.86)
(@)
Teorema 3.22. Si i es peso maximo

1. u es peso simple
2. Todo peso v tiene la forma

v=p-> ka’ (3.87)
j=1

Definicion 3.41. Los vectores ,Ztise llaman pesos fundamentales, que pueden
definirse utilizando la matriz de Cartan como

- -1 —
n :Z(A )k/ak (3.88)
k
Las m representaciones D' son las representaciones fundamentales.

Teorema 3.23. Cualquier peso maximo puede escribirse de manera univoca como

i=3q,i (3.89)
J

donde los g; son enteros no negativos llamados coeficientes de Dynkin, los cuales
definen toda representacién del grupo.

13



Teorema 3.24. La relacion de los coeficientes de Dynkin con los diagramas de
Young es la siguiente:

m g; es el nimero de casillas de la primera fila que sobrepasan a la segunda fila
B ¢, es el niumero de casillas de la segunda fila que sobrepasan a la tercera fila

u
¥ g, es el numero de casillas de la fila m que sobrepasan a la fila m+1

Ejemplo 3.6. Consideremos

=0 H=mu {F=mu

=(0,2) || =(1,1,1) =(3,0,1)
Teorema 3.25. Si Ves un peso y a una raiz cualquiera, entonces la reflexién de
Weyl
. 2la'v) _,
5 2e'7) 5 (3.90)

también es un peso. Ello es debido al teorema 3./10 y al hecho de que las
representaciones SU(2) son simétricas respecto al origen. A partir del peso
fundamental podemos obtener los pesos restantes mediante reflexiones de Weyl.
En funcidon de la matriz de Cartan y (3.85), (3.90) puede reescribirse como

LW 2a@tal)
v—Zij¥a =V-x,4, (3.91)
= (a’)

Teorema 3.26. La dimension d de una representacion irreducible con peso maximo
m viene dada por

d=[[¥94 s_.1lv5 (3.92)

donde el productorio y la suma se extiende a todas las raices de la representacion.
Definicion 3.42. Uno de los convenios mas utilizados para definir las

representaciones consiste en usar los coeficientes de Dynkin y la dimensién de la
representacion

(¢,0nq,)=d (3.93)

para las representaciones irreducibles que se transforman de manera simétrica y

(@09, )=4d (3.94)

para las que lo hacen de manera antisimétrica.

14



4. El grupo SU(n)

Definicion 3.43. SU(n): Transformaciones unitarias especiales en n dimensiones.
Isomorfo a las matrices unitarias nxn con det = 1. N = n’-1. Compacto. El rango del
grupo es m = n-1.

4.1. Generadores

Vamos a escoger una base que satisfaga
1
Tr(T,.T,) = 55””’ (3.95)

Los generadores no diagonales (operadores escalera) van a tener un Unico

1
elemento no nulo, que seria —.

V2

Los operadores diagonales (generadores de Cartan) se definen como H,; a = 1,...,m,
con m valores iguales a 1 en la diagonal y finalmente -m para hacer nula la traza
(en caso de haber mas elementos serian 0’s). Finalmente normalizamos

—ad. 0.

H,). = 0,0 + a+
( a)z/ W(z ik™ jk i,a+1™~j, 1]

(3.96)

4.2. Pesos y raices

Los pesos de esta representacién son los v' = [(vi)l,...,(vi)m] coni=1,..,ny

4 1 J
o), =—( 8y = J5, . ] (3.97)
To2iG+D Z o
Los angulos entre los distintos pesos son los mismos
12 n—1 o 1
v = Vv =—— i#j 3.98
‘ ‘ 2n 2n / (3.9)

Las raices positivas asociadas a los pesos son a’ =v' —v/ para i <j. Las raices
simples son

o i=T,n—1 (3.99)

donde i corre de manera ordenada a partir del peso maximo. Todas estas raices
tienen longitud 1

15



a'.a™ _ ! (')’ =1 (3.100)

a'a’ =0 j#i,jri#l 3.101
J J

Los pesos fundamentales /i’ son

‘ J
=t (3.102)

k=1

Rubén SANCHEZ-RAMIREZ
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Universidad de La Laguna

Este articulo es la tercera parte de un total de cuatro, en donde
el autor expone la estructura del Modelo Quark.

Para consultar la primera parte: http://casanchi.com/fis/quark 01.htm
Para consultar la segunda parte: http://casanchi.com/fis/quark 02.htm
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