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LAS ECUACIONES DE LAS ONDAS
ELECTROMAGNETICAS

Las ecuaciones de Maxwell implican que tanto el campo eléctrico como el
campo magnético se propagan en forma de ondas; ondas cuya amplitud
decrece al avanzar en medios de conductividad no nula. Veamos una forma
simple de obtener tales ecuaciones.

El medio de propagacion.

Ecuacion de continuidad.

Las ecuaciones de onda.

La forma sinusoidal de las soluciones.
Referencias.
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1. El medio de propagacion:

Para obtener la estructura matemaéatica de las ondas electromagnéticas, es decir, las
ondas de propagacion del campo eléctrico y del campo magnético, podemos partir
de las cuatro ecuaciones de Maxwell, que en el vacio y en el sistema CGS Gauss,
pueden expresarse por

o= 19H . - 19E S
fE=gr, RNUE=-IM  qui=23.1E  RA=0

c Tt c cft
(j es la densidad de corriente, r es la densidad de carga eléctrica, c es la
velocidad de la luz)

Pueden definirse los vectores “Desplazamiento”, D, e “Induccion Magnética”, B,
por la relacién particular con el vector Campo Eléctrico y Campo Magnético,
respectivamente, de modo que las ecuaciones de Maxwell pueden expresarse por

o = co=_ 1B - = = 1D -
N.D=r, NUE=-ﬂ—, NUH=J+.”—, N.H=0
it qt
Siendo el conjunto de las relaciones del desplazamiento D con el vector campo

eléctrico, y de la induccién magnética B con el vector campo magnético lo que
realmente define el tipo de medio en el que se efectla la propagacién del campo
electromagnético.

1.1. Medio lineal:

En un medio lineal las relaciones entre las componentes del vector desplazamiento
y del vector campo son relaciones lineales, esto es, puede escribir matricialmente
que

8@19 *, €, € QaEl 0
¢C. ~ C G _ =
QDz T=C8y €, €5 +-(}Ez+

&D,5 &e, e, e, 5

la matriz cuadrada de paso €= (qk )3 se llama “matriz dieléctrica del medio”.

Con una relaciéon analoga respecto al vector “campo magnético” en los medios que
son lineales:

o @m m Mmoo
QBZ+:Qn}1 m, I’qs—:-(;H2+

&B.y &m, m, m,EH,

la matriz cuadrada de paso N+ (I‘m()3 se llama “matriz induccion del medio”.

2.2. Medios homogéneos:
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Un medio se dice que es homogéneo si tiene las mismas propiedades
electromagnéticas en todos sus puntos, esto es, si las matrices dieléctrica y de
induccién son constantes.
_ ~ 1e=congt
Medio homogéneo U |
1 e const

2.3. Medios is6tropos:

Un medio se dice que es is6tropo si todas las direcciones son equivalentes en la
propagacion del campo. En i medio lineal e isétropo existe una proporcionalidad
directa entre las componentes del vector desplazamiento y el vector campo
eléctrico, o bien, entre las componentes del vector induccidn magnética y el campo
magnético:

a& 0 09 a@m 0 0g
Medio is6tropo y lineal U GZEO e O—, m= gO m 0=
&0 0 ey &0 0 ny

2.4. Los medios “dulces” o HLI:

Los medios que presentan estas tres caracteristicas, es decir, homogeneidad,
linealidad e isotropia (HLI), se denominan “medios dulces”.

El ejemplo més simple de medio dulce o HLI es el vacio:

Constante dieléctrica e inducciéon magnética del vacio:

éaeo 0 09 gm 0 09
©=¢0 & 0~ m=¢0 m 0=
€0 0 ep &0 0 mp

Relaciones vectoriales:

W)
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P
_I'I'Il
w
1
3
I,
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3. La ecuacioén de continuidad:

Se obtiene una relacién muy sencilla entre la densidad de corriented y la densidad
de carga eléctrica r sin mas que aplicar el operador nabla a la dltima de las
ecuaciones de Maxwell, recordando que la divergencia del rotacional es cero:

o e= = D fm . DO r
RUA= 3+ Pp N.(NU ) N§J+ﬂ——p 0=Ri+ I RBp 0=RT+I
It It i
O Sea.:
R+ _
it

Esta es la ecuaciéon de continuidad, que podemos integrar facilmente con la
condicién de proporcionalidad entre el vector densidad de corriente y el vector
campo eléctrico mediante la constante de conductividad del medio

J=sE

(S :conductividad del medio de propagacion)

Se tiene, en definitiva:

R
-0p N(SE)+III]—t=OD NE+1]”—t 0b s _+‘EI_::OD r=rgd ®

&

R+
it

Esta carga se hace practicamente cero en cuanto pasen 4 constantes de tiempo,
por lo que pueden existir campos eléctricos y magnéticos sin que exista carga
eléctrica.
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4. Las ecuaciones de onda:

Si suponemos que se trata de un campo electromagnético propagandose en un
medio dulce, se pueden obtener facilmente las ecuaciones diferenciales de

propagacion tanto del campo eléctrico E, como del campo magnéticol:l :

a) Ecuacion vectorial diferencial de onda para el campo eléctrico:

- v=_ 1B
Partimos de la segunda ecuacién de Maxwell NUE:-:TT—t a la que hdlamos €

rotaciond:

|

MO UE)=-R0E P RINE)- F7E-=-

O bien:

si sustituimos ahora usando la cuarta de las ecuaciones de Maxwell, y tenemos en
cuenta que el gradiente de la divergencia es nulo, se tendra:

- c o . -
= mi e R D s B el D
ﬂté Tt 5 it It Mt it

por tanto, queda

b) Ecuacion vectorial diferencial de onda para el campo magnético:

b2}

Partimos ahora de la tercera de las ecuaciones de Maxwell, NUH =J+ ,ala

gue también aplicamos el rotacional: con la condicién de J =S.E:

NU("UH):NU(sE)+e%NUE

O sea:

e}
!
T,
e
I
I

sNUE+e LR UE
qt
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Sustituyendo la segunda de las ecuaciones de Maxwell y anulando al gradiente de
la divergencia:

2
- RPH =-smit . em. ';'
It i
Por tanto:
.
Ri2H - s - em. 'j =
qt qt

Las ecuaciones diferenciales vectoriales que describen la propagaciéon del campo
electromagnético en un medio dulce (lineal, homogéneo e isétropo), cuyos vectores

campo son E yl:l, con conductividadS y constantes dieléctrica y de induccién
dadas por € y IT, vienen dadas por las expresiones

A — 2
R2E - eSE+ﬂIZEH:O
ge Tt 1t g
.= & H T?HU
N*H - é—ﬂ— 1 —(=0
ae qt qt 0

El estudio de las soluciones de estas ecuaciones diferenciales nos permitira
determinar de qué forma se propaga el campo.
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5. La forma sinusoidal de las soluciones:

La solucion de las ecuaciones de onda depende fundamentalmente de las
condiciones de contorno impuestas.

Sin embargo, por el Teorema de la serie de Fourier o de la integral de Fourier,
sabemos que toda soluciéon periédica o no periddica, respectivamente, puede
obtenerse como suma de senos y cosenos, Yy, por otra parte, al tratarse de
soluciones de ecuaciones lineales sabemos, por el teorema de superposicidon, que si
dos funciones son soluciones de la ecuacion también los serd su suma.

Asi, entonces, la solucion de la ecuacion de onda del campo eléctrico sera:

E =(E,.E,.E,)=
= (Ex(x,y,z).cos(wt +j X), E, (X,Y, z).cos(wt +j y), EZ(x,y,z).COS(\Nt +] Z)) =

= (Ex(x,y,z).Reﬁ "] i“’t], E, (XY, z).Reh " iW‘J, E,(X,Y, z).Reﬁ Ve iw‘]) =

= (Re[ex ) iW‘J, Re[ey ) iW‘J, Re[eZ ) thJ) = Re[eT iW‘J

donde es:
e= (ex,ey,ez)

y también:

6 =E.(x,y,2).1"%, g =E(x,y,2).1"", @ =E,(X,y,2).1":
y, separando las partes reales y las imaginarias:
e =, tig;, § =¢, tig,, € =g, tie,
e=(e, +e, +e,)+ile +e, +e,)=E, +iE,

En resumen:

E = Re[eT ‘W‘J = Re[(E'r +iE, )(coswt - isenwt)] = E, coswt - E,senwt
y, en definitiva, es

E =E, coswt - E;senwt

Por analogia, se tiene para el campo magnético una expresién analoga:
H = H, coswt - H senwt

Las soluciones vectoriales de las ecuaciones diferenciales vectoriales de onda, han
de ser, pues:
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E

E, coswt - E,senwt

H

H, coswt - H;senwt

que nos indican el caracter coplanario de los vectores E, Er , Ei por una parte, y

de los vectores FI, Hr , Hi , por otra

Los vectores campo eléctrico, E, y sus componentes real, E,, e imaginaria, E,

r

estan siempre en un mismo plano (g, h).

Lo mismo ocurre con el vector campo magnético, H, y sus componentes real e
imaginaria H, y H,. También se encuentran estos vectores en un mismo plano.

Podemos, en definitiva, afirmar, a la vista de las ecuaciones de onda, que el campo
eléctrico se propaga en un plano y el campo magnético se propaga en otro plano.
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